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Préface 


La physique est une science qui repose essentiellement sur la mesure et la modélisation. Le bagage du 
physicien doit donc contenir les outils et les méthodes qui lui permettent : 


1. de tirer une information rationnelle à partir de ses mesures; 
2. d'approcher le comportement d'un système modèle à l’aide d'une analyse mathématique. 


C'est pourquoi ce cours est découpé en deux parties : une première autour de la mesure, une autre 
autour des concepts mathématiques utiles au physicien. 


Ce cours s'adresse à un public relativement large car il aborde différents outils mobilisés aussi bien en 
Lycée que dans l'Enseignement Supérieur. 


Jimmy Roussel 
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11 Dimension d’une grandeurs physique 


Grandeurs physiques 


Une grandeur physique est une quantité qui se rapporte à une pro- 
priété et qui peut se mesurer. Or, mesurer, c'est comparer. C'est com- 
parer à l'aide d'un instrument, une grandeur physique inconnue avec 
une grandeur de même nature — on dira de même dimension - prise 
comme référence que l'on appelle étalon. 


Par exemple, Le poids de Miss Univers peut être comparé à celui d'un 
étalon (1 kg par exemple) à l'aide d'une balance : Le poids de Miss Uni- 
vers est une grandeur physique. En revanche, sa beauté est une pro- 
priété subjective qui ne peut être mesurée compte tenu qu'il n'existe 
pas d'étalon de beauté. En d'autres termes, la beauté se rapporte à 
l'aspect physique mais ne relève pas de la Physique; il ne s'agit pas 
d'une grandeur physique. 


Lors du processus de mesure (mesurage) on effectue donc une com- 
paraison entre un étalon (l'unité) et la grandeur à mesurer puis l'on 
traduit le résultat par un chiffre (la mesure) assortie d'un intervalle 
définissant un certain niveau de confiance (l'incertitude) ainsi que 
l'unité! 

X=zx,+Ax unité 


La détermination de la mesure et de l'incertitude fait l'objet d'un 
autre chapitre. Ici on s'intéresse au contenu dimensionnel des gran- 
deurs physiques et du choix de l'unité. 


Notion de dimension 


En général, le résultat d'une mesure dépend de l'étalon utilisé. Par 
exemple, si l'on compare la longueur £ d'une règle de 1 m avec un 
décimêtre, on obtient £{ = 10 dm. Si l'on choisit un double décimètre 
comme étalon de mesure, on trouve £ = 5 ddm (double décimètre). La 
mesure est donc différente (5 £ 10) : on dit que la longueur possède 
une dimension. 
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1: L'unité est indispensable! Exprimer 
Le résultat d'un calcul ou d'une mesure 
sans préciser l'unité n’a aucun sens. 
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FIG. 11 : Définition de l'angle plan. 


TAB. 11 : Symbole donné aux dimen- 


sions des grandeurs de base. 


Dimension 
Longueur 

Masse 

Temps 

Intensité électrique 
Température 
Quantité de matière 


Symbole 
L 


M 
T 
| 
(©) 
N 


Dimension d'une grandeur 


Par définition, une grandeur physique G a une dimension si sa 
mesure dépend du choix de l'étalon de mesure. Sa dimension est 
notée [G!. 


IL ne faut pas confondre cette notion avec l'unité qui est purement 
conventionnelle alors que la dimension est une propriété indépen- 
dante de tout système d'unités. 


Deux grandeurs ont même dimension si on peut Les comparer. C'est 
pourquoi le rayon d'un cercle et son périmêtre ont même dimension, 
car je peux en faire la mesure avec le même étalon (par exemple 
un fil souple d'une certaine longueur). Ici il s'agit de la dimension 
[longueur]. 


IL existe également des grandeurs physiques sans dimension (on dit 
aussi adimensionnées). Dans ce cas la dimension est noté [G] = 1. 
Par exemple, l'angle 8 d'un secteur AOB est une grandeur que l'on 
peut mesurer comme suit : traçons un cercle de centre O et de rayon 
r. Les droites (OA) et (0B) coupent le cercle en deux points À’ et B! 


l'angle se mesure en faisant le rapport de la longueur d'arc AB et 
du rayon du cercle. 


AB 
DE 
: 


On constate donc que si l'on double le rayon du cercle, la longueur 
d'arc double également de sorte que l'angle ne dépend pas de la 
taille du cercle. Il est alors assez évident que si l'on décide de me- 
surer les distances en centimètre, en pouce, ou dans n'importe quel 
système d'unités, Le résultat de l'angle 9 ne changera pas. L’angle est 
donc sans dimension. De la même manière, une grandeur définie 
comme le rapport de deux grandeurs de même dimension, ne pré- 
sente pas de dimension. 


Enfin, par commodité, on a donné un nom spécifique à certaines di- 
mensions (cf. TAB. 11). 


Équation aux dimensions 


Une loi physique affirme l'égalité de deux grandeurs qui sont néces- 
sairement de même nature. Une loi physique est donc aussi une re- 
lation entre différentes dimensions : on parle d'équation aux dimen- 
sions. Voyons comment obtenir ces équations aux dimensions sur 
quelques exemples. 


La vitesse : d'après la définition _ dæ/dt, on déduit 


SIT 


É du, /dt donne 


L'accélération : La définition a. 
[v] =. 
= — =[IT 
(== 
La force : en vertu de la deuxième loi de Newton F = ma on a 


[F] = MLT 2 


La constante des gaz parfaits : on peut obtenir sa dimension à partir 
de la loi du gaz parfait pV = nRT. 


= MLT26"1N 1 


V]_{f. L 
T1 21e 


Le champ magnétique : par définition du champ magnétique, une 
particule de charge électrique q se déplaçant à la vitesse à dans 
un champ magnétique B subit une force F = qù À B, d'où 


LE] MLT ? 


ee 


[B] = 


1.2 Le Système international d'unités 


Comme on l'a déjà dit, mesurer c'est comparer une grandeur phy- 
sique avec un étalon qui définit l'unité de mesure. Celle-ci relevant 
d'un choix arbitraire il faut bien convenir d’un système d'unités pour 
pouvoir communiquer (transactions commerciales, rapports scienti- 
fiques, etc.). La bonne idée consiste alors à choisir des étalons dont la 
définition est indépendante du lieu et du temps et avec lesquels on 
peut construire toutes les unités. C'est l'ambition du Système interna- 
tional d'unités (S1) adopté par quasiment tous les pays?. Né officiel- 
lement en 1960, il s'agit d’une extension de l'ancien système MKSA. 


Les unités de base 


Le (SI) forme un système cohérent reposant sur sept unités de base 
(cf. TAB. 1.2) indépendants du point de vue dimensionnel. Depuis Le 20 


Dimension Symbole Unité SI Symbole 
Longueur L mètre m 
Masse M kilogramme kg 
Temps T seconde s 
Intensité électrique | ampère A 
Température (©) kelvin K 
Quantité de matière N mole mol 
Intensité lumineuse J candela cd 


mai 2019, les unités du SI sont définies à partir de sept constantes de 
la nature auxquelles on donne une valeur fixe. Les sept constantes 
sur lesquelles repose Le Système international d'unités sont 


+ la fréquence de la transition hyperfine du césium 133 A, = 
9192631 770 Hz qui permet de définir la seconde; 


12 LesSl 5 


2: Trois pays n'ont pas encore adopté 
officiellement Le système métrique : le 
Libéria, la Birmanie et... Les Etats-Unis. 


TAB. 1.2 : Les sept unités de base du 
Système internationale d'unités. 


FIG. 1.2 : Le SI et ses 7 unités fonda- 
mentales liées aux 7 constantes uni- 
verselles. 
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3 : Cette longueur d'onde correspond 
au maximum de sensibilité de l'œil hu- 
main. 


TAB. 1.3 : Quelques unités dérivées. 


- la vitesse de la lumière dans le vide c — 299 792 458 m.s-1 qui 
permet de relier le mêtre à La seconde; 

+ la constante de Planck h — 6,626 070 15 : 10-%#kg.m2.s-1 qui 
définit indirectement le kilogramme:; 

* la charge élémentaire e — 1,602 176 634-1071? C qui fixe l'ampère 
puisque 1C—=1A.s; 

> la constante de Boltzmann k, = 1,380 649 : 107% J.K-T qui relie 
le kelvin aux unités mécaniques; 

+ la constante d'Avogadro N, = 6,022 140 76 : 10% mol ! qui 
donne Le nombre exact d'entités élémentaires (atomes, molé- 
cules, ions, etc.) formant une mole; 

> Enfin, l'efficacité lumineuse K,,, = 683 lumen.W”! pour un rayon- 
nement monochromatique de longueur d'onde? À = 555 nm. 
Cette constante relie les grandeurs sensorielles (intensité en 
candela, éclairement en lux, flux lumineux en lumen) aux gran- 
deurs énergétiques de la lumière (intensité en watt par stéra- 
dian, éclairement en watt par mêtre carré, flux en watt). 


Notez que ces constantes sont des grandeurs physiques sans incerti- 
tude. En revanche, certaines grandeurs auparavant fixées (avant mai 
2019) retrouvent leur statut de grandeur expérimentale. Par exemple, 
une mole de carbone 12 pesait auparavant 12 g par définition; doré- 
navant sa valeur n'est plus connue exactement. Elle présente donc 
une incertitude. 


Les unités dérivées 


Les sept unités de base du système international sont les «unités 
fondamentales » à partir desquelles sont obtenues par combinaison 
toutes les autres unités, dites unités dérivées. Certaines d'entre-elles 
se sont vues attribuer un nom qui rappelle une personnalité scienti- 
fique : newton, pascal, joule, volt, tesla, henry etc. Il peut donc y avoir 


Grandeur Unité SI Grandeur Unité SI 
aire m2? énergies J (joule 
volume m? pression Pa (pascal 
masse molaire kg.mol=" tension V (volt 
masse volumique kg.m 3 charge électrique C (coulomb 
fréquence Hz(hertz) résistance électrique A (ohm 
vitesse (scalaire) m.s ! champ électrique V.m_ 
vitesse angulaire, pulsation rad.s— conductance électrique  S (siemens 
accélération (scalaire) m.s-? capacité électrique F (farad) 
force d'interaction N (newton inductance H (henry 
puissance mécanique W (watt) champ magnétique T (tesla 


différentes façons d'exprimer la même unité. 


Exemple : unités de La pression 


La pression s'exprime en pascal (Pa) dans le système international. Etant 
donné que la pression représente une force par unité de surface on peut 
aussi l'exprimer en N/m2. Par ailleurs, on sait d'après l'équation aux di- 
mensions F = MLT 2, que 1 N = 1 kg.m.s_? d'où l'on déduit 


1Pa=1N.m?=1kgm ls"? 


1.3 Analyse dimensionnelle | 7 


IL existe une dernière classe d'unités qu'on appelle unités supplémen- 
taires. Cette classe contient deux unités sans dimension : Le radian (rad), 
unité de l'angle plan, et Le stéradian (sr), unité d'angle solide. 


Préfixes SI 


Enfin, on utilise parfois des préfixes multiplicateurs pour remplacer 
les puissances de 10: 


\aleué 10-18 10-15 10-12 10 10 103 102 101 TAB. 1.4 : Préfixes multiplicateurs. 


Préfixe atto femto pico nano micro milli  centi déci 
Symbole a f p n mn m (e d 
Valeur 10 10? 10% 106 109 102 1015 101$ 
Préfixe déca  hecto kilo Mega Giga Tera  Peta Exa 
Symbole da h k M G T P E 


1.3 Analyse dimensionnelle 


Analyser le contenu dimensionnel d'une relation permet de rendre 
bien des services. En voici un petit tour d'horizon … 


Vérifier une formule 


Une loi physique impose une contrainte qui n'existe pas en mathéma- 
tique; elle doit être homogène, c'est-à-dire constituée de termes de 
même dimension. Sommer deux grandeurs de dimension différente 
n'a aucun sens en physique. Ainsi pour vérifier une loi physique, la 
première chose à faire est de vérifier l'homogénéité! 


Vérifier une formule 


Toute formule non homogène est nécessairement fausse. On re- 
tiendra quelques règles : 


* danssinx, cos x, e*, In x et log x la grandeur x doit être sans 
dimension; 

» dans 1 + x, la grandeur x doit être sans dimension; 

» dans 1+x/y, les grandeurs x et y sont de même dimension. 


Exercice - La période d'oscillation d'un pendule simple dépend de sa lon- 
gueur £, du champ de pesanteur g et de l'amplitude angulaire 4,,,, des os- 


cillations. On propose plusieurs formules; préciser celles qui ne sont pas 
homogènes : 
O T=2r,/ + êma D T=9r/: (1+ 0e 
| 9 — Ua V9 16 
es. 2 OT=92% [2 . fn ] 
De | na V () { 
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Bien entendu, cela ne signifie pas qu'une formule homogène soit for- 
cément exacte, mais cela permet déjà de trier ce qui n’a aucun sens 
physique de ce qui peut en avoir De manière générale, l'analyse di- 
mensionnelle est un outil de réfutation, pas de validation. 


Il faut prendre garde à certaines formules qui mélangent expressions nu- 
mériques et littérales. Par exemple, le pH d'une solution acido-basique 
diluée est souvent défini par 


pH = — log [H,0*] 


Or la concentration n'est pas sans dimension ce qui suggère que cette 
formule est non-homogène. En réalité cette formule n'obéit pas à la rêgle 
élémentaire qui veut que toute relation soit indépendante du système 
d'unités. En effet, dans la formule qui donne le pH, il est sous entendu 
qu'il faut exprimer [H,0*] en mol.L-f. Si l'on veut donner la relation qui 
donne le pH quel que soit le système d'unités on écrira plutôt 


(H,0”] 


c° 


pH = — log 


où c° désigne la concentration standard. Dans le SI, c’ = 1000 mol.m 
mais si l’on décide d'exprimer les concentrations en mol.L-1, on a c° = 
1 mol.l-T et dans ce cas la tentation est grande de faire disparaître cette 
constante par commodité. Mais cela ne doit pas nous faire oublier sa 
présence. 


Conversion d'unités 


l'équation aux dimensions étant indépendante du système d'unités, 
elle est très utile quand il faut convertir une unité d'un système vers 
celle d'un autre système. 


Exemple : la dyne 


Dans le Système International, la force s'exprime en newton alors qu'elle 
s'exprime en dyne dans le Système CGS (cm, gramme, seconde). Combien 
de newton vaut 1 dyne? 


l'équation aux dimensions [Force] = MLT-? doit être vérifiée dans tout 
système d'unités. On a donc 


1newton = 1kg.m.s-? et 1dyne = 1g.cm.s? 
Ainsi on en déduit la conversion : 


1 newton = 10° dynes 


Modéliser 


l'analyse dimensionnelle permet de prévoir la forme d'une loi si l'on 
sait quels sont les paramètres pertinents du problème. 


1.3 Analyse dimensionnelle 


Supposons par exemple que nous cherchions à exprimer une gran- 
deur Gen fonction de 2 paramètres pertinents indépendants p, et po. 
La méthode consiste alors à trouver comment multiplier p, etp, pour 
former une grandeur de même dimension que G. On écrit donc 


G = Cp Apr 


où a et 3 sont des facteurs que l'on détermine grâce à l'équation aux 
dimensions. Une fois ces constantes déterminées, on peut proposer 
la forme générale de la loi recherchée. 


Exemple : période d'oscillation T d’un pendule simple 


On suppose que la période T dépend de la masse m, du champ de pe- 
santeur g et de la longueur £ du pendule : T = f(m, g, €). On écrit alors 


PC ir 


où C' est un facteur adimensioné. Cela nous donne l'équation aux dimen- 
sions 
TMS 


La loi devant être homogène on doit poser a = 0, 8 = —1/2 et + = 1/2. 


La forme générale est donc 
ne L 
g 


Attention, ce n'est pas parce que l'on trouve une loi qu'elle est juste! L'ana- 
lyse dimensionnelle nous dit simplement que la loi est correcte en termes 
de dimension. C'est à l'expérience de confirmer où d'infirmer l'analyse. 
Par exemple, dans le cas du pendule, supposer comme nous l'avons fait, 
que la période du pendule ne dépend pas de l'amplitude des oscillations 
est en contradiction avec les faits®. Il faut alors introduire l'amplitude 8, 
des oscillations dans l'analyse dimensionnelle : 


T=f(m,g,L6) —=  T= Cm 800 
d'où l'équation aux dimensions 
T = MALY+8T-28 


identique à la précédente. On trouve donc les mêmes résultats (a = 0, 
B = —1/2 et y = 1/2) et à peut prendre des valeurs quelconque. En 
d’autres termes on peut écrire la période ainsi 


£ 2 
r = Ju ÉN E eMeEeE 0) 


où les exposants peuvent être quelconques de sorte que la forme la plus 


générale est 
L 
T = ,/-f(0 
Er 0) 


4 On peut montrer que cette propriété n’est correcte que si Les angles sont petits. 


Notez que l'analyse dimensionnelle ne permet pas de déterminer 
complétement la loi recherchée. Dans Le meilleur des cas, une constante 
adimensionnée est à déterminer de façon empirique. 
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21 Mesurer c'est évaluer 


Notion d'erreur et d'incertitude 


Expérience 


Mesurons, à l'aide d'un chronomètre, la durée # correspondant à 2,5 pé- 
riodes d'oscillation d'un pendule simple (5 passages à la verticale). En 
faisant faire cette même mesure par différents élèves on trouve 


mesure ° | 1 2 3 4 
duréet |3,625 347s 344s 3,305 


L'expérience précédente montre que les résultats sont différents ce 
qui traduit l'existence d'erreurs de mesure. L'erreur faite lors de la 
mesure d'une grandeur x est l'écart entre la valeur mesurée (x,) et 
sa valeur vraie (x,,5), laquelle est unique mais inaccessible. Elle pré- 
sente deux composantes. 


Erreur aléatoire L'erreur aléatoire €, provient des variations tempo- 1: Par exemple, le soin avec lequel 
relles et spatiales non prévisibles de grandeurs d'influence'. Sont effectuées les mesures, la tempé- 
Elle est définie par rature de la pièce, la fidélité de l'appa- 

P : reil de mesure, etc. 

EE, = TL; — ZT 
où x est la moyenne des mesures obtenue en répétant N fois 
la même expérience avec N — oo. 2: On dit aussi biais. 

Erreur systématique L'erreur systématique? €, est un décalage constant 3 : Exemple de biais : influence du 
dont l'origine peut être d'ordre théorique ou expérimentale. Mode opératoire, problème de cali- 
ar décition brage d'un appareil, modélisation in- 

ap 0e 1 .: complète, etc. 

Es — L — Lyraie 

Ainsi, l'erreur sur une mesure est la somme d'un biais et d’une 

quantité aléatoire : 


e=t-Die= (2) += tre 


12 


2 MESURES ET INCERTITUDES 


Exemple 


Dans l'expérience précédente on peut lister les différentes sources d'er- 
reur : 


Erreur aléatoire Erreur systématique (biais) 
réflexe humain défaut de parallaxe 

fidélité Limité du chronomèêtre | chronomètre mal calibrés 
erreur de lecture verticale mal positionnée 


Correction d'un biais 


Bien qu'il ne soit pas possible de compenser l'erreur aléatoire faite 
sur une mesure, elle peut être réduite en augmentant le nombre 
d'observations comme nous allons le Voir. En revanche, l'erreur 
systématique d'un résultat de mesure ne peut être réduite en aug- 
mentant le nombre d'observations, mais par l'application d'une 
correction. 


Le résultat final est exprimé sous la forme d'un intervalle de valeurs 
probables 
ZT PAVA 


T = Tm 


où x, est la mesure, c'est-à-dire la meilleure estimation de la valeur 
vraie et Az l'incertitude sur la mesure que l'on cherche à évaluer. 
Plus précisément l'intervalle [x, — Ax,x,, + Az] est défini comme un 
intervalle de confiance associé à une probabilité de contenir La valeur 
vraie x. Cette probabilité est appelé niveau de confiance. 


Exemple 


La masse de l'électron vaut (CODATA 2010) 


m. = (9,10938291 + 0, 00000040) - 10% kg 


avec un niveau de confiance de 68%. 


Insistons sur le fait que sans incertitude il nous est impossible de 
comparer deux résultats ou de réfuter une loi. Pour qu'un résultat 
ait une valeur scientifique il faut pouvoir prouver que les éventuels 
écarts entre la théorie et l'expérience sont non significatifs c'est-à- 
dire liés aux erreurs de mesure ce qui rend nécessaire l'estimation 
des incertitudes. 


Écriture scientifique 


Avant de voir comment estimer les incertitudes, faisons une petite 
mise au point sur les conventions d'écriture scientifique. 


Dans une valeur numérique, le premier chiffre non-nul de gauche 
désigne le chiffre Le plus significatif et Le dernier chiffre de droite le 
chiffre le moins significatif. Les nombres 1230, 1,230 et 0,001230 ont 
ainsi tous quatre chiffres significatifs. Le nombre de chiffres signifi- 
catifs rend compte de la précision du résultat et permet donc de se 


2.2 Estimation d'une incertitude 


faire une idée de l'incertitude, même quand cette dernière n'est pas 
indiquée. Par exemple, écrire 


ce = (3,00278 + 0,04) : 108 m.s 


n'a aucun sens, puisque l'incertitude indique que nous n'avons pas 
d'information au delà de La deuxième décimale. Il faut donc arrondir 
le résultat au centième. 


Si l'on reprend l'exemple précédent, on écrira plutôt 


c = (3,00 + 0,04) : 108 m.s-! 


Par ailleurs, l'incertitude étant elle-même entachée d’une incertitude 
assez importante, on ne garde qu'un seul chiffre significatif, éventuel- 
lement deux si l'on estime faire une erreur d'arrondi trop importante 
avec un seul chiffre. Par exemple 


175,652 + 6,922 — 176+7 et 175,652 + 1,394 — 175,7+ 1,4 


2.2 Comment estimer une incertitude ? 


Décrivons les différentes méthodes qui nous permettent d'évaluer 
les erreurs aléatoires. Notez que l'on suppose les erreurs systéma- 
tiques négligeables et que ça n'est qu'à la fin, lorsque l'on confronte 
théorie et expérience, que l'on peut invoquer l'existence de biais pour 
expliquer un désaccord. 
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: _(æ-m)? 
p(x) = or ce 


13,5% 13,5% 


LT 
FIG. 21 : Loi de probabilité d'une va- 
riable aléatoire gaussienne. On à 68% 
de chance de trouver x dans l'inter- 
valle z + © et 95% dans l'intervalle 


ZT +20. 


4 : On dit espérance en mathéma- 
tique. 


Généralités 


Finalement, mesurer c'est accéder à une grandeur aléatoire. Cette va- 
riable aléatoire présente une distribution qui a souvent l'allure d'une 
gaussienne dont la figure FIG. 21 en donne une représentation. 


Pour caractériser la dispersion des résultats autour de la moyenne 
on définit l'écart-type a : 
o = \/(x—7T)? 

où x désigne la moyenne“ et (x — x)? la moyenne des écarts quadra- 
tiques. On montre qu'il existe une probabilité de 68% pour qu'une 
mesure soit compris dans l'intervalle x + o. On dit alors que l'inter- 
valle x + o représente un niveau de confiance de 68%. Le problème 
que l'on se pose est, comment, à partir de mesures, évaluer les va- 
leurs x et o? 


Pour cela, il existe deux types d'estimations : 


Type A - On répète n fois la même expérience puis on effectue une 
analyse statistique. 

Type B- À partir d'une seule mesure on estime x et o à l'aide de 
différentes informations (notices techniques) et d'hypothèses 
probabilistes. 


Estimation de type À 


Supposons que l’on collecte n mesures en répétant n fois la même 
expérience. On cherche à accéder aux paramètres x et « à partir des 
n MeSUreS t, Lo, «+, Zn. Sin — © On pourrait reconstruire la loi 
de probabilité relative à la variable x et par conséquent calculer x. 
Hélas, n est fini; il faut donc chercher la meilleur façon d'estimer Les 
paramètres x et a à partir d'un ensemble discret de mesures. 


Nous distinguerons deux situations : 


> le cas où l'échantillon de mesures est grand, disons n > 10; 
> le cas où l'échantillon est petit, c'est-à-dire n < 10. 


Cas où n > 10 


La théorie des probabilités permet de montrer que la meilleur esti- 
mation de x est la moyenne arithmétique. 


def Ty +Tote+r 
m = fl 2 n 
n 


ez |©Q (21) 


On montre également que la meilleure estimation de & est l'écart- 
type non biaisé (noté o,_, sur Les calculatrices) 


CEE © 2) 


2.2 Estimation d'une incertitude 15 


Notez que dans cette formule, la somme des écarts quadratiques est 
divisé par n — 1 et non par n comme on pourrait s'y attendre. Une 
façon de retenir ce facteur n — 1 est de réaliser que pour estimer un 
écart-type il faut au moins deux mesures ce qui implique n > 1. 


Cas où n < 10 


Si l'échantillon est petit (disons n < 10) il y a une correction à appor- 
ter. On montre alors que la meilleure estimation de l'écart-type vaut 
tx soûtest le coefficient de Student donnée dans la TAB. 21. 


Exemple 


Dans l'expérience précédente, on peut estimer l'incertitude-type associé 
à la mesure de La durée t. On trouve 


ne 3,62 + 3,47 + 3,44 +3,30 
4 


= 3,4575 S 


et puisque l'échantillon contient n = 4 mesures, 


1625)? 125)? + (—0,0175)° + (—0,1575)? 
2.120 625)? + (0,0125)? + (—0,0175)? + (—0,1575) es 


3 


Ainsi, chaque mesure présente une incertitude-type de l'ordre de 0,165. 


incertitude sur la moyenne arithmétique 


La moyenne arithmétique est la meilleure estimation de la valeur 
vraie, pour autant elle n’en est pas moins entachée d'une certaine 
erreur. En effet, si l'on répète une autre série de n mesures on trouve 
une autre Valeur de m. Il faut donc chercher à calculer l'écart-type de 
la moyenne «,.. IL est alors assez facile de montrer que 


C ts 
F6 nr Vn 


En d'autres termes, par rapport à une mesure isolée, on réduit l'in- 
certitude d’un facteur ,/n en procédant à n mesures”. Finalement, Le 
résultat se met sous la forme 


def 1 
mm — — T; 
nm 
T=mMmE+—— avec © 
de € JS -m} 
= n—1 7 


Exemple 


Dans l'expérience qui nous sert de fil rouge, on peut accéder à une valeur 
précise de + en calculant sa moyenne arithmétique m et son incertitude- 


type : 
__ 0,1575 


m=3,4575 et oo, 
VA 


= 0,0787 


TAB. 21 : Coefficients de Student pour 
un intervalle de confiance de 68% 


Nombre de mesures n | Coefficient # 
2 1,84 
3 1,32 
4 1,20 
5, 114 
6 111 
7 1,09 
8 1,08 
9 1,07 
10 1,06 


5: On pourrait croire qu'il suffit de pro- 
céder à un très grand nombre de me- 
sures pour accéder à la valeur vraie 
de façon très précise mais ce serait 
oublier la présence d'erreurs systéma- 
tiques qui ne s'effacent pas avec le 
nombre d'observations. À partir d'un 
certain nombre n l'erreur systéma- 
tique l'emporte sur l'erreur aléatoire. 
Toute la difficulté réside alors dans la 
détermination puis la correction des 
différents biais, comme nous le rap- 
pelle la très médiatique affaire des 
neutrinos supraluminiques. 
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Après avoir arrondi à un chiffre l'incertitude-type on peutfinalement écrire 
le résultats de nos observations : 


t=3,46+0,085S niveau de confiance : 68% 


Estimation de type B 


Lorsque l'on procède à une unique mesure on ne peut plus estimer 
l'incertitude-type de façon statistique. On procède alors de la ma- 
nière suivante. 


1. On détermine la plage d'erreur À = x, — mn dans laquelle 
il est raisonnable de penser que se trouve la valeur vraie. Cette 
plage d'erreur peut être fournie par la notice technique d’un ap- 
pareil de mesure, ou déterminée de façon empirique en fonc- 
tion des conditions de l'expérience. Il ne faut pas oublier qu'une 
estimation à un chiffre significatif suffit. 

2. On fait ensuite l'hypothèse que la probabilité de trouver la va- 
leur vraie dans cet intervalle est uniforme. Il est alors facile de 
montrer grâce aux probabilités que 


Tmax T min et G& 


A 
5 75 O (2.4) 


T © 


Exemple 


1. On souhaite déterminer par autocollimation la focale d'une len- 
tille convergente. La plage de distance qui permet d'obtenir l'image 
nette de l'objet par le miroir est 9,8cm 4 11,2 cm. Comme valeur 
vraie, on prendra le centre de la plage : 


11,2 +9,8 
P = ner 10,5 cm 
D) 
Pour calculer l'incertitude, on effectue 
11,2 — 9,8 
el = = — = 0,4 cm 
ï VT2 


2. On mesure une tension de 4,32 V avec un voltmètre sur Le calibre 
20 V, la résolution est de 10 mV. La notice technique indique une 
précision de +(0,5% valeur lue + 1 digit). La plage d'erreur vaut 
donc 


A =2 x [(0,5 x 4, 32)/100 + 0,01] = 0, 0632 V 
et l'incertitude-type 


Incertitude composée 


La plupart du temps, l'erreur expérimentale présente de nombreuses 
composantes dont on peut estimer l'incertitude-type (notée o;). Pour 


2.2 Estimation d'une incertitude 


obtenir l'incertitude globale il faut alors composer les incertitudes- 
type. Si l'on suppose ces différentes composantes indépendantes, 
alors en vertu de la loi de composition des variances, on a: 


total = De M (2.5) 


On notera que puisque l'on arrondit l'incertitude à un chiffre signifi- 
catif, il est possible de négliger o; si ce dernier est au moins trois fois 
plus petit que Le terme le plus important. 


Exemple 


Reprenons notre expérience. On a estimé l'incertitude-type associée no- 
tamment au réflexe humain par la méthode de type À et on a trouvé 
© A = 0,0787 s. En revanche, Le chronomètre présente une erreur de jus- 
tesse qui n’est pas évaluée par La méthode de type A. Si l'on suppose une 
précision du chronomètre égale au 1/100% s, on prendra 


= rs 


On constate que l'erreur liée au manipulateur est prépondérante et qu'il 
est légitime de négliger l'erreur liée à l'instrument : ou = &4. 


Incertitude élargie 


Pour finir, il est d'usage de donner les incertitudes avec un niveau de 
confiance de 95%. On notera Ax cette incertitude dite élargie : 


Ax=ko avec k=2 à95% de niveau de confiance | © (2.6) 


Si rien n'est précisé, le résultat d’une mesure est a donner avec un 
niveau de confiance de 95%, ce qui correspond à un bon niveau de 
confiance. 


On définit aussi l'incertitude relative par àz exprimé en %. Plus elle 
est petite, plus la mesure est précise. 


Expérience 


Finalement, la durée correspondant à 2,5 périodes d'oscillations du pen- 
dule simple peut s'écrire 


t=3,46+0,165S niveau de confiance : 95% 


ce qui signifie que la période des oscillations vaut 


T=1,38+0,065 niveau de confiance : 95% 


L'incertitude est donc de 4% en valeur relative. 
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pente a 


> LT 


FIG. 2.2 : Propagation des incertitudes 
dans le cas d'une relation affine 


2.3 Propagation des erreurs 


Supposons que l'on mesure n grandeurs différentes x1,2%2,...,x, et 
que l'on calcule, à partir d’une loi physique ou d’une définition, une 
nouvelle grandeur G = f(x,,x2,...,x,). Connaissant les incertitudes 
AT;_1 n associées aux n mesures, il est alors légitime de se deman- 


der quelle est l'incertitude de G suite à la propagation des erreurs 
dans le calcul de G. 


Cas d’une loi affine 


Commençons par un cas simple, celui d'une relation affine à une 
seule variable : 


G=ar+b avec x =x, + Ax 


Dans ce cas, il est facile de voir sur un graphique qu'une incerti- 
tude Ax produit une incertitude AG = |a|Ax de sorte que le calcul 
donne 


G=G,+AG avec . nn © (27) 


G = |JalAx 


Exercice - L'indice de réfraction de l'air à 20°C varie avec la pression selon 
la loi de Gladstone : n = 1 + kP avec k = (27 +1)-10 bar ‘et où P est 
exprimé en bar. Que vaut l'indice de l'air à 20°C et à la pression P = 2 bar? 


Rép. n = 1, 00054 + 0,00002. 


Cas d’une loi puissance 


Supposons maintenant que la grandeur G dépend d'une variable x 
via une loi de puissance : 


G=G;zx" 


et cherchons à estimer l'incertitude de G liée à la propagation de l'in- 
certitude de x. Pour cela nous allons supposer que les incertitudes 
sont petites en valeur relative. Cela signifie qu'entre x et x + Ax, G 
varie si peu qu'on peut approcher la courbe par un segment de coef- 
ficient directeur 

dG _ 

ee nGox 

Si l'on applique Le résultat du paragraphe précédent, on trouve donc 
AG = ja| Az = |nG,x"7!| Az. En divisant par G,, on trouve la règle 
simple suivante. 


L 


AG} _ nee © (2.8) 
Gn æ 


2.3 Propagation des erreurs 


Dans le cas d’une loi de puissance, l'incertitude relative est multipliée 
par la puissance. 


Exemple : volume d’une bille 


On cherche à déterminer le volume d'une bille d'acier de rayon r = 
(2,778 + 0,005) mm. Sachant que le volume d'une sphère s'écrit V — 
4/37 r° on trouve 


A A 
V. = 89,80 mm° et = 0x — AV=0,5 mm 


On écrira donc V = (89,8+ 0,5) mm. 


Méthode générale 


G' ne dépend que d'une variable - En physique, il arrive souvent que 
le calcul d’une grandeur G implique plusieurs variables. Cependant, 
il également assez courant qu'une des variables soit moins précise 
que les autres de sorte que l'on peut considérer les autres variables 
comme des paramètres constants. On peut alors considérer que 


Ax 


G= f(x) avec x=x 


m + 


Dans ce cas, et à condition de G varie peu entre x,, et x, + Ax, on 
écrira 


Il 


_ ÉS nu 160) 
G=G,+AG avec { AG fe) Az Q (29) 


G dépend de n variables - Considérons maintenant le cas général 


G= f(t1,L2.….,2,) AVEC , = zm; + AT; 


= u 


Si Les grandeurs x, sont indépendantes, on utilise la formule sui- 
vante : 


AG = (a, Az;)?+(a,Ax,)?+..+(a,Azx,)? avec a = cel 


dx, .… 


(210) 


Calcul d'une puissance électrique 


Un dipôle électrique est soumis à la tension U = (2,6 + 0,3) V ce qui 
produit un courant d'intensité ? = (0, 8940, 06) A. Calculons la puissance 
électrique P = U.I fournie à ce dipôle. 


Tout d’abord, la valeur numérique de la puissance vaut 
Py = Unlm = 2,6 x 0,89 = 2,314 W 
Ensuite, calculons les dérivées par rapport à U et I: 


0P oP 
a et SI U dP = IdU +U dI 
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On en déduit l'incertitude sur le calcul de G : 


On écrira donc : 


AP = 4/(0,89 x 0,3)? + (2,6 x 0,06)? = 0,31 W 


P=2,3+0,3W 


Cas où Les données sont fournies sans incertitude 


IL arrive fréquemment, notamment dans les sujets de concours, que 
l'on ait à faire un calcul à partir de données dont les incertitudes 
sont absentes. Dans ce cas c'est le nombre de chiffres significatifs qui 
indique la précision. On admet alors que le dernier chiffre significatif 
est connu à +0,5. Par exemple, 


v—=55kmh lt signifie v—(55,0+0,5)kmh”1 


Donc, rigoureusement, pour savoir comment arrondir le résultat d’un 
calcul il faut faire une estimation de l'incertitude liée au calcul. Cepen- 
dant, si l'on veut s'épargner ce calcul fastidieux, on peut appliquer la 
méthode simplifiée suivante. 


Règles de calcul 


> Cas d’une somme : c'est la donnée qui présente le moins de 


décimales qui impose son nombre de décimales au résultat. 


> Cas d’un produit ou d’un quotient : la donnée qui présente 


le plus faible nombre de chiffres significatifs impose son 
nombre de chiffres significatif au résultat. 


> Cas d’une fonction f(x) : le résultat est arrondi avec le même 


nombre de chiffres significatifs que x. 


Exemples 


» 25,2cm + 8,3mm — (25,2 + 0,83)cm — 26,0 cm. Le résultat doit 


être arrondi au dixième de centimêtre. Attention à ne pas oublier 
d'écrire les grandeurs avec la même unité! 


= . En effet, la somme 0,9 + 0,300 vaut 1,2 (arrondi 
09+0,300 — 0:90 Ce 2 


au dixième) et possède deux chiffres significatifs. Le résultat doit 
présenter deux chiffres significatifs. 
4,1 15 — 
SR nn 
0,069 
est arrondi à l'unité près et ne présente donc qu'un seul chiffre 


significatif. 


VALIDER UN MODELE 


«En sciences il n’y a pas de résultats irréfutables, il n’y a que des 
résultats réfutés. » 


La modélisation présente deux fonctions principales : expliquer et 
prévoir. Cependant toute modélisation repose sur des hypothèses 
qu'il s'agit de valider. Nous proposons une illustration de l'opération 
de modélisation et de sa validation scientifique à partir de l'expé- 
rience réalisée dans le chapitre précédent sur les oscillations d'un 
pendule simple. 


Version en ligne 


https: 
//femto-physique.fr/omp/valider-un-modele.php 


31 Modélisation 


Modéliser c'est simplifier 


Tout d'abord, insistons sur les points suivants. 


1. Toute modélisation repose sur des approximations dés le dé- 
part. 

2. Ces approximations peuvent concerner le cadre de l'étude. Le 
fait d'utiliser Le cadre de la mécanique newtonienne pour traiter 
un problème et non la relativité restreinte en est un exemple. 

3. Elles peuvent concerner les phénomènes mis en jeu. Négliger 
la rotation de la Terre dans l'étude de la chute libre en est une 
illustration. 


Bien entendu les approximations ne sont pas faites au hasard. En gé- 


néral, des considérations expérimentales et/ou théoriques permettent 


de justifier ces approximations. 


Une fois Les hypothèses posées, Le physicien cherche à déterminer un 
modèle (mathématique/numérique) afin de faire des prévisions sur 
le phénomène. Différentes méthodes s'offrent à lui suivant le point 
de vue adopté mais dans tous les cas, il est important de comprendre 
que toute modélisation produit une erreur: c'est Le biais théorique. 


Exemple du mouvement d’un pendule simple 


Poursuivons notre étude du mouvement d'un pendule simple en pro- 
posant un modèle théorique qui permet d'accéder à l'expression de 
la période T des oscillations en fonction des caractéristiques du pen- 
dule. Par la suite, ce modèle sera soumis à l'épreuve des faits. 
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Cadre théorique - Plaçons nous dans le cadre de la mécanique clas- 
sique puisqu'il s'agit de décrire le mouvement d'un corps macrosco- 
pique animé d'une vitesse faible devant celle de la lumière. 


Les hypothèses - Simplifions! Considérons un pendule simple formé 
d'une bille quasi-ponctuelle de masse m, attachée à un fil inexten- 
sible de masse négligeable et de longueur £. Le fil, quant à lui, est 
fixé en un point O. Écartons le pendule de sa position d'équilibre 
puis lâchons le. La masse descend et acquiert une énergie cinétique 
qui la fait remonter. Il est assez clair que l'action du fil et la pesan- 
teur jouent un rôle prépondérant. Cependant, le pendule est soumis 
à d’autres types d'action. On pourrait citer les frottements de l'air, les 
effets de la rotation terrestre, les effets électromagnétiques dus au 
champ magnétique terrestre etc. Négligeons donc ces phénomènes 
en première hypothèse et nous verrons bien si la précision des me- 
sures permet de réfuter ce modèle. On considère donc un pendule 
simple soumis uniquement au champ de pesanteur dans un référen- 
tiel terrestre galiléen. 


Détermination de l'équation du mouvement - Établissons l'équation 
du mouvement en projetant les forces et en utilisant la seconde loi 

: de Newton F = ma. La masse est soumise à la pesanteur P = mÿ 
[F ainsi qu’à la tension F du fil. Exprimons ces vecteurs dans la base 


cartésienne : 
(., ) É ( :) 
mg Le 


D'après les relations de Thales on a 


mg Fe LT à ul y 
F { F { 


FIG. 31 : Bilan des forces 
où F désigne l'intensité de la tension du fil. Projetons la seconde loi 
de newton suivant les axes Ox et Oy: 


. F 
mÿ = —mg+EF, = —mg— 7? 
F 
MÉ — 0O+F, — 


Par ailleurs, supposons l'angle d'oscillation suffisamment petit de 
sorte que cos = 1. En pratique, cela correspond à des angles in- 
férieurs à 10° si La précision recherchée est de l'ordre de 1%. Cela 
implique 

y = —Lcosû = —4 d'où ÿ 0 


Les équations du mouvement aboutissent à 


F = mg 


mg 


n ba 


mÈ 


Finalement, le mouvement horizontal est décrit par l'équation 


+90 (31) 


Cette équation à pour inconnue une fonction : elle relie une fonction 
à ses dérivées. Ici l'ordre maximum des dérivées vaut 2; on dit qu'il 
s'agit d'une équation différentielle d'ordre 2. Par ailleurs, on a des 
contraintes imposées par les conditions initiales 


x(t=0) =x et #(t—=0)=0 


Le nombre de conditions initiales doit toujours être égal à l'ordre 
de l'équation différentielle (ici 2). IL existe des méthodes analytiques 
et/ou numériques pour résoudre ce type d'équation différentielle. Ici, 
on va se servir de notre intuition pour trouver le résultat sachant 
que la solution est unique. Autrement dit, si l'on trouve une solution 
alors c'est la solution. Compte tenu des oscillations observées, il est 
légitime de proposer une solution de la forme x(t) = a cos(bt) avec a 
et b des paramètres à déterminer. En premier lieu, la condition initiale 
x(0) = x, impose a = x,,. Il nous reste à déterminer b. Pour cela, 
remplaçons la fonction proposée dans l'équation (31) : si la forme 
proposée est la bonne, on devrait trouver l'unique valeur de b qui 
convient. 


d? . 

qe (ro COS bt) + F0 cosbt=0 d'où x,cos(bt) 8 + s| = 0 
équation qui n'est vérifiée que si b — ./g/£. l'unique solution de 
notre équation est donc 


a(t) = 9 COS 5 


IL nous reste à déterminer la période T des oscillations. Le pendule 
passe à la verticale quand x(t) = 0 soit 


cos 4/44 = 0 — Ste =/2+ kr 


Par conséquent, la période des oscillations vaut 


Fit) 2m ft (32) 


Analyse du résultat - Notons que l’on trouve une relation qui a la 
forme prévue par l'analyse dimensionnelle effectuée au Chapitre 1. 
Elle est donc nécessairement homogène. 


IL est bon, lorsque l'on obtient un résultat théorique, d'en analyser 
le contenu. Ici, La formule (3.2) nous «dit» que la période augmente 
avec £. C'est effectivement ce que l'on observe. Par ailleurs, elle af- 
firme que plus le champ de pesanteur est grand plus la période di- 
minue ce qui semble logique puisque plus le champ de pesanteur 
est grand et plus la bille tombe vite. En revanche, la masse n'inter- 
vient pas dans la formule comme nous l'avions prévu dans l'analyse 
dimensionnelle. Rien d'étonnant si l'on se souvient que la chute libre 
est indépendante de la masse. 


Enfin, n'oublions pas que le modèle est une simplification, ce qui 
signifie que le résultat a un domaine de validité restreint : 
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£lcm] | 700+01 480+01 
Tis] |167+0,03 1,38 + 0,06 


TAB. 31 : Mesure de la période du pen- 
dule simple pour deux longueurs diffé- 
rentes. 


FIG. 3.2 : A et B sont significativement 
différents contrairement à B et C. 


1: Il existe toutefois quelques gran- 
deurs dont on connaît les valeurs 
exactes de par les définitions des uni- 
tés. Par exemple la célérité de la lu- 
mière dans le vide c, Le nombre d’Avo- 
gadro et la constante de Planck ont 
des valeurs exactes dans le nouveau 
Système international d'unités. 


1. la masse ne doit pas être trop grande sinon le fil s’allonge pé- 
riodiquement et £ n’est alors plus constant; 

2. la masse ne doit pas être trop petite sinon celle du fil n’est plus 
négligeable; 

3. la longueur ne doit pas être trop petite sinon la vitesse est 
grande d'où des frottements qui peuvent devenir non négli- 
geables; 

4. l'angle initial doit rester petit. 


3.2 Comparer deux valeurs 


Toute prédiction théorique doit être mise à l'épreuve des faits avant 
d'être validé. Illustrons cette étape sur les oscillations du pendule 
simple dont une modélisation aboutit au résultat théorique 


T=2r : 
g 


et confrontons celui-ci aux mesures que donne une série d'expé- 
riences (cf. TAB. 31). Ici, les deux mesures indépendantes doivent four- 
nir deux valeurs compatibles de g. 


Généralités 


Comparer deux valeurs expérimentales c'est se poser la question sui- 
vante : l'écart entre ces deux valeurs est-il significatif ? En d'autres 
termes, on se demande si l'écart est lié aux erreurs aléatoires de me- 
sure auquel cas l'écart est non significatif. Sinon l'écart est significatif 
et traduit une différence objective. La difficulté réside dans le fait que 


écart significatif écart non significatif 
>< # 


——}] C 
4 B 
A 


DR SPA APR DEPART EPA AP A PP PR RP RP PERTE 


nous ne connaissons pas les valeurs vraies des quantités que l'on 
mesure mais simplement des intervalles de confiance. En pratique, 
considérant qu’un niveau de confiance de 95% est suffisant, on re- 
garde si les deux intervalles de confiance se chevauchent : si oui, il 
n'y a pas de désaccord significatif. 


Par ailleurs, on peut être amené à comparer une valeur expérimentale 
avec une valeur tabulée (intensité de la pesanteur, chaleur latente 
de fusion de l'eau, charge de l’électron, etc.). En général, ces valeurs 
ne sont pas exactes! puisqu'elles sont entachées d'une incertitude. 
Néanmoins, ces valeurs sont beaucoup plus précises que celles ob- 
tenues dans le cadre des Travaux Pratiques, c'est pourquoi on consi- 
dère les valeurs tabulées comme des valeurs exactes. 
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À retenir 


- Deux résultats sont significativement différents si leur marge 
d'erreur à 95% de niveau de confiance ne se recouvrent pas. 

> Un résultat expérimental est différent d'une valeur tabulée 
si cette dernière est située en dehors de la marge d'erreur à 
95%. 


Que faire s’il y a un désaccord significatif ? 


Un désaccord significatif impose d'en chercher l'origine. Cet exercice 
peut s'avérer délicat, comme nous le rappelle la célèbre affaire des 
neutrinos supraluminiques. En général, il faut explorer trois pistes. 


L'erreur de calcul - On n’est jamais à l'abris d'erreur de saisie sur 
la calculatrice où le tableur. De plus, on peut aussi avoir mal 
calculé les incertitudes. 

La présence de biais expérimentaux - IL se peut qu'une erreur sys- 
tématique non détectée soit responsable de ce désaccord. Par 
exemple, un chronomêtre décalibré, un étalonnage mal fait etc. 

Remettre en cause Le modèle - Comme on l'a vu, tout modèle repose 
sur des hypothèses simplificatrices. Il se peut que les effets de 
ces simplifications ne soient pas négligeables compte tenu de 
la précision des mesures. Il faut alors raffiner le modèle pour 
décrire plus fidèlement la réalité. 


Exemple 


Reprenons l'expérience des oscillations d'un pendule simple. On a 
établit un résultat théorique qui montre que la mesure de la période 
du pendule permet de mesurer le champ de pesanteur. Commençons 
donc par calculer les valeurs de g à partir des deux mesures. On a la 
relation . 

g = AS 
ce qui permet d'exprimer l'incertitude Ag à partir des incertitudes 
sur la longueur et la période du pendule simple. 


On a 
ôg Ar? 
ER 
. = dg=472T-2d£— 872 T-SdT 
0g  8r°L 
OT T3 


de sorte que l'incertitude sur g vaut 


Ag = (472 T-2AL)2 + (8r2£T-3AT)? 


Consignons nos résultats dans La TAB. 3.2. 


Quant aux tables, elle donnent le champ de pesanteur à Rennes : 
gb = 9,81 m.s 2. Nos mesures sont donc non seulement compa- 
tibles entre elles, mais également avec la valeur tabulée. 


TAB. 3.2 : Résultats expérimentaux. 


£ [cm] 70,0 + 0,1 48,0 + 0,1 
T [s] 1,67 +0,03 1,38 + 0,06 
g [m.s-2] 9,9 + 0,4 10,0 + 0,9 


11 


10 d + valeur tabulée 


9,9 +0,4 10,0+0,9 


FIG. 3.3 : Représentation graphique des 
résultats. 
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TX 


> 


FIG. 3.4 : Ajustement d'une courbe mo- 
dèle à un nuage de points expérimen- 


taux. 


3.3 Valider une loi 


Décrivons la démarche habituellement employée pour valider une loi 
à partir de données expérimentales. 


Régression par la méthode des moindres carrés 


Supposons que l'on cherche à vérifier une loi du type y = f(x) pré- 
vue par un modèle théorique à partir de n mesures (y,,x;). Tester la 
validité de la loi y = f(x) c'est répondre à deux questions : 


1. Si l'on suppose la loi valide, quelle est la courbe d'ajustement 
(courbe de régression) qui s'ajuste au plus près des données 
expérimentales ? 

2. Une fois l'ajustement effectué, peut-on dire si Les écarts entre la 
courbe de régression et les points sont significatifs ? S'ils sont 
imputables aux erreurs de mesure, alors rien ne permet de ré- 
futer la loi. En revanche, si Le désaccord est significatif, il faut 
en chercher l'origine (problème de calcul, biais expérimental, 
hypothèses du modèle à réfuter, etc). 


On commence donc par collecter un ensemble de n mesures (x;,y;) 
avec à = 1,..,n puis l'on porte les valeurs y, en fonction de x,. On 
obtient alors un nuage de points. Si on a accès aux incertitudes de 
mesures, on ajoute alors les barres d'erreur. 


IL faut ensuite choisir un modèle d'ajustement y = f.(x) qui va dé- 
pendre d'un petit jeu de paramètres a, à déterminer de façon à s'ajus- 
ter Le mieux possible aux données. Insistons sur un point : Le choix 
du modèle est dicté par la loi théorique que l'on cherche à vérifier. 


Exemple 


On cherche à vérifier la loi du pendule simple T = 2r4/4/g. On collecte 
donc des mesures de la période pour différentes valeurs de £. 


> Si l'on porte y = T en fonction de x = £ on s'attend à trouver une 
loi du type 
y=avxz modèle racine carré 


> On peut aussi porter y = T en fonction de x = V£. On s'attend à 
trouver une loi du type 


U= Ce modèle linéaire 


Lorsque - comme c'est Le cas dans les exemples précédents - La fonc- 
tion à ajuster f,(x) est de la forme 


f(x) = à f(x) + a f(x) + … 
On dit alors que l'on fait une régression linéaire. 


Comment trouver les paramètres d'ajustement? - Cette étape est en 
général effectuée automatiquement par le logiciel de traitement des 
données (Regressi, Igor, Plot.Ly,etc.) et repose sur la méthode 
des moindres carrés (least squares fitting en anglais). Cela consiste 
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à rechercher la valeur des paramètres qui minimise la somme des 
écarts quadratiques entre les mesures y, et les valeurs attendues 
f,(x,). Si les incertitudes sont fournies, on pondère les écarts de fa- 
çon à ce que les points les plus précis aient plus d'importance dans 
la somme à minimiser. On définit alors 


(ui — fa(x:)) 
> Ay 


2 


x” (a;) L 


Cette somme dépend des paramètres a. Le logiciel calcule Les valeurs 
des paramètres qui rend x? minimum. Une fois ces paramètres calcu- 
lés, on peut tracer la courbe modèle et vérifier si elle passe par les 
barres d'erreur. 


Utilisation de Regressi 


Ilustrons le principe de la régression avec notre expérience sur Les os- 
cillations du pendule simple. Cherchons à vérifier la loi T = 2x,/£/g 
à l'aide du logiciel Regressi. 


Une fois le logiciel Regressi lancé, commençons par modifier Les op- 
tions. Notamment, précisons que les incertitudes sont calculés avec 
les variances puis que l'on utilise la méthode du x? pour l'ajustement. 
Quant aux graphiques, décidons d'afficher les barres d'erreur avec un 
niveau de confiance de 95%. 


CCE > 


Calcul | Affichage | Fichiers, répertoires | 
Imprimante | Acquisition | Préférences Graphique 


CEE x 
Imprimante | Acquisition | Préférences | Graphique | 
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FN Calcul avecprise en compte des préfixes d'unité 


PF Tracé de grille par défaut 


FN Ajustage automatique des modèles prédéfinis 


Ordre du lissage des courbes 5 M Radian traduit en r/n 


Taille des points par défaut F = Axes passant parzéra 


Epaisseur des traits F F PO | 


PF Grandeur enitalique 


D Ajustage automatique des modèles linéaires 

MF Méthode des ellipses Gé) 

FN Angle en degré 
D Algorithme de Levenbere-Marquardt 


Ordre de lissage par défaut 2 a 
« 


Nombre de points utilisés pour le calcul pour la dérivée 


Fr Format de la copie des graphes 


Taille de la police des zones de calcul 
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[10 @ 12 [14 


Fenêtres L'utilis ation des elli re itud x Fenêtres 
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2 e : onnées 5 ous forme d'écart-type 
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FIG. 3.5 : copies d'écran de la boite de dialogue Option. 


Sélectionnons | Fichier > Nouveau > clavier. Le logiciel de- nrée des dors 
mande les noms et facultativement les unités ainsi que les intervalles Fichier Edition Fenée Paces Options Aide 
de variation des grandeurs à saisir. Rentrons T pour la période et L Bi nouveau € Clavier 


pour la longueur. & ouvrir F3 Simulation 
= Enregistrer F2 CR Presse-Papiers 


Une fois les grandeurs définies, un tableau nous est proposé (onglet RÉ  d n 
Variables). Le remplissage du tableau ne pose pas de difficulté par- 
ticulière. Pour saisir Les incertitudes, il suffit de cliquer sur l'icône 
o | Créons la grandeur x = £ en cliquant sur l'icône | Y, | Cochons 


Grandeur calc. puis rentrons la formule x=sqrt(L). 
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FIG. 3.7 : Onglet variables. Le logiciel 
effectue le calcul dans le Système in- 
ternational d'unités si les unités sont 
fournies. Ici, on a indiqué les unités de 
Len cm de sorte que, lors du calcul de 
x, L'est converti en mêtre. 


FIG. 3.8 : Résultat de l'ajustement sous 
Regressi 


Paramètres Variables | Expressions | & MathPlayer | 


Y% X pa] El ? Le 
Trier éjouter Sup.colonne Sup. ligne éjouter page Imprimer Copier Continuité Degré 


ER 
= 


1,670 0,0150 70,00 0,1000 0,8367 


1,380 00300 48,00 01000 0,6928 


Ouvrons la fenêtre graphique en sélectionnant l'onglet Graphe. Pour 
spécifier les variables en abscisse et en ordonnées il suffit de sélec- 
tionner Coordonnées après un clic-droit sur Le graphe. Une boîte de 
dialogue permet alors de régler les coordonnées, l'échelle, le lissage, 
le type de tracé etc. Pour afficher les barres d'erreur, choisir Incer- 
titudes dans l'option d'affichage des points. On porte T en fonction 
de x. 


On cherche à tester la loi y = ax. Pour cela, ouvrons l'espace dédié 
aux ajustements en cliquant sur modélisation | modèles puis 
choisissons un modèle linéaire. Terminons en cliquant sur Ajuster: 
le logiciel recherche le meilleur ajustement en fonction des données. 
Comme l'indique la figure 3.8, La droite d'ajustement passe à travers 
les barres d'erreur. Autrement dit, Les écarts à la loi sont non signifi- 
catifs mais liés aux erreurs de mesure et la loi est validée. 


Œ . & k 


Graphes Animation Copier gr. CB. 
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Résultats de la modélisation 


Ecart expérience-modèle 
0,12 % sur T(x) 


(Chi2/(N-p}=0,0889 
l=2,00 +0,02 


En prime, on accède au coefficient directeur de la droite avec son 
incertitude (à 95% de niveau de confiance) : 


a = 2,00 + 0,02 s.m-1/2 


Or, la théorie prévoit a = 2x/,/g ce qui permet d'obtenir une nouvelle 
valeur de g: 


42 Ag _A 
g=—=9,87ms? et = 2 = 2% 
a 9 


Ainsi, nos mesures valident notre modèle et aboutissent à une déter- 
mination de g: 
g — 9,9 + 0,2 m.s 2? 


OUTILS MATHÉMATIQUES 


CALCUL VECTORIEL EN PHYSIQUE 


En physique de nombreuses grandeurs peuvent être décrites par un 
scalaire, c'est-à-dire un nombre réel. On peut penser à la température 
indiquée par un thermomètre, la pression d’un gaz, la masse de Jupi- 
ter ou la charge de l'électron, etc. Cependant, d'autres grandeurs -on 
peut penser à la vitesse du vent, au champ de gravitation terrestre 
ou au courant électrique- présentent non seulement une valeur mais 
aussi une direction et un sens. On utilise alors le concept de vecteur 
pour les modéliser. 


Version en ligne 


https://femto-physique.fr/omp/calcul_vectoriel.php 


41 Grandeurs vectorielles 
Définition 


Une grandeur vectorielle, que nous noterons À, est caractérisée de 
manière unique par: 


> une norme positive, notée |A|; 
> une direction; 
> un sens. 


On le représente par un segment orienté (une flèche) dont la lon- 
gueur est proportionnelle à |A]. En physique, la norme représente 
la valeur de la grandeur!. Par exemple, La norme d'un vecteur force 
est son intensité en newton, celle du vecteur vitesse est sa valeur 
en mêtre par seconde, celle d'un vecteur déplacement s'exprime en 
mètre, etc. 


Un vecteur de norme nulle, ne présente ni sens ni direction. On l'ap- 
pelle vecteur nulle et Le note O. 


Deux vecteurs sont égaux lorsqu'ils ont même direction, même sens 
et même norme. Autrement dit on est libre de déplacer un vecteur 
tant qu'on ne change ni son orientation ni sa norme. 


Propriétés 


La somme de deux vecteurs À et B est un vecteur (notons le C). Il 
s'obtient en mettant bout à bout Les flèches associées à À'et B, puis 
en joignant les extrémités. Insistons sur le fait qu'en physique on ne 
peut sommer que deux grandeurs vectorielles de même dimension : 
ajouter un vecteur force et un vecteur vitesse n'a strictement aucun 
sens. 
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FIG. 41 : Représentation d'une gran- 
deur vectorielle. 


1 : C'est pourquoi, en physique la 
norme est souvent notée À. 


AT 
AT 


FIG. 4.2 : Deux vecteurs identiques. 
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FIG. 4.3 : Somme de deux vecteurs. 


On peut vérifier géométriquement que l'addition vectorielle est asso- 
ciative, commutative, et admet un élément neutre et un opposé : 


(A+B)+C=A+(B+C)  (associativité) 
A+B=B+A  (commutativité) 
A+60=A  (élémentneutre) 
A+(—A)=0 (opposé) 


ILest assez évident également qu'en général | A+ B] £ | A] + |B1. 


Si À est un réel et À un vecteur, alors À À est un vecteur colinéaire à 


. _. ee À: leur droite support sont parallèles. Si À > 0, XA présente le même 
7 sens que À, si À < 0, À À est de sens opposé. Concernant les normes 
FiG. 44 : Multiplication par une On a la relation suivante: 
constante. _, e 

IA AÏ = JAÏÏA] 


Base vectorielle 


Généralités - On dit que deux vecteurs (u; , u>) forment une base 3 
du plan, si tout vecteur du plan peut s'exprimer comme une combi- 
naison linéaire de ces vecteurs de base : 


À = Au + Au = (4) 
2 


_. A, et A, désignent les composantes du vecteur À dans la base Z. 


’ A 
; Zu Dans l'exemple de la FIG. 4.5, on peut écrire Le résultat ainsi : 
— . 3 0 3 
G A-sm+m-(i)+(;)-() 
ui 3ur 


; —_—. Autrement dit, les composantes s'ajoutent. Cette propriété se généra- 
FIG. 4.5 : Décomposition d'un vecteur 


dans une base. lise : 
: wu A; + B; ru + A + B 
A+B— L L 
soient À (1) Ét F: — de é LB 


Base cartésienne — Il s'agit d'une base orthonormée : les vecteurs de 
base ont pour norme 1 et sont perpendiculaires entre eux. Dans un 
espace à deux dimensions, la base cartésienne est formée de deux 
vecteurs : 


(Guy) avec ful=ful=1 et w lu, 


FIG. 4.6 : Base cartésienne. 


Dans le plan, il est aisé d'exprimer les composantes cartésiennes d’un 
vecteur en fonction de sa norme et de l'angle que forme le vecteur 
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on. — A, = ACOS « 
avec un des axes cartésiens : À — ( & 


À, = AsSina 


Repère d'espace - Un repère d'espace est constitué d'un point O, e 
appelé origine, et d'une base de deux vecteurs (uj , w>) si on se 
place dans le plan euclidien, ou de trois vecteurs (uj , u3, u3) dans 
l'espace euclidien à trois dimensions. Les coordonnées (x ; y ; 2) 
d'un point P dans un repère tridimensionnel sont les composantes 1}, 
du vecteur OP : 


Pa(to ; Ya; 29) 


OP=ru +yu; +20 


Le ; : Pix; Vi: 21) 
Considérons deux points, P, et P,, de coordonnées (x, ; y, ; z,) et 


(to : Yo : 22). Le vecteur P,P, s'écrit 


Lo — Li 
P,P, = P,0 + OP, = OP, — OP, = Yo — Yi CE 
Z2 — 21 


FIG. 4.7 : Exemple de repère cartésien. 


Exemple 1 - Détermination de l'équation d'une droite 


Considérons A(-1; -2) un point du plan muni d'un repère cartésien et un 
vecteur ü = A Cherchons l'équation de la droite 2 parallèle à ü et 


passant par A. Pour cela, appelons M(x ; y) un point quelconque situé 
sur la droite. Par hypothèse, Le vecteur AM est colinéaire à ä. On a donc 
AM = À à où À est un réel quelconque. On a 


— æ+1 2À 
AM = et Aù 
Ga) « 23) 
Deux vecteurs sont égaux si, et seulement si, leurs composantes sont 
égales. Aussi peut-on écrire deux relations scalaires : 


æ+l=21 et y+2—3À 
FIG. 4.8 : Droite parallèle à une direc- 
En faisant le rapport des deux équations afin d'éliminer X, on obtient la tion et contenant le point A. 
relation recherchée : 


2 È 3 1 
= Soit y= x 
3 2 2) 


Généralisation - Ces notions se généralisent à tout espace vecto- 
riel de dimension n. Dans un tel espace on peut toujours trouver n 
vecteurs indépendants? d-(1,.,n) t Chaque vecteur peut s'exprimer 2: Aucun de ces vecteurs ne peut s'ex- 


comme une combinaison linéaire de ces n vecteurs de base : primer en fonction des autres. On dit 
qu'ils forment une famille libre. 


Équation vectorielle 


Il arrive souvent en physique que l'on doive résoudre une équation 
vectorielle du type À + B = Ô. Le plus simple consiste souvent à 
exprimer ces deux vecteurs dans une base arbitraire puis à écrire 
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FIG. 4.9 : Trois masses en équilibre. 


FIG. 410 : Corps soumis à une action. 


3 


l'égalité pour chaque composante : on dit que l'on projette la relation 
vectorielle sur les différents axes : 


A, B, A,+B, 0 
A|A4,|+B|B|-=0 — A>+B; = 0 
4 B; A3+B3 = 0 


Exemple 2 - Équilibre de trois masses 


Trois masses sont mises en équilibre à l'aide du dispositif ci-contre. D'après 
les lois de la mécanique, la résultante des forces de tension est nulle, d'où 
l'équation vectorielle 
De PT 0 
On suppose que chaque tension est proportionnelle à la masse de sus- 
pension : 
T=am ; T,=am et T;,=am 


et l'on cherche la relation entre l'angle 9 et les masses m et m’. 


Les trois forces étant coplanaires, représentons-les dans un repère carté- 


sien (0; a, , mi) puis déterminons leurs composantes : 


T T, sin 0/2 
2 UT, cos 4/2 


—— 0 
Te ee 


La condition d'équilibre mécanique se traduit par un système de deux 
équations 


T ee sin _ 


IUT, cos0/2 


: @ 0 
m' sin = +m’sin = 0 ; 0 m 
soit Cos = 


2m’ 


m’cos > Fm cos > m —= 0 


On notera que si m > 2m’, l'équilibre est impossible, car la valeur d'un 
cosinus ne peut pas dépasser un : la masse m chute alors verticalement. 


Vecteur lié 


En physique, certaines grandeurs ont les attributs d'un vecteur (une 
norme, une direction et un sens) tout en présentant une caractéris- 
tique supplémentaire : un point d'application. C'est le cas de la force, 
objet fondamental de la mécanique. Par exemple, sur la FIG. 410, sui- 
vant que la force s'exerce en A ou en B, Les conséquences sont diffé- 
rentes. De ce point de vue, les actions F'et F” sont différentes, bien 
que ces deux vecteurs soient identiques. 


On modélise ce type de grandeur à l'aide du concept de vecteur lié, 
ou pointeur. Un vecteur lié est un couple formé par un vecteur v et 
un point À; on le note (A, ü). 
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4.2 Produit scalaire 


Définition et propriétés 


Le produit scalaire de deux vecteurs A'et B, noté A. B, est le nombre 
réel (ou scalaire, d'où son nom) : 


A.B © |A] x |B] x cos(8) © (41) 


où 8 est l'angle formé par les deux vecteurs. Notez qu'il n'est pas 


nécessaire d'orienter les angles pour calculer un produit scalaire. FIG. 411 : Angle formé par deux vec- 


teurs. 

Le produit scalaire est positif quand l'angle est aigüe, négatif quand 
ilest obtus. 
Propriétés - 

+ Le produit scalaire est commutatif : B. A = 4.B. 

> Le produit scalaire est distributif: A-(B+C)=A.B+A:.C. 

* le carré scalaire donne Le carré de la norme puisque A4? = |A|2. 

» Si À L B, alors AB =0; 


Exercice — À quelle condition a-t-on |A + B| = |A] + |21? 
Rép. si À et B sont de même direction et de même sens. 


Dans une base cartésienne, Le produit scalaire s'exprime simplement 
en fonction des composantes. En effet, 


— — 


A-B 


AA ns Euh) 

2 ——2 a —— + 
= A,B,.u +ABu, +A Bu; u,+A,B,Uu,-u 
soit, puisque fu] = fu,| = 1etu;-u, = 0, 

— + A B 
78-(4).(5)-4n+a8, 


D, 


Cette propriétés se généralise dans un repère cartésien à trois dimen- 
SION : 


Le P. 
A-B=|A,|.|B,|-A,B,+A,B,+A.B. |© (42) 
a B, 


En conséquence, la norme |A] d'un vecteur exprimé dans une base 
orthonormée est donnée par la relation 


DO D 2 2 2 : — 2 2 2 On peut retrouver ce résultat à l’aide 
1AÏ* = À° = À, FA, +A," soit |A]=— VA. TE À, A © du Théorème de Pythagore. 


(4.3) 
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Applications 


Le produit scalaire fait parti des outils indispensables en physique. Il 
permet de calculer un angle, une norme, ou une composante suivant 
un axe. Illustrons par quelques exemples. 


Exemple 3 - Calcul d’un angle 


Reprenons le problème de mécanique de l'exemple 2. On peut calculer 
l'angle 8 directement à l'aide d'un produit scalaire. En effet, on a 


D = An 


Mais puisque T, + T, + T, = Ü, on à également 


TT = Ti. (—T Ts) = T° —TIT, cos(r — 6/2) 


@ @ Comme T, = T, = am’ et T, = am, on en déduit la relation 
m’ m' 

; ne m'? cos 0 = —m/? + mm cos * 
FIG. 412 : Trois masses en équilibre. = 2 


À l'aide de l'identité trigonométrique cos 9 = 2 cos? £ — 1, on retrouve le 


résultat cos ML 
2 9m’ 


On peut aussi calculer la norme d’un vecteur en prenant son carré 
scalaire. 


Exemple 4 - Vitesse d’un avion par rapport au sol 


Supposons que les instruments de bord d’un avion A indique une vitesse 
de 500 km/h dans la direction Est, et que le vent souffle à une vitesse de 
- 60 km/h dans la direction Nord-Ouest. Comment calculer la vitesse de 
Vair/sol l'avion par rapport au sol? La vitesse au sol s'obtient à l'aide de la loi de 
composition des vitesses : 


Nord 


Ouest 


Vajair — 500km.h | 


Vaso! 7 Dajair SP Vair/sol avec { m = 60kmh" 


air/sol 


Sud 
FIG. 413 : Composition des vitesses. 


La vitesse de l'avion par rapport au sol a pour valeur 


Va/sol —  V Va/sol * VA/sol 


2 2 _ = 
UK air <F Vair/sot T 20 air * Vair/sol 


2 2 
Vaso Var Ar Vair/sot 2h air Vair/sot cos a 


avec a = 3x/4. Numériquement, on trouve vs = 460 km.h"1. 


Enfin, le produit scalaire permet d'obtenir la projection orthogonale 
d'un vecteur suivant un axe orienté. En effet, imaginons que l'on sou- 
haite projeter le vecteur À sur un axe orienté par Le vecteur B. On 
peut toujours écrire 

où À, est colinéaire à B et À, orthogonal à B. Notons à le vecteur 
unitaire orienté suivant B et posons À, — Àü. Le réel À représente 
FIG. 4:14 : Projection. la projection de A sur B. On l'obtient en calculant le produit scalaire 


de Aetü: 


Exemple 5 - Expression de la base polaire dans la bas cartésienne 


Considérons la base polaire (M; a! , &). Exprimons les deux vecteurs 


TD 


polaires dans la base cartésienne. 


Commençons paru; : u, = À, u, + À, ü avec À, la projection de «; sur 
l'axe (Or), et À, la projection de z;: sur l'axe (0y). On a donc 


a  — — 0 - 
À = 0 00 = COST. EE À == 005 (5 o) sin 4 


Ainsi a; = cos() u; + sin(0)u,. 


Pour &, on peut procéder de la même manière; on peut aussi remarquer 
que Le vecteur à; est l'image de a; par une rotation dans le sens direct 
d'un angle égal à x/2. Autrement dit, 


M = 2;(6+x/2) = cos (0 5) a+sin (0 + 5) üy = — sin(8) a;+co5(8) a; 


4.3 Produit vectoriel 


Définition et propriétés 


Le produit vectoriel des vecteurs À'et B, noté À A B, est un vecteur 
aux caractéristiques suivantes : 


* Sa direction est perpendiculaire au plan formé par A'et B: 

> Sons sens est donné par la rêgle des trois doigts de la main 
droite; 

> Sa norme vaut |A A B| = |A] x |B] x |sin(@)} où 8 est l'angle 
formé par À et B. 


Propriétés - Le produit vectoriel est un produit distributif, anticom- 
mutatif : 


A\B=-(BAA) 
(X4)AB=)X(AAB)=AA(\B); 
AA(B+C\=AAB+AAC (distributivité): 
Si A'et B sont colinéaires, À A B = 0 


YNNY 


Expression analytique du produit vectoriel - En physique on travaille 
souvent avec des bases orthonormées directes construites à partir de 
deux vecteurs unitaires orthogonaux : 


(us ; U2; U3 = U À U) 
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FIG. 415 : Base polaire. 


FIG. 416 : Règle de la main droite. 
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FIG. 417 : Interprétation géométrique 
du produit vectoriel. 


C'est Le cas des bases cartésienne, cylindrique et sphérique. Dans une 
telle base, il est facile de vérifier que 


WU =Uz U/U3=U et Us AU = (4.4) 
Ces propriétés permettent d'exprimer simplement les composantes 
de À A B à partir de celles de À et B. 
Expression du produit vectoriel 


Le produit vectoriel de deux vecteurs exprimés dans la même base 
orthonormée directe s'écrit 


A; B; AB; a A3B; 
4 NP NOV er 
A3 B; AB A AB: 


Démonstration 


SoitA=3".Awep- De B,ü;. Le produit vectoriel À A B s'écrit 


3 3 
Œ À; =) A (5 B; =) = À, Bu; /u;+A,B,u Au + À, Bu: Aus 
I j=1 


+ ABiuz AU; + A2Bous À Up + Ap Bu À U3 
+ A3Biuz A ui + A3 Bouz À y + A3B3üz À Uz 


Utilisons ü; À à; = 0, ainsi que la propriété d'anticommutativité : 


AAB= A, Bu Au — À, Bus Au, — À, Bu, Au; + A, Bus A Us 
+ A3 Biuz À ur — A3Bouz À U3 


En utilisant Les relations (44) on aboutit à 
AAB= AB, üuz — A B;u — AB; u; +A,B;u; + A3B;u; — A;Bou 


= (4B3 = A3B:) U Se (43B; = A;B;) U cu (AB; tu A,B;) U3 


Interprétation géométrique - la norme du produit vectoriel de deux 
vecteurs À et B représente l'aire du parallélogramme formé par ces 
deux vecteurs. En effet 


IA'A B] = [Ai x |Blsin0=|B| xh (base x hauteur) 


En divisant par 2 ce résultat on obtient l'aire du triangle formé par 
les deux vecteurs À et B. 


Produit mixte 


Le produit mixte de 3 vecteurs À, B et C'est le nombre réel, noté 
[A, B,C] qui vaut: 


+ 


(A,B,Cj=A.(BAC) |© (45) 
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Propriétés - 


+ Si À, B et C' sont trois vecteur coplanaires, alors [A, B, C] = 0. 
En effet, dans ce cas, À est une combinaison linéaire de Bet C, 
et par conséquent est parallèle à tout plan généré par B et C. 
Comme BA C'est orthogonal à ce plan, le produit scalaire entre 
A'et BA C'est nécessairement nul. 

> Le produit mixte est invariant vis à vis de toute permutation 
circulaire des trois vecteurs : 


LA, B,C] = [B,C; À] = [C, A B] 


» Le produit mixte change de signe lorsque l'on permute deux 
vecteurs : 


[4 B,Ci = -(B, A Ci = (B,C; À] 


Base directe ou indirecte - Une base est orthonormée directe lorsque 
les trois vecteurs unitaires forment un trièdre orthogonal et qu'ils 
respectent la rêgle de la main droite : autrement dit, u3 = uj À ü. 
Pour une base orthonormée indirecte on aura u3 = —uj Au. Le signe 
du produit mixte permet de savoir si la base est directe. En effet, on 
vérifie aisément que : 


PAT si base orthonormée directe 
Uj, Ua, Us] — 


—1 sibase orthonormée indirecte 


Relation avec Le déterminant - Soient 3 vecteurs À, B et C, exprimés 
dans une base orthonormée directe. Le produit mixte représente le 
déterminant de la matrice formée par les trois vecteurs colonnes. En 


effet 
: AN [/B\ AN ad -h0 
AGn1o=|4l||8lalcll- {4120-20 |- 
47 [&,/ \c A) (BG - BC 
À; B; C 
A GA CHA Sl=4 & 
3 3 3 3 2 2 À. B: C, 


de coordonnées (a ; 0; 0),(0; b: 0)et (0; 0; c). 


Exercice - Donner l'équation cartésienne du plan qui passe par Les points 
Rép. ?+H+2=1 


Interprétation géométrique - Le produit mixte représente le volume 
du parallélépipède formé à partir d'un trièdre direct. En effet, Le vo- 
lume d’un parallélépipède formé à partir de trois vecteurs À, B et C' 
orienté selon la règle de la main droite vaut 


V = base x hauteur = | AA B| x |C| cos 8 = (AA B).C'=[A,B,C| 


FIG. 418 : Interprétation géométrique 
du produit mixte. 
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Vecteurs polaires - Vecteurs axiaux 


En physique certaines grandeurs vectorielles dépendent de l'orienta- 
tion de l'espace. On décide d'appeler : 


* vecteur polaire toute grandeur vectorielle indépendante de l'orien- 
tation de l'espace; 

> vecteur axial, ou pseudovecteur, toute grandeur vectorielle qui 
dépend de l'orientation de l'espace; 


Cette distinction revêt une importance en physique, car deux gran- 
deurs vectorielles que l'on ajoute, en plus d'être de même dimension, 
doivent avoir Le même caractère polaire ou axial. 


Pour distinguer ces vecteurs il suffit de se demander comment se 
transforme un vecteur après une opération de symétrie par rapport 
à un plan: 


> Si le vecteur se transforme comme dans un miroir, il est polaire; 
» Sinon, il est axial. 


Pour illustrer notre propos, imaginons un vecteur géométrique v for- 
mé par le bipoint (AB). Transformons l'espace par une «opération 
miroir ». L'espace orienté à droite se transforme en un espace orien- 
té à gauche. À et B se transforme en A’ et B. Ces derniers ayant les 
mêmes coordonnées dans la base image (u,” ; u” ; u_’), le vecteurs 
v’ aura aussi les mêmes coordonnées dans la base image. En d'autres 
termes, comme on peut Le voir sur la FIG. 419, ÿ se transforme comme 
dans un miroir : il s'agit d'un vecteur polaire. 


v, 


Espace orienté à droite Espace orienté à gauche 


FIG. 419 : Transformation d'un vecteur 
polaire. 


Tous les vecteurs géométriques construits sur des bipoints sont po- 

laires. Tel est le cas du vecteur déplacement (MM) rencontré en 

mécanique, et par conséquent des vecteurs vitesse et accélération 

puisque la durée est indépendante de l'orientation de l'espace. En 

_. vertu du principe fondamental de la dynamique (f = mä), il découle 

a que Le vecteur force est un vecteur polaire, comme Le champ de gra- 
tion de l'espace. vitation (f = mg) et le champ électrique (f = 4E). 


Imaginons maintenant deux vecteurs polaires à et w qui se trans- 
forment donc comme dans un miroir lorsque l'on change l'orienta- 
tion de l'espace. Que peut-on dire du vecteur à A w? On constate sur 
la FIG. 4.20 que ce dernier ne se transforme pas comme dans un mi- 
roir mais présente une orientation opposée à celle attendue. Il s'agit 
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v A À 
w w” 
» v’ 
Lo 
v'Aw’ 
Espace orienté à droite Espace orienté à gauche FIG. 4.20 : Transformation d'un produit 
vectoriel de deux vecteurs polaires. 


d'un vecteur axial. On peut aisément vérifier que 


polaire À polaire = axial 
polaire A axial — polaire 
axial A axial — axial 


3: Mo=0MAF 
' 3 inétioue* : _— 
Le moment d'une force ”, le moment cinétique”, le champ Magné- 4: co = OMAmT 
tique* sont des exemples de grandeurs physiques axiales. 5 : La force électromagnétique s'écrit 
f=qE+qAB 


& 


Exercice - Sur Terre, le mouvement des masses nuageuses s'explique par 
l'action de la force de Coriolis donnée par la formule 


Fcoriotis = —2mQ A d 


où m est la masse d'une portion d'atmosphère, ü sa vitesse et ( Le vecteur 
rotation de La Terre. Le vecteur rotation est-il polaire ou axial ? 
Rép. Axial. 


LES CONIQUES 


Version en ligne 


https://femto-physique.fr/omp/coniques.php 
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Par définition, Les coniques sont Les sections d'un cône de révolution 
par un plan ne passant pas par son sommet. Il existe trois formes 
différentes : l'ellipse, la parabole et l'hyperbole. Une conique possède 
au moins un foyer F et un axe de symétrie passant par F l'équation 
polaire d'une conique avec origine au foyer s'écrit : 


0 
0 


IV V 


. P P 
do ecos(ÿ—0)+1 io { e 


p est appelé paramètre et e excentricité de la conique. Étant donné 
que la transformation 4 — 4, H 4, — 0 laisse invariante la conique, 
celle-ci présente donc toujours un axe de symétrie, ici l'axe 4 = 64. 
Par commodité, nous prendrons l'axe Fr comme axe de symétrie de 
sorte que 4, = 0. 


5.2 L'ellipse 


Propriétés de l’ellipse 


Par définition, l'ellipse est une conique d'excentricité e < 1. Son équa- 
tion polaire s'écrit donc : 


P 
ee 7 < 1 1 
r() TO ES avec p>0 et 0<e< (51) 


On remarque immédiatement que lorsque e = 0, l'ellipse se confond 
avec le cercle de centre F et de rayon p. Dans le cas ou e 0, l'ellipse 
présente les propriétés suivantes. 


1. La courbe est bornée puisque r est fini pour toute valeur de 0. 

2. La fonction r(4) étant 27-périodique, il s'agit donc d'une courbe 
qui se referme après une révolution. 

3. Le point Le plus rapproché de l'origine F est appelé péricentre 
et correspond à 9 = 0. Il se situe à r, =p/(1+e) du foyer. 

4. Le point le plus éloigné de l'origine est appelé apocentre et 
correspond à 4 = 7. Il se situe à la distance r, = p/(1 —e) du 
foyer. 
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FIG. 51 : L'ellipse 
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5. Par définition, la distance 2a qui sépare le péricentre de l'apo- 
centre est le grand-axe de l'ellipse. on a 


2p 


RL 


6. Posons le point C sur l'axe de symétrie à gauche de F de sorte 
que CF = c = ae et définissons F l'image de F par la symétrie 
centrale de centre C. Calculons la distance FM + F'M. 

D'après la relation d’Al-Kashi on a 


FM=r et FM= Vr2+4c2 +4rccos 
Oronac—=eaetr = a(1—e?)/(ecos0 +1) d'où 


4? +4rccosû —= 4e?a? +4reacos0 
— Aa? +4a?(e? —1)- 
an? — 4a?(1 — e?) 


ecosÜ +1 
Ac? +4rccos® — Aa? —4ar 


4a?(1 — e?)e cos 0 
ecos/ +1 


Finalement FM = 72 + 4a2 — 4ar = 2a — r de sorte que l'on 


trouve 
FM + FM = 2a (5.2) 


IL s'agit de la définition bifocale de l’ellipse. 

7. Cette dernière propriété implique une symétrie par rapport aux 
axes (Cy) et (Cr) et donc une symétrie centrale de centre C. Il 
existe donc deux positions de M sur l'axe Cy, séparées de la 
distance 2b appelé petit-axe. Dans ce cas, compte tenu de la 
relation (5.2), on a 


FM = FM = à et FM = V/c2 +2 


Ainsi, petit et grand-axe sont liés à la distance focale c par la 
relation 


a? = b?+0c? (5.3) 


Équation cartésienne 


l'équation cartésienne est relativement simple si l'origine du repère 
est placée au centre de l'ellipse. En effet, écrivons l'équation (51) sous 
la forme r = p—re cos 0 et substituons les coordonnées cartésiennes 
æ=rcosô+cety=rsin4: 


r=p-e(z-c) —= 7? =(x-c)}+y? =p+e(x—c)?—2ep(x—c) 
Développons en plaçant les termes quadratiques à gauche : 
x?2(1— ee?) + y? = p? + e?c? + 2epc — c? + x(2c — 2ce? — 2pe) 


Sachant que p = a(1 — e?) et c = ea, la relation devient 


z2(1—e2)+y? = a2(1—-e2)2+eta?+2a2e2(1—-e?)—e2a2+x (2ea — 2ae° 


2ae(1 


soit, après simplification : 
x?(1 — e2) + y? = a?(1 — e?) (5.4) 


Le terme de droite représente a? — c«? = b? de sorte que l'équation 
cartésienne d'une ellipse de demi-grand axe a et de demi-petit axe 
b s'écrit 


op À (5.5) 


5.3 La parabole 


Propriétés 


Par définition, la parabole est une conique d'excentricité e = 1. Son 
équation polaire avec origine au foyer est donc 


P 
0) = — 5.6 

re 1+cos0 G:6) 
On est toujours en présence de la symétrie d'axe Ox. Le péricentre est 
obtenu lorsque 8 = 0 et se situe à la distance p/2 du foyer, appelée 
distance focale. Par ailleurs, lorsque 4 — +7, la distance FM tend vers 
l'infini. 


Équation cartésienne 


Plaçons l'origine d’un repère cartésien au péricentre! en orientant 
l'axe Ox vers la gauche. Écrivons l'équation polaire (5.6) sous La forme 
r = p—r cos et substituons les coordonnées cartésiennes x = p/2— 
r cos ety=rsinà: 


Après simplification, on trouve que l'équation cartésienne d'une pa- 
rabole de paramètre p s'écrit 


y? = 2px (5.7) 


Si l'on transforme x — y et y — —x, cela revient à tourner la parabole 


de —x/2. On obtient dans ce cas l'équation usuelle d'une parabole : y = 
1: 
2p : 
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FIG. 5.2 : La parabole 


1 : appelé aussi sommet de la para- 
bole 
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5.4 L'hyperbole 
Propriétés 
Par définition, l'hyperbole est une conique d’excentricité e > 1 et 


d'équation polaire 


. p p > 0 
TO = ot de {? ol 


ce qui décrit deux branches d'hyperbole dont les asymptotes se coupent 
en un point O. 


FIG. 5.3 : Hyperbole d'excentricité e = 
1,6. 


l'équation r_(8) = p/(ecosû — 1) décrit une branche B_ dont les 
asymptotes font un angle +0, avec l'axe des abscisses. En effet, r 
diverge quand cos 4, = 1/e ce qui donne la pente des asymptotes: 


tan0, = + e2 —1 


De La même façon, l'équation r, (4) = p/(ecos0+1) décrit une deuxième 
branche 3, d'hyperbole dont les asymptotes font un angle +6, don- 
né par cos 4, = —1/e. Ainsi, 


0, =T—-06; 


et les asymptotes présentent une symétrie d'axe Oy. Finalement les 
asymptotes admettent une symétrie centrale de centre O, propriété 
partagée par les branches d'hyperbole. 


Soit le rectangle tangent à l'hyperbole en 4 = 0 et dont les som- 
mets sont sur les asymptotes. Par définition, les dimensions de ce 
rectangle sont appelées grand-axe et petit-axe de l'hyperbole et no- 
tées respectivement 2a et 2b. La distance focale c est ici la distance 
qui sépare O du foyer (comme pour l'ellipse). Une simple lecture des 
distances donne: 


D D 2 
— = 9 — a(e—1 
e—1 e+l1 ® F 
C 
Ê = c+a e = — 


e—1 a 


Par ailleurs, la pente des asymptotes vaut aussi +b/a de sorte que 


bla = Ve? —1 c'est-à-dire 


c? = a? + b? (5.8) 


Équation cartésienne 


Reprenons la démarche employée dans le cas de l’ellipse sans ou- 
blier de procéder aux modifications suivantes : 


1. l'origine étant à droite du foyer, il faut poser x = rcos4 — c: 
2. le paramètre p est relié à l'excentricité et au demi grand-axe par 
p=a(e?—1). 


On retrouve alors l'équation (5.4) valable donc aussi bien pour une 
ellipse que pour une hyperbole : 


æ°(1 — €?) + y? = a?(1 — e?) 


Ici, Le terme a?(1 — e?) vaut a? — c? = —b? de sorte que l'équation 
cartésienne d'une hyperbole demi-grand axe a et de demi-petit axe 
b s'écrit 


2 2 


T y 
mul (5.9) 


5.4 L'hyperbole 
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RÉSOUDRE UNE ÉQUATION 
DIFFÉRENTIELLE 


En physique, et particulièrement en mécanique, la modélisation d'un 
phénomène aboutit souvent à une ou des équations différentielles. 
Nous abordons ici différentes approches analytiques utilisées dans 
le cadre de leur résolution. 


Version en ligne 


https://femto-physique.fr/omp/ 
equations-differentielles.php 


61 Équation différentielle ordinaire 
Généralités 


Une équation différentielle est une relation entre une fonction et 
ses dérivées successives. L'ordre d'une équation différentielle corres- 
pond au degré maximal de dérivation de la fonction inconnue : Ainsi, 
une équation différentielle d'ordre 1 est une relation où interviennent 
une fonction et sa dérivée première. Résoudre une équation différen- 
tielle, c'est trouver toutes les fonctions qui vérifient la relation sur un 
intervalle donné. 


D'un point de vue plus formel, appelons y une grandeur physique 
temporelle définie par 


: [0,7] — R 
À t + y) 


et notons ÿ, ÿ et y), les dérivées temporelles première, seconde et 
d'ordre p. Dans ce cas, toute relation de la forme 


F6, y), (6), … ,yP)(+)) = 0 (61) 


est une équation différentielle ordinaire d'ordre p. En général la fonc- 
tion recherchée y obéit à des contraintes sous la forme de p condi- 
tions initiales : 


y(0) = Yo; Y(0)= y, (0) = ya, , y (0) = y, 1 


La donnée de l'équation différentielle du type (61) et des p conditions 
initiales s'appelle un problème de Cauchy. 


La plupart du temps, un système d'équations différentielles scalaires 
peut se ramener à une équation différentielle vectorielle d'ordre 1 
de la forme 

ÿ = J(Gy()), O<I<T 


y(O) = . (6.2) 
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[1] : ROUSSEL (2011), Introduction à 
l'analyse numérique 


1 : Plus précisément, la fonction f 
doit obéir aux conditions de Cauchy- 
Lipschitz : pour tout & € [0, T], x et y 
au voisinage de vw, s'il existe un réel 
K tel que |F(#,x)— f(é, | < KIx—yl 
alors il existe une unique solution. 


où y est un vecteur de dimension d et f une fonction régulière. Cette 
représentation se prête bien à la résolution numériquel1]. 


On peut montrer que si la fonction f est suffisamment régulière!, Le 
problème de Cauchy admet une unique solution. On admettra par la 
suite ces conditions de régularité réunies. Il nous reste alors à déter- 
miner la solution de façon analytique. 


Exemple 


Pour illustrer notre propos, supposons que l'on s'intéresse à la chute 
d'un corps dans un fluide. 


On lance un point matériel M avec une vitesse initiale vw, dans un 
fluide visqueux exerçant une force de frottement quadratique en vi- 
tesse F = —Buü. Si l'on tient compte uniquement du poids et de la 
force de frottement, l'équation du mouvement issue de la seconde 
loi de Newton donne: 


d'OM : : 
Lier 2 = mg — Bvv 
qui, après projection dans le plan (x,2) se décompose en deux équa- 
tions couplées : 


. = -g-Éive +2 
ë = —Éive+r 


IL s'agit d'un système de deux équations différentielles d'ordre deux, 
non linéaires couplées. 


Dans l'exemple précédent, on peut transformer le système d'équa- 
tions en une équation du type (6.2) à condition de poser 


æ ea 0 

ÿ = . et f(t,y) = B - - avec V = 2 
ü i — ANR? +8 ù vo COS 8 
4 —g— Éivi? +2 vo Sin 0 


Le nombre d'équations différentielles que l'on sait résoudre analyti- 
quement est très réduit. Nous allons étudier Les plus utiles en phy- 
sique. 


6.2 Équation différentielle linéaire 


Définitions 


Supposons qu'une grandeur physique y obéisse à une équation dif- 
férentielle de la forme 


Z(y) = f(t) (6.3) 


6.2 EDO linéaire 


où £ désigne un opérateur différentiel, c'est-à-dire un opérateur construit 
à partir des dérivées et de l'identité. Si l'opérateur vérifie la proprié- 
té 

Lay + By2) = a Lu) + B£(ye) avec (a, 8) € R? 


On dit que l'équation différentielle est linéaire. 
l'équation différentielle (6.3) se compose de deux termes : 


1. Le terme de gauche est une combinaison de fonctions de y et 
de ses dérivées. Ce terme est en général étroitement lié aux 
propriétés intrinsèques du système physique étudié. 

2. le second membre f(t) de l'équation est en général lié à l'ac- 
tion de l'extérieur sur le système physique. On parle du terme 
d'excitation. 


Propriétés générales 


Intéressons nous d'abord à l'équation, dite équation homogène, £(y) = 
0. IL est facile de voir que si l'on connaït deux solutions y, et y, de 
cette équation, alors ay, + By, est aussi solution quelles que soient 
les réels « et f. 


Appelons y, une solution de l'équation homogène £(y) = 0 et y, 
une solution particulière de l'équation (6.3). Dans ce cas, la linéarité 
implique 

Æ(ayh + ÿp) = AL (y) + L(yp) = 0 + f(E) 


Autrement dit, ay, + y, est solution de l'équation £{y) = f(t). On en 
déduit la méthode de résolution suivante : 


Méthodologie 


Pour résoudre une équation différentielle, avec conditionsinitiales, 
de la forme £(y) = f(t) où Z est un opérateur différentiel linéaire 
d'ordre p, on procédera en trois étapes : 


1. On déterminera toutes les solutions de l'équation homo- 
gêne £(y) = 0. Ces solutions, notées y, feront intervenir 
p constantes d'intégration. 

2. On recherchera une solution particulière, notée y,, de l'équa- 
tion £(y) = f(#). 

3. La solution s'écrivanty = yn+y,, On déterminera les constantes 
d'intégration à l’aide des conditions initiales sur y et ses p—1 
dérivées. 


Enfin, tout système physique régi par une équation différentielle Li- 
néaire obéit au principe de superposition. En effet, supposons que 
l'on connaisse la solution y, de l'équation £(y) = f,(t) ainsi que la 
solution y, de l'équation £(y) = f,(t). Dans ce cas, y, +7, Sera solu- 
tion de l'équation £(y) = f.(t) + f,(+). Cela signifie que si l'on excite 
un système linéaire de manière compliquée, mais que l'on peut dé- 
composer cette excitation en une somme de termes simples, alors 
il suffit de connaître la réponse du système vis à vis de ces termes 
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pour déterminer la réponse complète par une simple sommation. Ce- 
la traduit finalement Le fait que des causes produites simultanément, 
engendrent un effet qui est le résultat de la somme des effets pro- 
duits par chacune des causes appliquées seules. C'est cette proprié- 
té importante qui permet par exemple de connaître la réponse d’un 
oscillateur linéaire soumis à une force quelconque, à partir de la ré- 
ponse de cet oscillateur vis-à-vis d'une force sinusoïdale, car on sait 
décomposer une force quelconque en une somme de termes sinusoï- 
daux (analyse de Fourier). 


Équation différentielle linéaire à coefficients constants 


Dans de nombreux cas, les problèmes physiques simples mênent à 
une équation différentielle linéaire à coefficients constants qui s'écrit 
de la façon suivante : 


ap y(P) + + aoÿ + a Ÿ + aoy = f(6) (6.4) 


où les constantes a, ainsi que la fonction f(t) sont connues. Il est fa- 
cile de voir que l'opérateur différentiel est bien linéaire. Cette équa- 
tion est dite linéaire à coefficients constants avec second membre. 
Pour résoudre cette équation il suffit donc de trouver les solutions 
de l'équation homogène ainsi qu'une solution particulière de l'équa- 
tion (6.4). On admettra les résultats suivants. 


Solution particulière - IL existe une méthode générale pour trouver la 
solution particulière mais dans la plupart des cas, il suffit de chercher 
une solution ayant la même forme que le second membre f(t). On 
retiendra notamment que : 


> Si f(t) = b, avec b une constante, on cherchera une solution 
particulière de la forme y, = Ce. En remplaçant y par cette 
constante dans l'équation différentielle, on trouve immédiate- 
ment y, = b/ao. 

si f(t) est un polynôme de degré q, on cherchera une solution 
particulière sous la forme d'un polynôme de degré q : y,(t) = 
Bo + Bit+.…+8,t1. On obtient les coefficients 3, par identifica- 
tion en remplaçant dans l'équation différentielle (6.4) y(t) par 
AU 

si f(t) est sinusoidal de pulsation w, on cherchera une solution 
particulière sous la forme y,(t) = A cos(wt) + Bsin(wt). On ob- 
tiendra À et B également par identification. 


Y 


Y 


Lors de la recherche de la solution particulière, il arrive que Les méthodes 
citées plus haut échouent. Citons deux exemples. 


1. Dans le cas où le second membre est un polynôme de degré q, il 
peut arriver qu'il n’y ait pas de solution particulière sous la forme 
d'un polynôme de degré q. Dans ce cas, on envisagera un polynôme 
de degré supérieur. 

2. Dans le cas où Le second membre est sinusoïdal de pulsation w, la 
méthode proposée plus haut échouera si l'équation caractéristique 
admet comme racine iw où —iw. Dans ce cas il faut chercher une 
solution particulière de La forme t[A cos(wt) + Bsin(wt)]. 


6.3 Équation à variables séparables 


Solutions de l'équation homogène - La solution de l'équation sans 
second membre est de la forme Ae't où r est un nombre réel où 
complexe solution de l'équation caractéristique 

2 


QDTP +. + Q27* + a1T + @o = 0 


Si les p racines sont distinctes, la solution est 


k=p 
yn(t) = 7. Age” 
k=1 


où les constantes 4, désignent les constantes d'intégration. 
La solution générale s'écrit donc 


k=p 


y(t) = D Angers! + y(t) 


k=1 


Lors de la résolution de l'équation caractéristique, il peut arriver que l'on 
obtienne des racines multiples. Dans ce cas, on admettra qu'il faut rem- 
placer la solution A,e'rf par P(t)e"rt où P(t) est un polynôme de degré1 
si r, est racine double, 2 si elle est triple, etc. On vérifiera que Le nombre 
de constantes d'intégration est égal à p. 
l'équation caractéristique peut admettre des racines complexes r, — 
ay + ib,, Ce qui produit des solutions du type C'etrfeibkt avec C'= a +i 
une constante d'intégration complexe. Cependant, cherchant des solu- 
tions réelles, la partie imaginaire sera nécessairement nulle et il ne faut 
alors conserver que la partie réelle, à savoir er [(acos(b,t) — Bsin(b,t)]. 


6.3 Équation à variables séparables 
Définition 
Une équation différentielle à variables séparables est du type 


ÿg(y) = f(t) (6.5) 


SiGet F sont des primitives de g et f, l'équation différentielle peut 
alors s'écrire 
dG(y(t)) _ dÆ(t) 


dt dt G{y) = F(#) + CE (6.6) 


où la constante est imposée par la condition initiale : C® = G{y5) — 
F(0). 


Exemple : Chute libre avec frottement quadratique 


Lâchons un corps de masse m dans un fluide et supposons que le 
frottement fluide est bien modélisé par une loi quadratique F, = Bu?. 
Le mouvement est rectiligne de vitesse u(t) qu'il s'agit de déterminer. 
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Si l'on note g le champ de pesanteur, la relation fondamentale, appli- 
quée dans le référentiel terrestre considéré galiléen, donne 


mÿ + Bu? = mg avec v(0)=0 


l'équation est non linéaire du fait de la présence du terme quadra- 
tique. En revanche, il est possible de séparer les variables : 


. 1 
"1 — By * 
my 

Or 

dx _a ja = 

1—(x/a}? 2 |a—-x 
Ainsi, La solution (6.6) s'écrit 
1 fmg, Vmg/B+v + ce 


2V B Er 


La condition initiale impose la nullité de la constante ce qui donne 
finalement 


(t) ne avec _ 
V = — T — —= 
B et/T Fe e-t/r 9B 
La vitesse croit (au début comme gt) puis atteint une limite asympto- 


tique v,, = /mg/£. 


FONCTIONS DE PLUSIEURS 
VARIABLES 


Ce cours, sans prétention sur le plan de la rigueur mathématique, 
se concentre avant tout sur la manipulation des fonctions de plu- 
sieurs variables. Pour une première approche des notions de dérivée 
partielle et différentielle, on se restreint aux fonctions de deux va- 
riables. 


Version en ligne 


https: 
//femto-physique.fr/omp/fonctions-N-variables.php 


71 Dérivée partielle 
Définition 


Considérons f = f(x,y), une fonction de deux variables indépen- 
dantes x et y. On appelle dérivée partielle, la dérivée de f par rap- 
port à une variable, les autres étant maintenues constante. Ici, il y a 
deux dérivées partielles du premier ordre que l'on note 


of of 


où l'on précise quelle variable est maintenue constante en la signa- 
lant en indice. 


Exemple 


Calculons les deux dérivées partielles de la fonction f(x, y) = x? sin(y) : 


do 2 Of| _ > 
5x = 2xsin(y) et 5 = x° COS(y) 


y D 


Pour alléger la notation, on omet souvent de faire figurer les variables 
maintenues constantes en indice quand le contexte est assez clair. 


Toutefois, cette notation a son intérêt en physique, notamment en 
Thermodynamique : imaginons une grandeur physique G fonction 
de deux variables (x, y) que l'on souhaite exprimer en fonction d'un 
nouveau jeux de variables (u,v). Alors que le mathématicien préfère 
appeler cette nouvelle fonction différemment, le physicien, quant à 
lui préfère conserver le même nom (G{x, y) ou G{u, v)) car associé à 
une même grandeur physique. Dans ce cas, il est impératif Lors d'un 
calcul de dérivée partielle de savoir quelles sont les variables utili- 
sées. 


71 Dérivée partielle . .... 55 
Définition ......... 55 
Interprétation géométrique 56 
Théorème de Schwarz .. 56 

7.2 Différentielle . ...... 57 


Définition mathématique 57 
Point de vue du physicien 58 


Fonctions implicites ... 59 
Forme différentielle ... 60 
Différentiel d'ordre deux . 61 
Points stationnaires ... 62 


Ici, les deux dérivées existent et sont 
continues : on dit que la fonction est 
de classe Cf. 
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2= f(x, y) 


FIG. 71 : Interprétation géométrique de 
la notion de dérivée partielle. Les vec- 
teurs sont des vecteurs tangents aux 
deux courbes se coupant en M. 


Exemple 


Le volume d’un cylindre de rayon r et de hauteur h s'écrit V(h,r) = mr?h, 
et l'aire de sa surface latérale S(h,r) = 27r h. Y-a-t-il une différence entre 
ELA et AV] ? 
ôh > oh |s * 


La première dérivée suppose d'utiliser la fonction V(A, r) : 


OV  ô(rr°h) 


= — Be 
Hhoerru lou 
Quant à _. . il faut d'abord exprimer V en fonction de h et S. Sachant 
que r = S/(2rh), on trouve 
S? .. OV 5? 
h = — 1 | 
SE RERO RS 


On obtient donc un résultat différent (opposé ici). En effet, augmenter h 
en fixant le rayon du cylindre revient à augmenter le volume (dV/ôh|, > 
0), alors qu'augmenter h en maintenant $ impose de diminuer r, cette 
dernière variation entraînant une diminution du volume plus importante 
que celle induite par l'augmentation de h (d'où OV /Oh|, < 0) 


Interprétation géométrique 


Si l'on trace dans un espace à trois dimensions l'ensemble des points 
d'équation cartésienne z = f(x, y), on obtient une surface comme sur 
la figure ci-contre. 


l'intersection de celle-ci avec un plan d'équation x = x, décrit une 

courbe ©. alors que l'intersection avec le plan d'équation y = % 

donne une autre courbe €... Evidemment ces deux courbes se coupent 
en Mt Yo F (To Yo))- 


La dérivée partielle S (To; Yo) représente la pente de la tangente 
y 


à la courbe Cyr au point M comme indiquée sur la FIG. 71. 


De la même façon, of 


5 (to: Yo) représente la pente de la tangente 
V 


HA 


en ME, . 


Théorème de Schwarz 


Les dérivées partielles d'ordre un étant fonctions de (x, y), on peut à 
nouveau les dériver. On introduit alors quatre nouvelles dérivées 


RC R T he 
0x \ Ox|, : dx°|, Oy \ dyl, PE Op |. 
Ô [of oo. 0 {Of 6} 
Ox \ dyl, p ” Oxûy 0y \ Ox|, . |” Oyôr 


Exemple 


Reprenons l'expression du volume V(h,r) d'un cylindre et calculons les 
quatre dérivées d'ordre deux : 


®V| _ ô(rr?)| ®V| _ O(27rh)| 
om| on | A nou 
®V  O(2rrh)| DO) | 

Ohôr  ôh FT Groh &r |, 


r 


Comme on le voit sur l'exemple précédent, l'ordre dans lequel on cal- 
cule les dérivées croisées ne semble pas avoir d'importance. C'est en 
fait une propriété très générale dès lors que la fonction est suffisam- 
ment régulière. 


Théorème de Schwarz 


Pour une fonction de classe C?, on a: 


ff 


OyOx  Orôy 


Et plus généralement, le résultat du calcul d'une dérivée partielle 
d'ordre quelconque d'une fonction suffisamment régulière, ne dé- 
pend pas de l'ordre des dérivations. 


7.2 Differentielle 


Définition mathématique 


Considérons une fonction f = f(x,y) dérivable en (x, y). On appelle 
différentielle de f, l'application linéaire qui associe aux réels À et k, 
le nombre réel d'f tel que 


Propriétés de la différentielle 


Fonction Différentielle 
jee df + dg 

F9 gdf + fdg 
In(|f1) df/f 

f(x, y) =Cr Gi = 10 


Si l'on note dx la différentielle de la fonction f(x, y) = x, on obtient 
dæ — h. De même la différentielle de La fonction g(x,y) = y, notée 
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Ici, les dérivées d'ordre deux existent 
et sont continues : on dit que V(h,r) 
est de classe C°2. 
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dy vaut k. C'est pourquoi, on écrit la différentielle sous la forme sui- 
vante 


of 


iles 


y æ 


dy | © (71) 


Ôx 


Notez que le mathématicien ne suppose nullement que les quantités 
dx, dy et df soient infiniment petites. 


Une propriété importante à retenir est le caractère invariant de la dif- 
férentielle vis à vis du changement de variable. Autrement dit, dans 
l'expression (71), x peut désigner indifféremment la variable origi- 
nelle ou bien une fonction d'une autre variable. 


Exemple 


Reprenons le volume du cylindre et supposons que son aire soit mainte- 
nue constante : 


V(h;r)=mr?h et S(h,r) =2rrh=S, 


La contrainte sur S revient à dire que h est implicitement fonction de r et 
qu'il n'y a qu'une variable indépendante. Ici on peut même exprimer une 
telle relation puisque À = S,/(2rr). Si l'on injecte cette relation dans V, 
on obtient 


V(r) = 50 soit dV = V’(r) dr = - dr 
On aurait pu aussi exprimer les différentielles des fonctions V(h,r) et 
Sr, h) : 
dVi(r,h) =2rrhdr+mr?dh et dS(r,h) =0=2r(hdr +rdh) 


pour en déduire dh = —h/r dr. En réinjectant dans l'expression de dV, 
on aboutit à - 
dV = 7rh dr = D 


Point de vue du physicien 


Contrairement au mathématicien, le physicien réserve la notation dx 
et dy à des accroissements infiniment petits des variables x et y. 
La différentielle df s'interprète alors comme une variation infinité- 
simale de la grandeur f suite aux variations dx et dy. 


Ce point de vue provient du théorème de Taylor-Young : 


Se + hu +R = f(2,9) + SL 


Of 
n+ 55) k+ (Del, n) 
avec LM y(n,k)-0 e(h, k) = 0. Ainsi la différentielle peut être vue comme 


une approximation linéaire (à l'ordre un) d'une variation 


Af = f(x + Az,y+ Ay)— f(x,y) = _ Amp of 
y 


A 

0y|, u 
Expression qui produit une erreur d'autant plus faible que Ax et Ay 
sont petits. À ce titre, Le calcul différentiel est souvent utilisé en phy- 


sique pour approcher la variation d'une grandeur. 
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Exemple 


Un cylindre voit son rayon r augmenter de 1% et sa hauteur À diminuer 
de 1%. Déterminons la variation relative de son volume. Pour cela, com- 
mençons par différentier le volume V(r,h) = mr? h: 


dV = 2rrh dr + mr? dh 
On en déduit une valeur approchée de la variation de volume : 
AV = 27rh Ar + mr? Ah 


ce qui donne en valeur relative AV/V = 2Ar/r+Ah/h = 1%. Le volume 
augmente donc de 1%. 


Fonctions implicites 


IL arrive fréquemment, notamment en Thermodynamique, que cer- 
taines variables, appelons-les x, y et z, ne soient pas indépendantes, 
mais liées par une relation de la forme g(x,y,z) = 0. Dans ce cas, 
chaque variable est définie implicitement en fonction des deux autres, 
et on peut écrire 


rare) eue? et +=) 


Même si l'on ne sait pas expliciter ces fonctions, il est possible de 
mettre en relation leurs dérivées partielles. En effet, considérons la 
fonction x = (y, z) et écrivons sa différentielle : 


rs 


d 
dy * 


dy+ = 


z y 


On en déduit par exemple dy: 


Se S (0/02), 
(0x/0y), (0x/0y). 


Identifions cette relation avec l'expression de la différentielle de y(x, z): 


_ dy 0y 
dy — Da 2% 
On en déduit 
0y 1 
Sn , = 0x © (7.2) 
Oyl, 
0x/0 
et ou = EP soit 
GEAR (0x/0y), 
Ôx 0y Ôz| 
allie 1 © (73) 


appelée relation triangulaire. Notez au passage que le fait que ce 
produit vaut -1 et non #1 montre que l'on ne peut pas traiter une 
dérivée partielle comme une fraction. 
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Exemple 


l'équation d'état d'un gaz de van der Waals est donnée par 


(2 
(p+ =) (W—b)=RT 
où a, bet R sont trois constantes positives. On désire calculer le coeffi- 
cient de dilation thermique isobare de ce gaz défini par 
lé 
nr ot 


p 


Le premier réflexe consiste à chercher l'expression V(T',p). Cependant, un 
examen rapide de l'équation nous annonce des calculs pénibles puisque 
V s'obtient en résolvant une équation du troisième degré. IL est alors 
beaucoup plus astucieux d'utiliser la relation (7.3) : 


Ov 
OT 


OT 


X 
FO 


Ôp 


x AP a 


| 14 


En effet, les dérivées ÔT /ôp|,, et 0p/0V|,- se calculent aisément : 


DV =) av D zz) Der 
T | d CPE 
R RV? M l, R 
RT a dp RT 2a 
= td = | 
P Verne d'a al = (y 


Ainsi, la relation triangulaire permet d'obtenir 


OV _  (V—-b)v* 
OT, TV3—F(V —-b}? 


ce qui donne 
(V — b)v2 


Cr ee 0); 


Forme différentielle 


Considérons la forme différentielle suivante : 
w = a(x,y) dx + b(x, y) dy 
S'il existe une fonction f(x, y) tel que w = df, on dit qu'il s'agit une 


différentielle totale exacte. Quand c'est Le cas, les fonctions a(x, y) 
et b(x, y) sont contraintes par le théorème de Schwarz 


Théorème de Schwarz 


a(x,y) et b(x,y) ont des dérivées Soit a(x, y) dx +b(x, y) dy une forme différentielle de classe C1 Si 


d'ordre un continues. cette forme est une différentielle totale exacte, alors on doit avoir 
Ô Ôb 
— — (7.4) 
or |, 


[2] : ROUSSEL (2024), Conséquences ma- 
thématiques des principes 


Cette propriété est largement utilisée en thermodynamiquef2]. 


Exemple 


Considérons le bilan d'énergie d'une mole de gaz parfait subissant une 
évolution réversible : 


dU(T) = 6Q"# — pdV = C,(T)dT 


où p, V et T désignent la pression, Le volume et la température du gaz. 
C,(T) est la capacité thermique du gaz et 6Q"%" est le transfert d'énergie 
thermique reçu. La pression du gaz est reliée à T et V via pV = RT de 
sorte que 


5Q"® = Te dV + C(T)dT 


IL s'agit d’une forme différentielle. Vérifions l'égalité (7.4) : 


A(RT/V)| _R 90, (T) 
 &0 |, 


alors que 
0101 CUIR 


ce qui suffit pour conclure que 6Q"® n'est pas! une différentielle totale 
exacte, contrairement à dU(T'), dp(V,T) etc. 


Ce qui distingue essentiellement une forme différentielle d'une diffé- 
rentielle totale exacte c’est son intégration: elle nécessite de connaître 
le chemin d'intégration dans le premier cas, alors que pour une dif- 
férentielle totale exacte on a 


B 
| df(æ,y) = f(B)— F(A) 
A 


résultat qui ne dépend pas du chemin suivi pour aller de A vers B. 


Différentiel d'ordre deux 


Considérons une fonction f = f(x, y) de classe C?. Au voisinage de 
P(to; Yo), Les Variations de f sont régies par le développement de 
Taylor : 


(ro +R, Yo + k) — f(x, y) = df + af + (R2 + k2)e(h, k) 


où d?f est la différentielle d'ordre 2. Pour une fonction de deux va- 
riables, on obtient 


2 
d?f — _ dx? 
y 


Démonstration 
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1: C'est ce qui explique qu'on note 
cette grandeur infinitésimale avec un 
ô et non avec un d. Certains auteurs 
utilisent la notation dQ'®Y. 


Pour une fonction de classe C"”, on a 
F(to +R, Yo + k) — f(x, y) = 


2,7 
Ref +R +R)" le(R, k) 
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of of of of 
2 ” 
y=a( al n+ SE] #) (52) if dy, f 
noi) eee GE RP, 

a |,* Ox0y fe G5) es Er Ge 

Of of of 
24 — 2 2 
di Ôx? k re fe |. * 


y 


Dans le cas où l'approximation à l'ordre un donne un résultat nul, 
alors il faut prolonger le développement à l'ordre deux pour estimer 
une petite variation de la grandeur étudiée. 


Exemple 


Un cylindre voit son rayon r augmenter de 1% et sa hauteur À diminuer de 
2%. Déterminons la variation relative de son volume. Une approximation 


linéaire nous a donné 
NV ENT 


V r h 
ce qui donne zéro ici. IL faut donc prolonger le développement à l'ordre 
deux. Sachant que dV = 2rrh dr + mr? dh, on obtient 


d2V = (27h dr + 27r dh) dr + (27r dr) dh 
d'où 
dV = 2rh dr? + 4rr dr dh 


On en tire l'approximation 


AV = (27h Ar? + Arr ArAh) 


1 
2 
et en valeur relative : 
AV  fAr\? Ar\ /AR 
(A) (2) (81) nur 


Le volume diminue de 0,03 %. 


Points stationnaires 


Si en un point P(x,,%0), la différentielle d'ordre un de f est nulle, on 
dit que P est un point stationnaire ou critique de f. Autrement dit, 


Ge) 
(Xo: Yo) =0 et ; (Xo,Y%o) =0 —  Peststationnaire 


dx y 
Dans ce cas, au voisinage de P Les variations de f sont régies par 
1 
Fo + h, yo +k) — f(x, y) = ad 7 + (R? + k?)e(h, k) 


Du point de vue géométrique, la nature du point P dépend du signe 
de d?f: 


> Si au voisinage du point P. d?f est positif quelle que soit la 
direction dans laquelle on se déplace depuis Le point P alors P 
correspond à un minimum local; 


> Si d?f est négatif quelle que soit la direction dans laquelle on 
se déplace depuis le point P alors P correspond à un maximum 


local; 


> Si Le signe de d?f dépend de la direction dans laquelle on se 


déplace, on parle de point col où point selle; 


- enfin, si d?f — 0 quelle que soit la direction choisie, alors il faut 
étudier le signe de la différentielle d'ordre 3 pour statuer. 


Pour une fonction de deux variables, la différentielle d'ordre deux se 


met sous la forme 


d?f = adx? +2bdrdy+cdy? avec b —6?f/ôrôy 
CC — d f/0ÿ°|> 


dont Le signe est déterminée par celui de a et celui du discriminant 


réduit b? — ac. On a 


minimum si b2—ac<0eta>0 
P est un 4 maximum si b?2—ac<0eta<0 


point col si  b?—ac>0 


Exemple 


Un industriel nous demande de concevoir une boite rectangulaire sans 
couvercle, de volume V = 4m sans préciser sa hauteur z ni les dimen- 
sions x et y de la base rectangulaire. Pour économiser de la matière nous 
allons déterminer quelles valeurs il faut donner à (x, y, z) afin de minimi- 


ser l'aire de la boite. 


La volume et la surface de la boite s'écrivent 


Tcyz=4 et A—272+2yz+xy 


Seules deux variables sont indépendantes. Choisissons Les variables (x, y). 
On peut substituer z par 4/(æy) dans l'expression de l'aire : 


8 8 
A(X,y) = = + = +xy 
y ZT 


Déterminons les dérivées partielles de la fonction A(+x, y) : 


dx, FT dyl. y 


Le point stationnaire s'obtient en annulant ces dérivées. On aboutit à 


deux équations 


Ty — Bet Ty SOUMET y 2 


S'agit-il d'un minimum? Pour cela calculons les dérivées secondes au 


point P(2,2) : 
DEAN ; GET …. dA 
x? . m> Ox0y dy? |, 2 
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Point.col 


z= f(x, y) 


To 


FIG. 7.2 : Exemple de point col. 
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On peut vérifier qu'il s'agit bien d’un minimum puisque 


A 
2 
y oy 


SEE 7 

0x0y x? 
Finalement on produira une boite de base carrée (2 x 2 m2?) et de hauteur 
1m. 


o A 


D 
* Ox? 
y 


FA 


> 0 


OPÉRATEURS DIFFÉRENTIELS 


Complément de cours sur ce qu'il faut savoir à propos des opérateurs 
différentiels utilisés en physique. 


Version en ligne 


https://femto-physique.fr/omp/ 
operateurs-differentiels.php 


81 L'opérateur gradient 
Définition 


L'opérateur gradient est un opérateur différentiel qui s'applique à un 
champ scalaire (fonction scalaire dépendant de l'espace et du temps) 
et Le transforme en un champ vectoriel (vecteur dépendant de l'es- 
pace et du temps). Il se lit «gradient» où «nabla » et se note: 


gradf(M,t) ou Vf(M,t) 


Dans le système de cordonnées cartésiennes le gradient s'exprime 
ainsi : 


grad f(x, Y, 2, t) _ x bn Ôy y Ôz 


DCE DD ICUEUERLICT EURE 


Z 


(81) 
La TAB. 81 donne les différentes expressions du gradient dans les 
systèmes de coordonnées utilisés couramment en physique. 


; ; à il 
Exercice - Calculer le gradient des champs suivants : f(x,y,2) = ;( + 


y? + 2?) et g(r, 0,4) = —*. 


Rép. Vf = (x,y,2) = OM et Vg = TU. 
Système f(M,t) Expression de gradf 
2 Of Of of 
Cartésien f(x, y, 2,t) Sat dù y + D: 
——. Of of Of 
Cylindriques | f(r,0,2,t) Br dr 700 6 À 52 7 
. 0f-, Of, Of _. 
Sphériques | f(r,0,%,t) Br rt rage and 
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Propriétés . ........ 66 

8.2 L'opérateur divergence . . 66 
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TAB. 81 : Expressions de l'opérateur 
gradient dans différents systèmes de 
coordonnées. 
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1: La surface de niveau de f est l'en- 
semble des points M pour lesquels 
(M, t) conserve la même valeur à un 
instant +{ fixé. En dimension d = 2, 
cet ensemble donne une courbe de ni- 
veau. 


Propriétés 


L'opérateur gradient est un opérateur linéaire et vérifie donc 
V(af + Bg) = aVf+BVg avec (a,B) ER? 
Le gradient d'un produit de champs scalaires vaut 


V(f.9) = fVg+ gVf 


où f et g sont deux fonctions de l'espace et du temps. 


Lien avec la différentielle - On peut définir le gradient à partir de 
sa relation avec la différentielle. Soit M un point de l'espace et M' un 
point infiniment voisin, la différentielle d f représente la variation du 
champ scalaire f lorsque l'on se déplace de M à M' à t fixé : 


df FM 4) — F(Mt) = Vf(Mt)- dé avec dé = MM 


En conséquence, 


> Le vecteur VFf(M,t) est perpendiculaire à la surface de niveau! 
de f passant par M à l'instant t. 

> Le vecteur gradient est orienté vers les valeurs croissantes de f 
et sa norme mesure le taux de variation spatiale dans la direc- 
tion de plus grande pente 


Exercice - Considérons le champ scalaire de l'espace bi-dimensionnel, 
f(æ.y) = x? + y2. Représenter les courbes de niveau puis calculer V'f. Tra- 
cer quelques vecteurs gradients. 


Rép. Les courbes de niveau sont des cercles de centre O. On a VF = 
(2x, 2y) = 20M. Les vecteur gradients sont effectivement perpendiculaires 
aux cercles. 


8.2 L'opérateur divergence 


Définition 


L'opérateur divergence est un opérateur différentiel qui s'applique à 
un champ vectoriel et qui renvoie un champ scalaire. Il se Lit «diver- 
gence » et se note : 


— — — 


divA(M,t) ou V:A(M,t) 
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Cette notation permet de retenir l'expression de la divergence en co- 
ordonnées cartésiennes : 


0/0x A 


_ æ OA 
JIMA(X, 9,2) NN O OI AN = . be L = V 
0/8z A, Elus 2% Sly 
(8.2) 


La TAB. 82 donne les différentes expressions de la divergence d'un 
champ vectoriel exprimé dans différents systèmes de coordonnées. 


TAB. 8.2 : Expressions de la divergence 


Système Expression de divA = V : À dans différents systèmes de coordon- 


_ _. _ nées. 
Ac æ L. y Z 
cartésien let lt by 
7: A A A 
cylindriques RE") + 


rôr r00 CE 


1 ô(r?AÀ,) 1  à(sin0 4) 1 OA, 
r2 Ôr r Sin 4 00 rsin0 Êv 


sphériques 


; de . : U,. ; 
Exercice - Considérons le champ vectoriel A(r,0,6) = —. Calculer la di- 


vergence de ce champ en tout point M autre que O. 


Rép. On trouve div A = 0. On dit que À est un champ à flux conservatif (sauf 
en O). 


Propriétés 
L'opérateur divergence est un opérateur linéaire et vérifie donc 


div(aA + 5B) = adivA+BdivB avec (a,B)e R? 


La divergence d'un produit vaut 


div(f.A) = V.(fA) = fV.A+ A. Vf = fdivA+ À. gradf 


La divergence d’un champ est reliée au calcul du flux. 


Théorème de Green-Ostrogradsky ou théorème de la divergence 


_— 


Le flux d'un champ vectoriel A(M) à travers une surface fermée 
(S) est égal à l'intégrale sur le volume V limité par (S) de la diver- 
gence du champ vectoriel. 


I AIM). 45” = Il divA(M) dr avec divA=V.A 
ME(S) MEV 


Sens physique - La divergence prend un sens bien précis en méca- 
nique des fluides. Considérons une portion de fluide en mouvement 
dans un fluide décrit par Le champ de vitesse v(M,t). Au cours du 
mouvement, le volume Y de cette portion varie suite aux déforma- 
tions engendrées par l'écoulement. La divergence de la vitesse est 
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liée au taux de dilatation de la portion fluide par la relation 


divo — LA 
"y 


8.3 L'opérateur rotationnel 
Définition 


L'opérateur rotationnel est un opérateur différentiel qui transforme 
un champ vectoriel en un autre champ vectoriel. Il se lit «rotation- 
nel» et se note 

rot A(M,t) ou VA A(M,t) 


Cette notation permet de retenir l'expression du rotationnel en coor- 
données cartésiennes : 


dx y 07 
a NON ER NS NE O (83) 
dy Oz dx 
2 À, ÔA, 64, 
z dt dy 


La TAB. 83 donne les différentes expressions du rotationnel dans dif- 
férents systèmes de coordonnées. 


Propriétés 


L'opérateur rotationnel étant linéaire, on a 


rot(aA+8B)=arotA+BrotB avec (a,f)eR? 


Le rotationnel d'un gradient est nul. 


rotgradf = V A (Vf) = 0 


La divergence d'un rotationnel est nulle. 


div (rotA) = V. (V A4) = 0 


TAB. 8.3 : Expressions du rotationnel dans différents systèmes de coordonnées 


Système | rotA=VAA 
_ 0A, 0AÀ, 90A, OA, 0A, OA, 
cartésien ; ; 
Ôy Ôz Ôz Ôx ” Ox Ôy 


cvindrique | (104: _ 04e 84, _ 04, 18(rAg)_ 164, 

FROPAE r 00 Oz ? Oz Or ‘Tr  Ôr r 00 

a 1  O(singA,) 1 9043 1 84, 1ô(rA,) 18(rAy) 104, 
Per r sin 4 20 rsin0 06‘ rsin0 06 Tr Or ‘Tr Ôôr r_ d 
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Le rotationnel d'un produit vaut 


rotfA=VA(fA)=VfAA+FÎVAA=gradf A A+ f.rot A 


Relation avec la circulation : 


Théorème de Stokes 


La circulation d’un champ vectoriel Le long d’un contour € fermé 
et orienté est égal au flux du rotationnel de ce champ à travers 
une surface & délimité par €. 


Ÿ Am) -dé= f] rotA(M) - dS 
MEC MES 


avec dS orienté à partir du sens de parcours de € et de la règle 
du tire-bouchon. 


Sens physique - En mécanique des fluides, le rotationnel du champ 
de vitesse d'un fluide en écoulement est lié à la vitesse de rotation 
Q des particules de fluide au cours de leur mouvement. 


ER 
Q = -rotu 
9 (e] 


8.4 L'opérateur laplacien 


Le laplacien scalaire 


L'opérateur laplacien scalaire est un opérateur différentiel d'ordre 
deux qui transforme un champ scalaire en un autre champ scalaire. 
Le laplacien scalaire s'obtient en prenant la divergence du gradient 
et se note Af(M,t). 


DENT RO 
0x? dy? 02 


Af(M,+t) = div(gradf) = V2f = Q (84) 


La TAB. 8.4 donne les expressions du laplacien scalaire dans différents 
systèmes de coordonnées. 


a : TAB. 8.4 : Expressions du laplacien 
Système Expression de \ ee < 
y P f dans différents systèmes de coordon- 
nées. 


+ of ®f of 
cartesien Da? + E71 + 9227 
1 8 (21) 1 of, of 
r Or | Ôr r2 002? 02? 

ne 1 8 en 1 2 (si A 1  ®?f 
PIE r? Or (r or ) * r2sin6 06 dr ere PET 


cylindriques 


70 | 8 OPÉRATEURS DIFFÉRENTIELS 


[3] : ROUSSEL (2010), Cinématique des 
fluides 


Le laplacien vectoriel 


Le laplacien s'applique également à un champ vectoriel. Dans ce cas 
il renvoie un autre champ vectoriel et se note 


AA 


Par définition, le laplacien vectoriel s'obtient à l'aide de l'identité 


rotrotA = VA(VAA)=V(V. A) -V24 = grad(divA) — AA 


En coordonnées cartésiennes, les vecteur unitaires étant fixes, le La- 
placien vectoriel d'un champ 4 est tout simplement, un vecteur dont 
les composantes sont les laplaciens scalaires des composantes de 
À: 

AA(M,t) = (AA,) ax + (AA,)üÿ + (AA,)& 


8.5 Accélération d’une particule de fluide 


On a vu [3] que l'accélération d'une particule de fluide située en M à 
l'instant & pouvait s'obtenir à l'aide du champ de vitesse ü(M, t) : 


=: OÙ f. = - 

a(M,t) = a+ (G-V)5 
où le dernier terme désigne la partie convective de l'accélération. Ex- 
plicitons la composante suivant Ox de ce terme en utilisant l'égalité 
AA(BAC)=(A.C)B — (AB)C avec À = 5, B = Vu, et C = ü, : 


(GG: Vo,)ü, = (0-0,) Vu, — 5 A (Vo, Aü,) 
= v, Vu, — 0 A (Vo, A ü,.) = Ve —VA (Vo, A ü;) 


Ainsi en procédant de la même façon pour les deux autres compo- 
santes, on obtient 


(5-V)5= SV (02 +2 +02)—5A (Vo, AG, + Vo, AG, + Vo, A ü,) 
On reconnait v? dans le gradient et l'on voit apparaître roté dans le 
dernier terme. On aboutit alors à une nouvelle expression de l'accé- 
lération 


v? 


> QUE 2 
a(M,t) = + grad= + (rotä) Ad © (8.5) 


SÉRIE DE FOURIER 


En 1822, Joseph Fourier publie Théorie analytique de la chaleur, ou- 
vrage dans lequel il utilise une technique qui consiste à décomposer 
une fonction périodique par une somme infinie de sinus et de cosi- 
nus. Bien que suscitant quelques réserves de la part de nombreux 
mathématiciens de l'époque, l'analyse de Fourier est de nos jours 
solidement structurée et bien comprise. 


Ce chapitre explique cette décomposition spectrale et l'illustre dans 
le domaine de l'électronique et de la physique ondulatoire. 


Version en ligne 


https://femto-physique.fr/omp/serie-de-fourier.php 
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Signaux périodiques 


De nombreux phénomènes se caractérisent par des signaux de diffé- 
rentes natures présentant une allure périodique. On peut penser au 
cycle des taches solaires, aux observables biologiques du corps hu- 
main (pression aortique, électrocardiogramme...), aux signaux électro- 
niques, aux sons complexes produits par les instruments de musique, 
etc. Nous notons f(t) ce signal, et £ une variable réelle. Pour fixer Les 
idées, on peut imaginer que t soit la variable temporelle bien que ce 
ne soit pas nécessaire; t peut aussi bien être une variable spatiale. 
Le signal admet T comme période! lorsque l'on peut écrire 


ft+T)=f(t) VteR avec T>0 (91) 


Toute l'information utile du signal se retrouve donc dans un motif de 
durée T. Le nombre x de motifs que l'on trouve dans un intervalle 
d'une seconde s'appelle la fréquence et s'exprime en hertz (Hz). Vu 
que le motif s'étend sur une durée T, on a 


V (9.2) 


sl = 


Le motif présente des caractéristiques que l'on peut facilement me- 
surer dès lors que le signal est converti en un signal électrique : 


+ La composante continue représente la valeur moyenne? du si- 
gnal : 


me LT 
SSD = 7] 10% CE) 
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1: Notez que tout multiple de T' est 
également une période; c'est pour- 
quoi par convention la période est la 
plus petite valeur possible de T' qui vé- 
rifie (91). 


>t 
NV 


FIG. 91 : Caractéristiques d'un signal 
périodique. 


2: La moyenne d'une fonction sur l'in- 
tervalle [a, b] s'obtient par l'intégrale 


1 
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3: On dit en mathématique que f est 
de carré sommable sur [0, T1]. 


4 : en anglais rms-value pour root 
mean square value. 


0,0 520 540 56,0 
t (ms) 


FIG. 9.2 : Note Do, jouée au violon. 


> La valeur crête-à-crête correspond à l'écart entre le maximum 
et le minimum de f : 


def 


Pop — MaX(f) — Min(f) (9.4) 


> Les signaux rencontrés en physique présentent une moyenne 
quadratique finie. En effet, La puissance d'un signal est propor- 
tionnelle à f?(+#) de sorte que sa moyenne doit être finies. La 
valeur efficace“ est liée à la moyenne quadratique via la rela- 


tion 
def = lb ÿT 
frs EVE = 5 ; f2(6) dé (os) 


En électricité, la puissance électrique reçue par un conducteur ohmique 
de résistance R vaut P(t) — Ri?(t) de sorte que la puissance moyenne 
reçue vaut 


Exemple 


P=RE2=RÈ, 


A priori, la fréquence et la valeur efficace d'un signal ne permettent 
pas de décrire complètement le signal périodique. En revanche, un si- 
nus est complètement décrit par sa fréquence et sa valeur efficace; il 
serait donc intéressant de pouvoir décomposer un signal périodique 
en sinus et Cosinus. 


Théorème de Fourier 


Nous savons tous qu'une même note jouée sur un violon ou sur un 
piano sonne différemment bien que leurs fréquences sont identiques. 
En effet, l'oreille humaine, à l'instar d'un prisme avec la lumière, dé- 
compose les sons complexes en un spectre de sons purs que le cer- 
veau est capable de comparer et d'interpréter. C'est l'idée de base de 
l'analyse de Fourier : décomposer un signal périodique de fréquence 
v en une somme de sinus de fréquences multiples de z. 


Théorème de Fourier 


Sous certaines conditions mathématiques assez peu restrictives 
pour les grandeurs physiques, on montre qu'un signal périodique 
f(t) est développable en série de Fourier, comme suit : 


F() = a+ Da, cos(n2rvt) +b,sin(n2mvt) avec nEN 
œil 
(9.6) 
Le terme a,, CoS(n2rvt)+b, Sin(n2rvt) représente l'harmonique 
de rang n. L'harmonique de rang n — 1 est aussi appelée Le fon- 
damental de f. 


NB : La série de Fourier converge point à point en f(#) si Le signal 
est continu et d'énergie finie sur une période. 


Représentation temporelle Représentation spectrale 


A À 


3 F0) 1-8 e an 
e b, 
üB 
a, T T T | T Î en, 
| 1 | 34671809 
2: Ü à —0.5 + 


l'ensemble des coefficients de Fourier (a,,,b,) détermine complè- 
tement la forme du motif périodique. C'est pourquoi, une autre fa- 
çon de représenter un signal est de fournir l'histogramme des coef- 
ficients de Fourier : on obtient ce que l'on appelle la représentation 
spectrale ou le spectre de Fourier de f. Par exemple, deux notes de 
même hauteur” jouées par deux instruments de musique différents 
présentent deux spectres constitués des mêmes harmoniques mais 
dont les poids relatifs diffèrent. Ces notes sont de hauteur identique 


mais de timbre distinct. 


Si la fonction f(t) est connue, on peut déterminer les coefficients de 
Fourier par intégration. Par exemple, si l'on prend la moyenne de la 
série de Fourier on trouve à. Le premier coefficient de Fourier repré- 
sente donc la composante continue de f : 


(Ti 
= fa 7 [ HO |© 7) 


Quand on multiplie le développement de Fourier par cos(n27vt) 
puis que l'on calcule la moyenne, tous les termes s'annulent sauf 
le terme a,,cos?(n 2rvt) qui vaut a, /2. On en déduit® 
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FIG. 9.3 : Passage de l'espace réel (tem- 
porel) à l'espace de Fourier (fréquen- 
tiel). 


5 : La hauteur est reliée à sa fré- 
quence, par exemple un Lay40 COrres- 
pond à un signal acoustique de fré- 
quence 440 Hz 


On rappelle que les fonctions cir- 
culaires (sinus et cosinus) sont de 
moyenne nulle et de valeur efficace 
1/V2. Plus généralement pour tout 
couple (m,n) d'entiers non nuls, on 
a 


O sinon 


1 
Sin(m x) Sin(nx) = { 2 


et 

sin(m x) coS(n x) = 0 
6 : Pour déterminer b, il suffit de 
multiplier la série de Fourier par 


HE “1e 
= = fé) cos(n2mvt) dé et b, = nl F(6) sin(n 2mvt) dt 


(9.8) 


Illustration sur un exemple 


Voyons par exemple comment un signal triangulaire se décompose 
en série de Fourier. Pour simplifier, prenons un signal triangulaire 
d'amplitude À et de période T = 15. Sa fréquence fondamentale est 
donc v — 1Hz. En vertu du théorème de Fourier, le signal se dêve- 
loppe comme suit : 


FE) = ao + ÿ a, COS(2mnt) + b, Sin(2rnt) 


n=1 


Tout d'abord, le signal présente une composante continue nulle. Par 
conséquent a, = 0. Ensuite, l'origine des temps est placé de telle 
sorte que la fonction est paire; par conséquent le développement ne 


Sin(n2rvt) puis de prendre la 
(ANPRNE temporelle. 
t 
4410 
+ ne 
—1 1 
—A + 


FIG. 9.4 : Signal triangulaire. 
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Rappelons que si f est paire, 


f(x) dx = 2 f(x) dæ 
—a 0 


Te + 


en 


e 
1234567889 


FIG. 9.5 : Spectre du signal triangulaire 


1 harmonique 


L\ 


Tr) 


\'/A LL 


\ 


peut contenir que des harmoniques paires. C'est pourquoi les coef- 
ficients b, sont tous nuls. Il ne nous reste plus qu'a déterminer les 
coefficients a, donnés par 


. 1/2 
— = f() cos(2rnt) dé 
2 1/2 
1/2 
—2 f() cos(2rnt) dt 
0 
” 1/2 
D = 2f (A — 4At) cos(2rnt) dt 
0 


où f(t) a été remplacée par la portion de droite d'équation À — 44t 
entret=0ett= +. On poursuit Le calcul en intégrant par partie : 


: 1/2 1/2 : 
2 
An 9 (A PP mnt) 2 AA sin(2rnt) d 
2 27n û ü 27mn 
: . - 4A cos(27nt) A 
_ (2rn)? à 
ay 2A 
d an (1 — cos(rmn)) 
Sachant que cos(rn) = (—1)”, on trouve finalement 
0 si n est pair 
An = À 84 et b, = 0 (9.9) 
Tu Sin est impair. 


Autrement dit, le signal triangulaire est exclusivement constitué d'har- 
moniques de fréquences multiples impaires de la fréquence fonda- 
mentale et dont les amplitudes décroissent assez rapidement. La hui- 
tième composante par exemple correspond à n = 15 et présente une 
amplitude 225 fois plus faible que celle du fondamental. 


On comprend dès lors que la convergence de la série de Fourier est 
ici assez rapide comme Le montre la figure ci-dessus. 


2 harmoniques 4 harmoniques 8 harmoniques 


A + A+ 


LV 


Ul 


FIG. 9.6 : Approximation du signal triangulaire en tronquant la série de Fourier à n = 1,3,7 et 15. 
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Notation complexe 


On peut reformuler le développement de Fourier en notation com- 
plexe. À partir de (9.6) et des relations d’Euler, on a 


co ein 2nvt se ein 2nvt ein 2nvt _ ein 2nvt 
FE) = + a ; +b, 
n=1 % 
O0 . . 
= an + An — Un ein2rvt L An + Ün e-in2rvt 
VE 2 2 
O0 
6) _ ÿ ce ein 27rvt 
—_ Attention, la somme s'étend sur Z! 


où c, est le coefficient de Fourier complexe donné par 


a, — ib . 
def | sin>0 def 
— 2 et Co — 


C_,* sin < 0 


Si l'on reprend les relations (9.8), on s'aperçoit que le coefficient de 
Fourier complexe se calcule via la formule 


ne 
En = 5 | f@e-r2midt avec nez |© (910) 
ee 0 


l'ensemble des modules des «, constitue le spectre de f en ampli- 
tude, alors que l'ensemble des arguments des c, donne le spectre 
en phase. Pour un signal réel on a c , = c,*, soit [e ,| = |c,| et 
arg(c_,) = — arg(c,). Autrement dit, Le spectre en amplitude est sy- 
métrique par rapport à l'axe n = 0, le spectre en phase anti-symétrique. 
Pour ces raisons, on se contente souvent de représenter les spectres 


pour les valeurs positives de n. 


Relation de Parseval 


La puissance moyenne du signal f(t) est proportionnelle au carré de 
sa valeur efficace. Or, chaque harmonique transporte également une 
puissance proportionnelle à sa valeur efficace. La relation de Parseval 
exprime simplement Le fait que la puissance du signal est égale à la 
somme des puissances transportées par Les différentes harmoniques, 


ce qui en terme de valeurs efficace se traduit” par la relation 7: On rappelle qu'un signal sinusoïdal 
d'amplitude a présente une valeur ef- 


ficace égale à a/V2. Quant au signal 
rm] def fe = a+ ss CE HUE O (911) constant d'amplitude a sa valeur eff- 
= dis = © « 9 ° cace vaut également a. 
= 


La relation (911) prend une forme particulièrement simple lorsque 
l'on fait intervenir les coefficients de Fourier complexes. En effet, sa- 


chant que c,.0 = 5(an — ibn) = co €t Co = @o, On obtient 


FP= Sn EN © (912) 


n—=—0O 
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len | 


5 5 
FIG. 9.7 : Spectre de u(t) 


DO 


e(t) s(t) 
—— Filtre — 
FIG. 9.8 : Filtre 


On adopte la notation complexe : 
e(t) _ E eï2rvt et s(t) — S'ei2rvt, 
Entrée 
ie 


Sortie 
ds 


| Quadripôle us 


FIG. 9.9 : Quadripôle électronique 


8: C'est-à-dire lorsque la sortie ne dé- 
bite aucun courant, comme c'est le cas 
lorsqu'on y branche un voltmètre ou 
un oscilloscope dont les impédances 
d'entrée sont suffisamment grandes 
pour être considérées infinies. 


Démonstration du théorème de Parseval 


Le développement de Fourier (9.6) peut aussi s'écrire : 


ft) = a+ A,cos(n2rvt+w,) avec 42=a2+b2 et ne 


n=1 


où À, représente l'amplitude de l'harmonique de rang n. Élevons au carré 
le signal : 


HAL) 209 >, À, COS(n2rvt +p,) 
+ ÿ]  À,4,,coS(n2rvt+v,)CcoS(m2nvt +4.) 


n,m 


Calculons maintenant la moyenne de f?(#) sur une période. Compte tenu 
des propriétés des fonctions trigonométriques, on obtient 


Fr | 42 CONPRTE P) 
2 = }2 2 n n 


Exercice - On enregistre à l'oscilloscope une tension électrique u(t) dont 
on donne le spectre en amplitude. On envoie cette tension aux bornes d'un 
voltmêtre en mode AC. Quelle valeur affiche-t-il sachant que sa résolution 
est de 10 mV? 

Rép. Le voltmétre affiche 0,98 V. 


9.2 Applications 


Filtrage analogique 


Considérons un système qui transforme un signal d'entrée e(t) en un 
signal de sortie s(t). On appelle filtre un tel système si: 


> Ses caractéristiques sont invariantes dans le temps; 
> Son comportement respecte le principe de superposition. 


Un filtre est caractérisé par sa fonction de transfert 


qui donne la réponse en régime sinusoïdal. 


En électronique, dans une chaîne d'analyse et de traitement du si- 
gnal électrique, on rencontre couramment des filtres sous la forme 
de quadripôles, c'est-à-dire d'éléments possédant deux bornes d'en- 
trée et deux bornes de sortie. Les grandeurs d'entrée et de sortie sont 
les tensions où les courants. La fonction de transfert correspond en 
général à la réponse en tension en boucle ouvertes : 


def Us(t) 


H(v) — (913) 


H est une grandeur complexe qui varie avec la fréquence, ou la pul- 
sation” w = 27 selon les préférences. Le module de la fonction de 
transfert renseigne sur Le gain en amplitude G alors que l'argument 
donne le déphasage sortie/entrée ©: 


H] = ms et p—areH (914) 


rms 


G=| 


Exemple : filtre RLC 


Étudions Le filtre formé par la mise en série d'un conducteur ohmique de 
résistance R, d'un condensateur de capacité C et d'une bobine de self- 
inductance L. Le signal d'entrée sera la tension aux bornes de l'ensemble 
et Le signal de sortie La tension aux bornes du conducteur ohmique. Nous 
reconnaissons un diviseur de tension, de sorte qu'en régime sinusoïdal 
on peut écrire 


On en déduit Le la fonction de transfert de ce filtre 
s() 1 
et) 1+5(#- 7x) 


4 Rappelons qu'en électricité on convient de remplacer Le nombre complexe à par 
j pour éviter les confusions avec l'intensité électrique. 


ll = avec w = 277 


Souvent, le filtre présente un gain significatif pour un certain inter- 
valle de fréquences alors qu'il est quasiment nul pour les autres fré- 
quences. Le filtre élimine alors certaines harmoniques du signal. Sui- 
vant l'allure du gain avec la fréquence on distingue différents types 
de filtre : 


> Le filtre passe-bas laisse passer Les basses fréquences et coupe 
les hautes fréquences; 

> Lefiltre passe-haut laisse passer les hautes fréquences et coupe 
les basses fréquences; 

> Le filtre passe-bande laisse passer les harmoniques situées 
dans une certaine bande de fréquences; 

> Le filtre réjecteur de bande coupe les harmoniques dans une 
certaine bande de fréquences. 


Passe-Bas Passe-Haut Passe-Bande 


> 


Gain G 


FIG. 9.11 : Types de filtre souvent rencontrés. 


Lorsque l'on injecte en entrée d’un filtre un signal périodique, chaque 
harmonique de rang n est atténuée d'une quantité G, = G{nr) et 
déphasée de 6, = (nr). En vertu du principe de superposition, on 
reconstitue le signal de sortie en sommant chaque harmonique une 
fois transformée par le filtre. Formellement, si a, et b, sont les coeff- 
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9: La pulsation s'exprime en rad/s. 


e(t) 


FIG. 910 : Filtre RLC 


Coupe-Bande 
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Gmax [ 


Gmax 
v2 


bande-passante Av 


Vo 


FIG. 9.12 : Courbe de réponse du circuit 
RLC. 


Entrée : 


cients de Fourier du signal d'entrée, alors le signal de sortie s'écrit 


s(#) = Giap+ 2 G, a, COS (n2rvt+ 9,]+ 7 G, b, sin [n 27vt + 6, 


n=1 n=1 


Pour illustrer notre propos considérons le filtre RLC de l'exemple pré- 


| cédent dont la réponse en tension vaut 


G = 5 avec w—=27v 
Vi+ (7) 


La FIG. 912 montre qu'il s'agit d'un filtre passe bande. La valeur des 
composants permet de régler la position et la largeur de la bande 
passante puisque l'on a 


en t Av— # 
V5 = SANEC e V'—= dE 
Ce type de filtre peut servir à sélectionner l'harmonique d’un signal. 
Par exemple, imaginons que l'on injecte en entrée un signal en forme 
de rampe de fréquence 100 Hz. Réglons les composants de façon à 
centrer la bande passante sur 200 Hz avec une largeur Ar = 4Hz. Le 
filtre est alors très sélectif : il élimine toutes les harmoniques sauf 
l'harmonique de rang n = 2. On peut constater sur la FIG. 913 qu'il 
s'agit d'un sinus déphasé de x : autrement dit, a, = 0 et b, < 0. 


CETTE FILTRE PASSE-BANDE 0.50V/div 


— Go 
1+jQ (£ : m) 


Go=1 


Fréquence de coupure = 200Hz 


Facteur de qualité Q = 50.5 


v=100HZ Vavg=0mV Vrms=577mV Vpp = 2000mV v=100Hz Vavg=0mV Vrmb=225mV| Vpp = 656mV 


FIG. 913 : Sélection de la seconde harmonique d'un signal périodique à l'aide d’un filtre passe-bande (simulation ©J.Roussel). 


10:-Banstidéalta<corde-doitétresans 
raideur et sans flexion. Par ailleur on 
suppose ici l'absence totale de dissipa- 
tion d'énergie. 


11 : La vitesse de propagation des 
ondes vaut c = /T'/u avec T la ten- 
sion du fil et y sa masse par unité de 
longueur. 


Physique de la corde vibrante 


Considérons une corde que l'on tend entre deux points fixes A et B. 
Lorsque l'on pince ou frappe cette corde, celle-ci se met à vibrer en 
entretenant certaines ondes stationnaires. 


On montre que le déplacement de la corde! y(x,t) obéit à l'équation 
d'onde 


où c est la célérité" des ondes transversales qui peuvent se propa- 
ger. On sait que les solutions s'écrivent comme combinaison de deux 


ondes progressives : 
DA DA 
y(x,t) = Y (e ) + do (e+ | (915) 


Les points À et B imposent des conditions aux limites puisque les 
deux extrémités de la corde sont fixes. Nous avons 


y(L,t)=0 —w(t-E)+W(t+EL)=0 ve | 
La première condition impose 4%, = —#, et la deuxième relation de- 


vient 


(en (+) v 


Autrement dit, #, est une fonction périodique de période T = 2L/c 
et donc de fréquence v, = c/2L. Ainsi, d'après Le théorème de Fourier, 
+, peut se décomposer en série de Fourier comme suit : 


dit) = ÿ a, COS(2mnv t) + b, Sin(27nr, t) 


n=1 


En injectant cette relation dans (915), on obtient 


OO 


(a, coS(2rnvot) + B, Sin(2rnrot)] x sin (+= 
=1 


—) (917) 


nm 


l'onde est stationnaire et la vibration est constituée d'harmoniques 
de fréquences 

Un = nv —= LETA 
Par ailleurs, la forme initiale de la corde impose une autre contrainte 
qui permet d'avoir accès aux coefficients de Fourier a., et B,. En effet, 
supposons que l'on déforme la corde à t = 0, puis qu'on la lâche sans 
imprimer de vitesse initiale. Si l'on note (x) la forme initiale de la 
corde, les conditions aux imites temporelles s'écrivent 


y(x, 0) = yo(x = De sin (TE =) 


y(x,0) = 0 Sn )sin (=) 


n=1 


La deuxième relation implique 8, — 0. La première relation per- 
met d'interpréter (x) comme une série de Fourier d'un signal pé- 
riodique de période T!, = 2L. Les relations (9.8) permettent d'obtenir 
les coefficients «,, 


de .. (NAT 
An = Yo(x) Sin (=) dx 


Par exemple, si l'on pince une corde de guitare en son milieu de façon 
a ce que la corde adopte un profil triangulaire, puis qu'on lâche la 
corde, on trouve 


: | ENS , 
an =0 Sin pair et de Le) 
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Attention, il s'agit ici d'une fonction 
spatiale! 


80 
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Autrement dit, la vibration ne contient aucune harmonique paire. La 
deuxième harmonique est 9 fois plus faible que la fondamentale etc. 
Comme tout guitariste Le sait, le timbre du son émis dépend -entre 
autres- de l'endroit où l'on pince la corde. 


9.3 Conclusion 


Nous aurions pu illustrer l'exemple historique de l'équation de la cha- 
leur ou encore de nombreux problèmes ondulatoires telle la propa- 
gation des phonons dans un cristal ou l'équation de Schrôdinger en 
mécanique quantique, etc. Ce vaste champ d'application est sans au- 
cun doute la raison du succès de ce «couteau suisse » qu'est l'analyse 
de Fourier. Et l'histoire ne s'arrête pas là, comme nous allons le voir 
au chapitre suivant. 


TRANSFORMÉE DE FOURIER 


Jusqu'à maintenant nous n'avons envisagé que des signaux pério- 
diques dont nous avons mis en évidence la décomposition en série 
de Fourier, et où le poids de chaque harmonique se distribue selon 
un histogramme que l'on appelle spectre du signal. 


Hélas, certains signaux ne sont pas périodiques. On peut penser aux 
impulsions lumineuses, au potentiel d'action d'une fibre nerveuse, 
au signal acoustique du langage etc. Les notions d'harmoniques et de 
spectre ont-ils encore un sens? Ce chapitre répond à cette question 
et montre le rôle unificateur que joue la transformée de Fourier dans 
différents domaines de la physique. 


Version en ligne 


https: 
//femto-physique.fr/omp/transformee-de-fourier.php 
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Du discret au continu 


Nous avons établi dans le chapitre précédent que tout signal pério- 
dique physique peut s'écrire en notation complexe 


= ) ein2rvt avec v = — 
Jr ( ) Cn V T 


N——0O 


où «, est un ensemble discret de coefficients complexes donnés 
par 
1 [7/2 

En = = f(tje in2rmvtdt avec nez 

co | —T/2 
Considérons dorénavant un signal f(t) non périodique. On peut tou- 
jours considérer que le signal représente un unique motif d'un signal 
périodique dont la période tendrait vers l'infini. En d'autres termes, 
on peut considérer que le signal est de fréquence  — 0 et que les 
harmoniques balayent tout l'espace des réels; le spectre discret deve- 
nant alors continu. Voyons comment cela se traduit mathématique- 
ment. D'après les relations précédentes, un signal périodique peut 
s'écrire 


co T/2 
fr (t) = ÿ É im sr ein 2rvt 


Faisons tendre T —+ œ c'est-à-dire v — 0: 


O0 


FE) = lim ÿ Sr f() e—in2rvt dr h 


0 
n=—00 
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1 : Rappelons qu'une intégrale peut 
être vue comme une somme de rec- 
tangles sous la courbe avec un espa- 
cement tendant vers 0. Mathématique- 
ment on a l'identité 


oO 


Î g(v) du = lim Lx g(nv)v 


n=—0o 


Il, (t) 


1 1 
—2T 27 


FIG. 101 : Fonction porte. 


sin | 


| 
1 
F 


14 


FIG. 10.2 : Spectre en puissance d'une 


fonction porte de largeur temporelle 7. 


On reconnaît ici une intégrale au sens de Riemann!. Ainsi, un signal 
non périodique peut formellement s'écrire 


f(é) =) ei2rvt jl re e—i2rvt dt’ | dv 
Le terme entre crochets est appelé transformée de Fourier. 


Intégrale de Fourier 


Tout signal physique peut se décomposer en une intégrale de 
Fourier, de la forme 


f(E) = Î | F(v) e2rvt dv (101) 


où f(v) désigne la transformée de Fourier du signal. f(v) est une 
fonction continue à valeurs complexes, définie par 


fur= [re-vrvtdi (102) 


4 Précisément, on restreint l'étude à tous les signaux de carré sommable pour les- 
quelles JÈ |f(#)|? dé est finie, c'est-à-dire des signaux qui transportent une éner- 
gie finie. 


La transformée de Fourier f(v) est une fonction continue de la fré- 
quence et joue Le même rôle que les coefficients de Fourier du signal 
périodique. La relation (101) peut s'interpréter comme une somme 
continue d’harmoniques complexes, la fonction f(v) traduisant le 
«poids relatif» des diverses fréquences. 


Exercice - Calculer la transformée de Fourier d'une fonction porte de lar- 
geur temporelle 7 définie par : 


1 silt| < ir 
ii 2 
0 sinon 


Rép. - Il, () = rsinc(rvr) 


Le graphe de | f| en fonction de la fréquence est appelé spectre d'am- 
plitude du signal, alors que le graphe de | 2 est son spectre en éner- 
gie. Par exemple, la densité spectrale de puissance d'une fonction 
porte à la forme d'un sinus cardinal au carré (cf FIG. 10.2). On voit no- 
tamment qu'un tel signal contient des harmoniques dont les valeurs 
s'étendent jusqu'à l'infini. Toutefois, l'essentiel des harmoniques se 
situe dans un bande de fréquence définie par 


1 
ul < = 
- 


En d’autres termes, plus brêve est l'impulsion, plus vaste est le do- 
maine des harmoniques qui constitue le signal. De façon équivalente, 
plus courte est la résolution temporelle avec laquelle on veut analy- 
ser un signal plus large sera la bande passante de l'analyseur em- 
ployée pour traiter le signal. 
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La relation de Parseval f? = ÿ lc. P rencontrée dans le Chapitre 9 


prend également une forme intégrale lors du passage au continu. On 
obtient 


2 Ge = f(v)P du © | 
{ro l lñ ] (10.3) 


Autrement dit, l'énergie totale d’un signal ne dépend pas de la repré- 
sentation choisie : fréquentielle où temporelle. 


Exercice — Vérifier La relation (10.3) sur l'exemple de la fonction porte sa- 


chant que 
{sinx\? 
JR T 


Certains préfèrent une décomposition spectrale en pulsation (w) plutôt 
qu'en fréquence (v). Dans ce cas les transformations de Fourier s'écrivent 


f() = — fo ei“t dw avec f(w) = — [ro e-ivt dt 


Quelques propriétés de la Transformée de Fourier 


On dit que (+) et f(v) forment une paire de transformées de Fourier. 
On passe de l’une à l'autre par une transformation de Fourier (TF) ou 
transformation de Fourier inverse (TF1): 


TF x 
OO —  fE) 


TE! 


Énonçons? quelques propriétés de la transformée de Fourier des si- 
gnaux réels : 


Linéarité - En vertu de la linéarité de l'intégration, la transformation 
de Fourier est aussi une opération linéaire : 


af(o+bg@) = af) +04) 


Parité —- Si f(t) est une fonction paire alors f() est réelle et paire. 
si f(t) est une fonction impaire alors f() est imaginaire et im- 
paire. Dans tous les cas, |f()| est une fonction paire, c'est pour- 
quoi, on restreint parfois sa représentation sur R*. 

Translation - Translater un signal dans le temps revient à déphaser 
la transformée de Fourier : 


fG … T) = e-?2ri UT f() 


Dilatation - Toute dilatation de l'échelle des temps conduit à une 
contraction inverse de l'échelle des fréquences et réciproque- 
ment. Mathématiquement, on a 


J(t/a) +  af(ar) 


2: On donne ici des résultats faciles à 
démontrer à partir des relations (101) 
et (10.2). 
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signal modulant 


x f(v) 


signal modulé 


a 8(7) 


J\ 


À. 


—L9 


vo 


FIG. 10.3 : Effet d'une modulation dans 


l'espace de Fourier. 


Dualité - Cette propriété permet d'obtenir facilement de nouvelles 
paires de transformées de Fourier à partir de paires déjà connues. 
En effet, 


sif(t = f(v) alors f(— = f() 


Théorème de modulation 


Pour capturer ou transmettre un signal utile f(t), on procède parfois 
à une modulation d'amplitude. Cela consiste à utiliser Le signal f(t) 
comme facteur modulant l'amplitude d'un signal sinusoïdal de haute 
fréquence 1. Le signal ainsi constitué s'écrit 


s(t) = f(t) - cos(2rrt) 


Le signal s(t) est appelé signal modulé et l'harmonique est la por- 
teuse. 


Exemple 


Les premières émissions radiophoniques furent transmises par modu- 
lation d'amplitude d'une onde électromagnétique (la porteuse) de fré- 
quence située dans la bande [150 kHz — 281 kHz]. 


Cherchons quelle est l'allure du spectre d'un tel signal modulé. Ap- 
pelons f(r) la transformée de Fourier du signal utile puis calculons 
celle de s(t) en utilisant l'identité cos(x) = 2 (e* + ei?) : 


: 1 . , 
S(v) _ 1556 (ei2rvot SE Êr-70) e—i2rvt dt 
R 


1 . 1 . 
= LE [ro e—i2r(v—vo)t dt ne [10 e—i2r(v+vo)t dt 
2 R 2 R 


Théorème de modulation 


Après modulation d'une porteuse de fréquence 1, le spectre est 
simplement translaté de +, (au facteur 1/2 près). 


Cette translation dans l'espace des fréquences peut présenter plu- 
sieurs intérêts : 


* faciliter la transmission du signal. On peut penser au trans- 
port à travers une fibre optique dans laquelle la transparence 
est maximale dans le domaine des infrarouges, d'où l'intérêt 
de transporter le signal utile via une modulation d'un faisceau 
infra-rouge. 

> Se protéger des signaux bruités. En général tout dispositif de 
traitement du signal produit du bruit surtout à basse fréquence. 
Moduler un signal utile permet de le déplacer dans un domaine 


10.2 impulsion de Dirac | 85 


fréquentiel épargné par le bruit; il suffit alors d'opérer un fil- 
trage passe-haut pour récupérer le signal modulé exempt de 
bruit puis de procéder à une démodulation. 


Relation temps-fréquence 


Comme on l'a vu, toute dilatation de l'échelle des temps conduit à une 
contraction inverse de l'échelle des fréquences et réciproquement. 


Mathématiquement, on a 3 : Le facteur multiplicatif a figurant 
devant f est sans importance puisqu'il 
A ne change pas le poids relatif des di- 

J(t/a) +  af(ar) 


verses composantes spectrales. Il faut 
le voir comme une constante de nor- 
malisation permettant de respecter la 


Illustrons cette propriété sur l'exemple de la fonction «porte ». IL est ob de re | 


naturel de définir la largeur temporelle d'une fonction porte par At = 
r. De même, on peut introduire une largeur spectrale du spectre via 11.(#) 
Av = 2/7. Ainsi les largeurs spectrale et temporelle sont liées via No 


Av x At =2 


Autrement dit, augmenter la durée du signal d’un facteur a entraîne 
une contraction du même facteur de la largeur spectrale. Cette pro- — 
priété est généralisable. Le produit de l'extension temporelle At d'un ir 
signal par l'extension en fréquence Az est de l'ordre de l'unité 


NI 
à 


Av x Ati |©Q (10.4) 


où le symbole = 1 signifie que le produit donne une constante de 
l'ordre de l'unité qui dépend de la façon dont sont définies les exten- 
sions temporelle et spectrale. l l l l l 
2 _1 0 1 2 
Donnons un exemple concret: la transmission analogique d'une émis- TN 
sion de télévision dans le standard PAL nécessite d'émettre 25 fois par FIG. 10.4: Fonction porte et son spectre 
seconde 625x720 (lignes x pixels) signaux individuels. Ainsi, la durée en puissance. 

de chaque signal qui règle la teinte d'un point de l'écran à un instant 

donné ne peut dépasser 


At = L L : S 
7 25 x 625 x 720 11,25 : 105 


Dans ces conditions, (10.4) montre que le signal occupe dans l'espace 
de Fourier une bande de largeur Av = 10 MHz. Les signaux de télévi- 
sion étant véhiculés par des ondes hertziennes (autour de 200 MHz), 
on comprend pourquoi on ne peut recevoir qu'un nombre relative- 
ment limité de canaux. 


10.2 Impulsion de Dirac 
Définition 


l'impulsion de Dirac a été inventée pour étendre le concept de trans- 
formée de Fourier aux fonctions périodiques. Mathématiquement, l'im- 
pulsion de Dirac relève de la théorie des distributions qui sort large- 
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> t 


FIG. 10.5 : Représentation d'une impul- 
sion de Dirac. 


ment du cadre de ce cours. On se contentera donc d'une approche 
heuristique. 


On appelle impulsion de Dirac, un «signal», noté ô(t), qui est nul 
partout sauf en { — 0 avec la condition 


fs dé=1 
R 


On peut interpréter l'impulsion de Dirac comme une fonction porte 
dont ont fait tendre la largeur vers O tout en maintenant une aire 
sous la courbe égale à 1: 


ô(é) = lim LIL (6) 


T0 T 
On la représente par une flèche située en & = 0. 
Nous avons déjà calculé la transformée de Fourier d'une porte. En 


faisant tendre 7 — 0 on obtient la transformée de Fourier d'une im- 
pulsion de Dirac : 


TF[O(t)] = : lim rsinc(rvr) = 1 


T T0 


En vertu de la propriété de dualité, on en déduit donc 
OG), = 1 et 1 —  ôü(v) 


L'impulsion est donc constituée d'une infinité d'harmoniques de même 
poids. Inversement, la fonction constante a pour transformée de Fou- 
rier un «Dirac» centré en v = 0. 


La fonction de Dirac joue un rôle intéressant lorsqu'elle intervient 
dans une intégration. En effet, puisque ô(t) est nulle partout sauf en 
t = 0, on peut écrire f(t) x ô(t) — f(0) x d(t). Par conséquent, 


[ro ô(t) dt = f(0) | O (10.5) 
R 


| Exercice - Calculer la transformée de Fourier d'une impulsion de Dirac à 
l'aide de la définition (10.5). 


Spectre d’un sinus 


Une fois définie l'impulsion de Dirac, on obtient aisément la transfor- 
mée de Fourier des fonctions circulaires. Pour cela il suffit d'utiliser 
le théorème de modulation : 


fG)cos(2rt) = 


He vo) + Î(v Vo) 
LF( =) Ju Vo) 


fÉ)sn@rst) = 


ft) = cos(2rot) 


AAAAARARARARAN AT: 


f(t) = sin(2rvot) 


À 
RRPRRRARRRRARR A: 
FIG. 10.6 : Représentation de f(t) et f&) pour les fonctions circulaires. 


En choisissant f(t) — 1 on en déduit 


coS(2rwt) = | [ô(v — vo) + d(v + 1) 
. Q (10.6) 
Sin(2rwt) = 7 Lô(7 — vo) — 8(v + )] 


Relation entre série de Fourier et transformée de 
Fourier 


Considérons tout d'abord un signal périodique f(t) de période 7; qui 
peut se décomposer en série de Fourier. On a donc 


FC) = ao + ÿ an COS(n 270 t) + b, Sin(n 272 t) 


n=1 


Ce signal n'est pas de carré sommable“ et ne présente pas de trans- 
formée de Fourier au sens classique du terme. Cependant, on peut 
définir une transformée de Fourier d'un tel signal au sens des distri- 
butions. En effet, nous venons de rencontrer les paires de transfor- 
mées suivantes : 


4: En effet [Ir ét = _ 
R 


CoS(2rvpt) = SL — 20) + 6 + Vo)] 
sin(2rrot) = - [ô(v — v5) — ô(v + v)] 
On peut donc écrire par linéarité 
n _ An bn 
fo) = 060) + D PH nv) + 8e + nv0)] + 22 [Bu — nv) 
n=1 
San — y . On + bn 
= apô(v) > 5 O(v — n15) + 5 ô(v + nv) 
fo) = Na ë&- nv) 


On obtient ainsi un ensemble d'impulsions de Dirac situées tous les 
multiples de z, et dont Le poids est Le coefficient de Fourier associé 
à la fréquence nr». 
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f(v) 
2] 
RU | > v 
ext 0 
i ft) 
14 4 
a Î . > V 
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FIG. 10.7 : Relation entre série de Fou- 
rier et transformée de Fourier. 


FIG. 10.8 : La transformée de Fourier 
d'un signal périodique de période Ty 
est un peigne de Dirac de pas z,, mo- 
dulé par la transformée de Fourier du 
motif de base, ici un sinus cardinal. 


Transformée de Fourier d'un signal périodique 


Au sens des distributions, la transformée de Fourier d'un signal 
périodique de fréquence , est un peigne de Dirac de pas ,, mo- 
dulé par les coefficients de Fourier. 


Autrement dit, la périodicité d'un signal se traduit dans l'espace de 
Fourier par l'existence d’un peigne de Dirac dont la modulation est 
intimement liée à la forme du motif de base; précisément à sa trans- 
formée de Fourier comme nous allons le voir. En effet, si l'on note 
m(t) le motif de base défini par 


ne 1 site [0, To 


sinon 


on peut écrire le signal f(t) sous la forme 


+00 


FO = SI m(t-nT,) 


n——CO 


IL s'agit bien d'un signal périodique de période 7. En vertu du théo- 
rême de Fourier, on peut décomposer f(t) en série de Fourier : 


+00 1 To 
ft)= J cet avec c, = |  f(t)e-in2rot dé 
n==oœo on To 0 


Or, dans l'intervalle [0,7;], on peut remplacer f(t) par m(t). Et comme 
m(t) est nulle en dehors cet intervalle, on a 


1 Î . Le 
= — | mt)e-i2r0wolt dt = —_ Fi(ns) 
TR To 


Finalement, la transformée de Fourier d'un signal périodique de pé- 


m(t) af (€) 
_] t LIL t 
—To To 
Am(v) 4f@) 
> ? — À | ke F ? 
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riode T, est un peigne de Dirac de pas 1/7;, modulé par la transfor- 
mée de Fourier du motif de base. 


Exercice - Montrer qu'un peigne de Dirac de pas T, s'écrit 


2 1 ue ;2rnt 
fe Se © 


0 n——-0 


En déduire la TF d'un peigne de Dirac de pas T,.. 


10.3 La transformée de Fourier en 
sciences-physiques 


L'analyse spectrale est un outil dont le champ d'application est très 
large. Voici quelques exemples tirés des sciences-physiques. 


Réponse d’un filtre 


Revenons aux filtres analogiques étudiés dans le chapitre précédent. 
La relation entre la sortie et l'entrée est modélisée par une équation 
différentielle linéaire à coefficients constants du type 


d'e(t) ds(t) 


de(t) 
An gun dt 


dt 


ds(t) 
M qi 


= Bose) +8 +.+8 


ap e(t)+a 


Prenons maintenant la TF de cette équation en utilisant la proprié- 


té 
df() 


à i2rv f(v) = iwf(v) 


On obtient 
[ao + wa, +... + (iw)'a,] er) = [Bo + iwbs +... + (iw)"8,,] 8(v) 


Si l'on pose la fonction de transfert comme le rapport 


= ap + jw oi +. + (jw)" a, 


. - - avec w—=2Trv 
Bo + je Bi +. + (ju) Br 


on trouve que dans l'espace de Fourier, l'action d'un filtre se résume 
à une simple multiplication : 


$(v) = H(v) x é(r) 


Comme on l'a déjà vu pour les signaux périodiques, chaque com- 
posante spectrale du signal d'entrée est multipliée par la fonction 
de transfert. On retrouve alors le signal de sortie temporel par une 
simple transformée de Fourier inverse : 


s(t) = Î [H(v}E(&)] et de 


Imaginons maintenant que l'on excite un filtre à l'aide d’une impul- 
sion de très courte durée assimilable à une impulsion de Dirac:e(t) = 


FIG. 10.9 : Peigne de Dirac de pas T5. 
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5 : Ces algorithmes sont appelés FFT 
pour Fast Fourier Transform et sont 
couramment implémentés dans de 
nombreux dispositifs (Logiciels, oscillo- 
scopes numériques, RADAR, etc). 


FIG. 1010 : Champ électrique rayonné 
lors d'une émission atomique. 


6 : Un détecteur optique est sensible 
au flux énergétique p. (en watts) qui 
vaut, pour une onde plane monochro- 
matique, D. = 2 IE (v)P, où S est 
l'aire du détecteur. 


Kô(t). Le signal de sortie est alors appelé réponse impulsionnelle. 
Puisque é(v) = K, la réponse impulsionnelle s'écrit 


s(t) = K ] How é ride 


Autrement dit, H est la transformée de Fourier de la réponse impul- 
sionnelle. On peut donc caractériser complètement un filtre en ana- 
lysant sa réponse impulsionnelle. En pratique, on échantillonne la ré- 
ponse impulsionnelle puis on utilise un algorithme de calcul rapide 
de transformée de Fourier”. 


Profil spectral d’une raie 


Dans une lampe à décharge ou un tube fluorescent, la lumière est 
produite par une décharge électrique dans une ampoule contenant 
un gaz. Un système dispersif, tel un prisme où un réseau de diffrac- 
tion, permet d'effectuer une analyse spectrale de la lumière émise 
par une telle source. Le spectre ainsi obtenu est constitué de raies 
caractéristiques du gaz et représente son spectre d'émission. 


À l'échelle microscopique, la décharge électrique excite Les électrons 
périphériques des atomes constitutifs du gaz en les portant à des ni- 
veaux d'énergie instables. C'est lors de la désexcitation qu'une émis- 
sion d'onde électromagnétique se produit. Dans une approche clas- 
sique de l'interaction entre matière et rayonnement on peut mon- 
trer que le champ électrique rayonné prend la forme d’un oscillateur 
amorti : 


e M sit>0 


| (10.7) 
0 sinon 


E(t) = Eçcos(2rvit)-gft) avec gt) = { 


où À est un coefficient d'amortissement lié à la durée de vie de l'état 
excité, et , la fréquence de la transition observée. 


l'intensité du rayonnement est proportionnelle à E2(t), et d'après le 
théorème de Parseval on a 


[#6 dt = J'Evra 


où |E(v)|? représente la densité spectrale d'énergie du signal. C'est 
précisément ce que l'on mesure lors d’une analyse spectroscopique, 
à une constante multiplicative prèsf. Cherchons donc quelle est l'al- 
lure de la raie spectrale associée à une telle émission en déterminant 
la transformé de Fourier de E(t). Pour cela, commençons d'abord par 
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déterminer la TF de gt) : 


du) = Jane vd 
R 
—_ Î e-\te-—i2rvt dt 
0 
: e—i2rvt—At 2e 
À +i27v d 
à 1 
LS D À +i27v 
1 g(v) 
Le spectre en énergie de g(t) s'écrit |[g(w)|? = =. Son graphe À 
p gie de g(t) 19(v) Ar grap 
a la forme d'une courbe en cloche appelée courbe de Lorentz ou lo- 
rentzienne. 
Utilisons maintenant le théorème de modulation : 
1 : ie 
E(t) = E,cos(2rvt) x g(t) = 5 Eolÿ(v — V9) + 9(v + 1)] d 
FIG. 10.11 : Courbe de Lorentz. 
Si l'on se restreint aux fréquences positives, Le profil spectral est une 
lorentzienne centrée sur la fréquence w. lË()P2 
= Es? /4 
POLE - - 
X2 + [2r(v — v)] 
Av: 2 
Sa largeur spectrale est liée au temps de vie de l'état excité 7 = 1/À 
via la relation ; 
_ — L > L 
AVip2 XT = . (10.8) Da 
FIG. 10.12 : Profil d'une raie atomique. 


On retrouve la dualité temps-fréquence déjà discutée. D'ailleurs en 
multipliant la relation précédente par la constante de Planck h, on 
obtient la relation d'indétermination d'Heisenberg 


AEXxT=Rh 


En réalité, une source est constituée d’un grand nombre d’atomes 


t t ta ta ts 
| L L 4 L À 
Ÿ Ÿ 


nana fnaneannndtannr 


FIG. 10.13 : Forme d'un train d'ondes quasi-harmoniques. Les flèches indiquent les instants de désexcitations aléatoires. 


se désexcitant de façon imprévisible. Par ailleurs, Les collisions inter- 
atomiques ont pour effet de provoquer des désexcitations supplé- 
mentaires et de réduire la durée de vie du niveau excité. Le rayonne- 


ment produit a l'allure d'un train d'ondes dont le spectre reste lorent- 7: Le temps caractéristique r est tel 

zien, mais s'élargit” du fait des collisions. que ? = + +2 OÙ ro est la durée 
de vie du niveau excité et 7, le temps 
moyen entre deux collisions. 


RMN 


La résonance magnétique nucléaire (RMN) est une technique d'ana- 
lyse moléculaire qui consiste à plonger un échantillon dans un champ 
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Rotating Signal 

RF pulse sample tube decay 
with time À 
generator AE RF detector | 


Magnetic field N 
(e.g., 70,500 gauss) 


analyzer 


F1G. 10.14 : Schéma d'une chaine de mesure RMN. 


magnétique B, intense. Dans ce cas, certains noyaux atomiques se 
comportent comme des oscillateurs dont la fréquence dépend du 
champ B, et de l'environnement électronique du noyau. 


En envoyant un pulse électromagnétique sur l'échantillon, on excite 
8: Puisqu'une impulsion idéale (de Di- tous ces oscillateurs. En calculant la TF de la réponse de l'échan- 
rac) présente un spectre plat sur R. tillon on accède au spectre RMN qui contient autant de pics qu'il y a 
d'oscillateurs différents. 


Spectroscopie par transformée de Fourier 


La spectroscopie par transformée de Fourier est une importante tech- 
nique qui permet d'accéder au spectre d'émission d'une source où au 
spectre d'absorption d'un échantillon. Le principe repose sur l'utilisa- 
tion d'un interféromèêtre de Michelson réglé en lame d'air. Il s'agit de 
mesurer le signal d'interférence en fonction du décalage optique in- 
|— capteurt"oduit par le déplacement du miroir mobile de l'interféromètre. On 

accède alors à un signal - dit interférogramme - J(r) où 7 est un 

temps qui correspond au retard optique 7 = 2x/c introduit par le 
S séparatrice déplacement du miroir. Ce signal permet de remonter au spectre de 


FIG. 10115 : Principe de l'interféromêtre [a source par Le calcul d'une transformée de Fourier. 
de Michelson. 


_ déplacement x 


A Spectre 
T > WW 
wp 
, Spectre 
À 7 
wo 


FIG. 1016 : Relation de dualité entre spectre et interférogramme. 


9: Onparlealors deFTIRacronymean- Cette technique est implémentée dans de nombreux spectrophoto- 
glais pour Fourier Transform Infrared mètres notamment InfraRouge”, car elle offre une meilleure résolu- 
FRANCE tion que Les spectromètres à réseau. 


Techniquement, on montre que l'interférogramme s'écrit 


No = Sn fi J &(v) cos(2rvr) dy] avec l diet 
R R 
EE 
terme d'interférence f(r) 


10.3 La TF en sciences-physiques | 93 


où $(v) est le spectre normalisé de la source. Comme &{x) est une allie jt 
quantité réelle, Le terme d'interférence est la transformée de Fourier Ë “in 
inverse du spectre; réciproquement le spectre est la transformée de 
Fourier du terme d'interférence : lis 


Source 


fu) = Î S)emr de = 5(0) = Î fre" dr 


R R 


al j——— 
La diffraction, une transformée de Fourier naturelle F6: 10172 S6héma d'un Spectraphoté: 
mètre 


Éclairons une pupille diffractante par une onde plane lumineuse en 
incidence normale, puis observons la lumière diffractée sur un cap- 10: Idéalement à l'infini ou, ce qui re- 
teur placé à grande distance!®. On montre que l'onde diffractée dans vient au même, au foyer d'une lentille. 
la direction donnée par Le vecteur d'onde # s'écrit 
_ En 27 
DD « | Hg) eddy avec k= (10.9) 
(S) 


OÙ À — (x,y) repère un point P de la pupille et t(x,y) désigne la 
transparence de la pupille diffractante au point P. On peut exprimer 


FIG. 10118 : Paramétrage du problème 
de diffraction en champ lointain. 


k en fonction des angles de diffraction @, et CE 


2T 


À 


2T 


E = 
À 


SIN RU + = SInd, 4, + Et 


de sorte que le terme de phase s'écrit 


EE 


2 : : 
k.r=— Se sin 0, +ysin0,) = 2r(xv, + yv,) 


où l'on fait intervenir les variables duales (v,,v,,) conjuguées"" à (x,y). 11: De la même façon, pour les si- 
v, et v, Sont appelées fréquences spatiales. Finalement, l'onde dif-  gnaux temporels, la fréquence v est 


2 : . She a conjuguée à la variable t. 
fractée dans la direction k s'écrit le 


TO | Le, y) er) dedy = TEalt(æ, y] (1010) 
(S) 


où TF4 est la généralisation de la transformée de Fourier à deux di- 
mensions. 


Par exemple, prenons comme pupille diffractante un écran percé par 
une ouverture rectangulaire de longueur 2a et de largeur 2b. Sa fonc- 
tion de transparence est nulle en dehors du trou et vaut 1 pour tout 
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point situé dans le trou; en d’autres termes elle s'écrit comme un 
produit de deux fonctions portes : 


t(x, y) — (x) X (y) 


Le calcul de la TF,, est grandement simplifié car Le domaine d'inté- 


pupille diffractante (z=0) diffractogramme (z = 7 m) 


FIG. 1019 : Pupille diffractante (à 
gauche) et tache de diffraction (à 
droite). Simulation réalisée pour À = 
700nm, a — 0,56 mm, b — 3a et 
2=7Mm. 


gration est un rectangle : 


DCE) œ TF[IL, (x)] x TF[Iby(y)] = (dab)sinc(2rav,,) x sinc(2xbv) 


l'intensité lumineuse détectée étant proportionnelle au carré de l'am- 
plitude diffractée, on trouve finalement 


I) = I, [sinc(2rav,) x sinc(2rb, )” 


La répartition de l'intensité est représenté FIG. 1019. On retrouve la 
propriété de dualité selon laquelle une petite dimension spatiale en- 
traîne un étalement dans l'espace de Fourier, c'est-à-dire un élargis- 
sement des taches de diffraction. Notez que la symétrie de l'obstacle 
se retrouve dans la tache de diffraction. 


De la même manière, on peut obtenir des informations sur la struc- 
12 : Onde électromagnétique dont la ture des cristaux en observant la diffraction des rayons X'? par ces 
longueur d'onde est de l'ordre de là cristaux. On montre que les rayons X sont essentiellement diffusés 
distance inter-atomique dans les cris- 2 : , L 
Ci par les électrons de sorte que la fonction de transparence d'un échan- 
tillon cristallin est proportionnelle à la densité électronique ». Le cli- 
ché obtenu après diffraction des rayons X par un cristal est donnée 


par ITF4[p(x, Y,; 2)] Be 
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LOIS DE L'OPTIQUE 
GÉOMÉTRIQUE 


Ce premier chapitre rappelle les bases de l'optique géométrique : la 
notion de rayon lumineux, d'indice de réfraction, les lois de la ré- 
flexion, de la réfraction et de la dispersion. 


Version en ligne 
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11 Nature de la lumière 


La question de la nature de la lumière fut probablement l'une des 
interrogations les plus fécondes en physique : elle est, en quelque 
sorte, à l'origine des théories géométrique, ondulatoire, électroma- 
gnétique, relativiste et quantique de la lumière. 


Aspects historiques 


La question de la nature de la lumière remonte à l'antiquité. Pytha- 
gore, Démocrite, Aristote et les autres avaient déjà construit une théo- 
rie de la lumière et la propagation de la lumière en ligne droite était 
déjà connue d’Euclide (300 ans av. J.C.). La chute de l'empire romain 
(475 ap. J.C) a ensuite fortement freiné le développement scientifique 
et il faudra attendre la fin du 16ème siècle pour voir renaître la phy- 
sique. C'est à cette période que l'on enregistre de grands progrès en 
optique, tant du point de vue expérimental que théorique. 


AU niveau théorique, deux conceptions s'affrontent. Newton, pêre de 
la mécanique classique, défend une description corpusculaire de la 
lumière. Pour lui, le phénomène de diffraction de la lumière rappor- 
té dans l'ouvrage du père Grimaldi (publié à titre posthume en 1665) 
s'explique par une inflexion de la lumière par la matière : on voit 
ici une vision purement mécaniste. À la même époque, Huygens dé- 
fend une description ondulatoire de la lumière. Mais le succès des 
Principia Mathematicæ et le rayonnement de Newton dans le monde 
scientifique ont certainement freiné le développement de la théorie 
ondulatoire. IL faudra attendre plus d'un siècle pour que les idées 
d'Huygens soient reconnues. 


Citons quelques repères historiques relatifs aux progrès en optique 
géométrique : 


1590 Zacharias Janssen invente le microscope 

1609-1610 Galileo Galilei construit une lunette astronomique avec la- 
quelle il découvrira les taches solaires et 3 satellites de Jupiter 
(Callisto, Europe, Ganymède) 
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1611 Johannes Kepler découvre la réflexion totale interne, une loi 
de la réfraction pour de petits angles et les lois des lentilles 
minces. 

1613 Galileo Galilei démontre la rotation du soleil grâce à l'observa- 
tion des taches solaires. 

1621 L'astronome néerlandais Willebrord Snell découvre les lois de 
la réfraction. 

1637 René Descartes démontre mathématiquement que les angles 
des arcs-en-ciel primaires et secondaires dépendent de l'angle 
d'élévation du soleil. 

1657 Pierre de Fermat introduit le principe du temps minimal en op- 
tique. 

1665 Le Père Grimaldi constate qu'au contour des obstacles où au 
bord d’un trou, la lumière subit un éparpillement, et appelle ce 
phénomène diffraction. 

1676 l'astronome danois Ole Rémer compile les orbites des lunes de 
Jupiter pour mesurer la vitesse de la lumière qu'il estime à un 
diamètre de l'orbite terrestre en 22 minutes. 

1678 Christian Huygens introduit Le principe de sources de front d'ondes. 

1704 Isaac Newton publie Opticks, ouvrage dans lequel il expose une 
théorie corpusculaire de la lumière. 


Notion de rayon lumineux 
Postulat de l'optique géométrique 


La lumière (l'énergie lumineuse) est décrite par un ensemble de 
rayons lumineux indépendants. Ces rayons lumineux sont carac- 
térisés par une direction de propagation # et une vitesse de pro- 
pagation v. 


Ces rayons lumineux se propagent en ligne droite dans tout milieu 
homogène à une vitesse qui dépend du milieu. Dans le vide, toute 
lumière se propage en ligne droite à la vitesse 


cæ3-108 ms! 


l'optique géométrique s'intéresse au trajet qu'empreinte la lumière 
à partir des propriétés des milieux qu'elle traverse. 


Le spectre électromagnétique - Bien que ce cours ne traite pas des 
aspects ondulatoires de la lumière, il faut toutefois rappeler que la 
lumière est une vibration électromagnétique qui se caractérise par 
une longueur d'onde À - déplacement de l'onde pendant un cycle de 
vibrations - et par une fréquence z - nombre de cycles par seconde. 
La fréquence et la longueur d'onde sont liées par la relation 


À=- NM (11) 


172 


Le spectre électromagnétique est quasi-totalement invisible pour un 
œil humain (cf FIG. 11), sauf une petite portion dite spectre visible 
qui s'étend du rouge au violet en passant par toutes les couleurs de 
l'arc-en-ciel (communément divisé en rouge, orange, jaune, vert, bleu, 
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FIG. 111 : Spectre électromagnétique. 


indigo et violet). La couleur de la lumière est avant tout une question 
de perception par l'œil et d'interprétation par le cerveau. On retiendra 
que le spectre visible correspond à l'intervalle 


400 nm < visible < 750 nm 


La lumière est dite polychromatique quand elle est constituée de 
plusieurs longueurs d'onde, monochromatique quand elle est consti- 
tuée d'une seule. Les sources monochromatiques au sens strict du 
terme n'existent pas, mais certains lasers produisent une lumière 
dont le spectre est très étroit. On les considère donc généralement 
comme des sources monochromatiques. Ainsi, la très grande majo- 
rité, sinon la totalité, des phénomènes lumineux qu'on observe im- 
plique une lumière polychromatique. 


Limitations des lois de l'optique géométrique - Les lois de l'optique 

géométrique permettent de traiter la lumière dans un cadre approxi- 

matif dans lequel les aspects ondulatoires et quantiques peuvent 

être négligés. Tant que les propriétés des milieux varient peu à l'échelle 
de la longueur d'onde x, l'approximation de l'optique géométrique 

est valide. La notion de rayon est par exemple purement conceptuelle 

et toute expérience cherchant à isoler un rayon lumineux est vouée 

à l'échec à cause du phénomène de diffraction (FIG. 1.3). 


Si l'on note N le nombre de photons mis en jeu dans un phénomène 
optique, D la dimension caractéristique des obstacles (miroirs, trous, 
lentilles...) et À La longueur d'onde, l'approximation de l'optique géo- 
métrique est bonne si 


N>1 et D>) 


Indice de réfraction 


Dans le vide, la lumière se propage en ligne droite à la vitesse c. C'est 
en 1676 que Rémer réussit à estimer cette vitesse grâce aux éclipses 
de quatre satellites de Jupiter (à différentes périodes de l'année : plus 
la Terre s'éloigne rapidement de Jupiter, plus la durée entre deux 
éclipses successives augmente). IL obtint alors un résultat astrono- 
mique qui fut confirmé en 1728 par Bradley qui utilisa l'influence de 
la vitesse de la Terre sur son orbite autour du Soleil (phénomène 
d'aberration des étoiles qui lui permit, indirectement, d'estimer la vi- 
tesse de la lumière). IL obtint alors environ 280000 km.s-". En 1849 
Fizeau obtint environ 315 000 km.s-' en utilisant un système méca- 
nique de miroirs et une roue dentée en rotation (la vitesse de la roue 
était ajustée pour permettre le passage du rayon lumineux à l'aller, 


FIG. 1.2 : Spectre de raies du mercure et 
spectre visible. 


R = 30 À - sensibilité x 11.1 


FIG. 1.3 : Lumière recueillie sur un 
écran après avoir traversé un plan 
opaque percé d’un orifice circulaire. La 
dimension de la tache centrale et la 
présence des anneaux concentriques 
sont en contradiction avec la propaga- 
tion en ligne droite (matérialisée par 
le cercle blanc). 


La constante c 


La lumière est une onde et, à l'ins- 
tar des ondes acoustiques qui ont 
besoin d’un milieu élastique pour 
se propager, la question du sup- 
port de propagation s'est naturel- 
lement posée. Cet hypothétique 
milieu fut appelé Ether. Deux phy- 
siciens, Michelson et Morley ten- 
tèrent de mettre en évidence ex- 
périmentalement un mouvement 
terrestre par rapport à l'éther à 
l'aide d'un interféromêtre. Leurs 
expériences furent négatives. Peu 
après, Einstein va s'inspirer de 
ces expériences négatives et osera 
formuler le postulat selon lequel 
l'Ether n'existe pas et la lumière se 
propage dans le vide à la vitesse 
c quel que soit le référentiel d'ob- 
servation. C'est pourquoi la vitesse 
de La lumière dans le vide est une 
constante fondamentale de La Phy- 
sique : 


ce 299 792458 m.5-! + 3.108 m.s 
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TAB. 11 : Quelques indices de réfrac- 
tion. 


indice n; 


indice n2 


FIG. 1.4 : Réflexion d’un rayon sur une 
interface. 


puis au retour après une réflexion sur un miroir). Ensuite, Foucault re- 
prit le même genre d'expérience (la roue dentée fut remplacée par un 
miroir en rotation) et sa mesure la plus précise, en 1862, s'approcha 
de la valeur actuelle (avec moins de 1 % de différence : soit environ 
300 000 km.s-?). On pourra retenir que cette vitesse correspond à en- 
viron 7,5 circonférences de la Terre parcourues en 15! 


IL a fallut attendre les travaux de Léon Foucault en 1850 pour mon- 
trer que la lumière se propage moins vite dans les milieux matériels 
transparents, comme l'eau. On retiendra que dans un milieu trans- 
parent, homogëne et isotrope, la lumière se propage en ligne droite 
mais à une vitesse 


© (12) 
n 


où le scalaire n est une grandeur sans dimension, appelé indice de 
réfraction. Il est caractéristique du milieu. La TAB. 11 donne quelques 
valeurs d'indice. On retiendra que n est de l'ordre de l'unité pour les 
milieux transparents Les plus courants. 


Milieu air eau verre Polyester diamant 
Indice n 1,0003 1,33 1,5-1,8 1,57 2,42 
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Réflexion 


Lorsqu'un rayon arrive à l'interface entre deux milieux isotropes et 
homogènes différents, il donne naissance à un rayon réfléchi et à un 
rayon transmis (réfracté). On distingue deux types de réflexion : 


> La réflexion diffuse est produite par une surface irrégulière. Elle 
ne produit pas d'image discernable. C'est cependant cette sorte 
de réflexion qui nous permet de voir le monde qui nous entoure. 

> La réflexion spéculaire est produite par une surface très lisse 
(ex. : miroir ou surface d'eau très calme). Elle produit une image 
discernable d’un objet. 


On s'intéresse ici à la réflexion spéculaire. 


On définit Le plan d'incidence comme le plan contenant le rayon in- 
cident et la normale à l'interface (FIG. 1.4). l'angle d'incidence à, est 
l'angle que forme le rayon incident avec la normale. 


Lois de la réflexion 


1. Le rayon réfléchi est dans le plan d'incidence. On définit 
alors l'angle de réflexion à’. 
2. Le rayon réfléchi est symétrique du rayon incident par rap- 
port à la normale : 
ü =i (13) 


1.2 


Pouvoir Réflecteur - La lumière réfléchie n'emporte pas entièrement 
l'énergie incidente. On définit Le pouvoir réflecteur R d'une interface 
comme étant Le rapport de l'énergie lumineuse réfléchie sur l'énergie 
lumineuse incidente. En incidence normale (i, = à; = 0), on a 


2 
pe (2 = m2) 
Ni + 
Pour une interface verre-air À vaut 4%. En déposant une couche 
mince métallique sur l'interface on ramêne le pouvoir réflecteur très 
proche de 100% : on parle alors de miroir. On peut aussi déposer une 


couche mince de MgF, pour réduire le pouvoir réflecteur; on parle 
alors de couche anti-reflet!. 


Réfraction 


La réfraction est la déviation de la lumière lorsqu'elle traverse l'in- 
terface entre deux milieux transparents d'indices optiques différents 
(FIG. 1.5). 


Lois de la réfraction 


1. Le rayon réfracté est dans le plan d'incidence. On définit 
alors l'angle de réfraction 2. 
2. Le rayon réfracté est tel que : 


M Siné = No Siné (1.4) 


IL s'en suit plusieurs conséquences : 


> Principe du retour inverse de la lumiëére. Tout trajet suivi par la 
lumière dans un sens peut l'être en sens opposé. 

Réflexion totale. Lorsque le milieu 2 est moins réfringent que le 
milieu 1(c'est-à-dire n, < n,), le rayon réfracté s'éloigne de la 
normale. Il existe alors un angle limite d'incidence :, tel que 


Y 


Sint,— — O (1.5) 
1 


et tel que si à > à, le rayon réfracté disparaît; seul Le rayon réflé- 
chi existe : on parle alors de réflexion totale car toute l'énergie 
se retrouve dans le rayon réfléchi. 


Dispersion 


En 1660, Newton réalisa ses fameuses expériences autour de la dé- 
composition de la lumière par un prisme. Lorsque l'on envoie un pin- 
ceau de lumière blanche à travers un prisme, on voit apparaître en 
sortie du prisme un faisceau divergeant et irisé?. Chaque composante 
spectrale est déviée différemment; on dit qu'il y a dispersion. 


Ce phénomène provient du fait que l'indice de réfraction dépend de 
la longueur d'onde de la lumière. La relation n(À) s'appelle relation de 


Lois de Snell-Descartes 5 


1: Voir cours optique ondulatoire. 


indice n; 


indice n2 


FIG. 1.5 : Réfraction d'un rayon lumi- 
neux. 


2 : qui présente les couleurs de l'arc- 
en-ciel 
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Réfraction : à < iy Réfraction limite : à = 4 Réflexion totale : à > y 


l 
l 
l 
No <N | 
! 
! 
D 


FIG. 1.6 : Phénomène de réflexion totale. 


dispersion. Dans la plupart des milieux transparents, dans le domaine 
visible, l'indice suit la loi de Cauchy : 


B 
avec À et B des paramèêtres propres à chaque matériau. En général, 
ces paramètres sont tous les deux positifs; la lumière rouge est alors 
plus rapide que la lumière bleue : on parle de dispersion normale. 


Le phénomène d’arc-en-ciel 


L'observation d'un arc-en-ciel est possible quand le soleil éclaire une 
zone humide constituée par un ensemble de fines gouttelettes d'eau et 
que l'observateur se situe entre Le soleil et La zone humide. C'est Des- 
cartes qui, le premier, a donné une explication satisfaisante du phéno- 
mêne en s'appuyant sur les lois de l'optique géométrique. Lorsqu'un rayon 
lumineux arrive sur une gouttelette, une partie de l'énergie lumineuse 
(98%) y pénètre puis en sort, soit directement (98%), soit après avoir su- 
bit une réflexion interne (2%). On montre alors que chaque goutte se 
comporte comme un réflecteur déviant la lumière d’un angle D fonction 

FiG. 1.7 : Dispersion de la lumière à La de l'incidence et de l'indice de réfraction mais indépendant de la taille 

A d'eau (Simula- des gouttes. Si l'on effectue un lancer de rayons sur une goutte d'eau, la 
lumière diffusée se répartie essentiellement Le long d'un arc. Le phéno- 
mène de dispersion donne alors naissance à des arcs irisés. 


> Simulation : femto-physiquefr/simulations/opt_simu6.php 
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21 Généralités sur Les systèmes optiques 


Stigmatisme 


Sources de lumière - On distingue usuellement les sources primaires 
qui sont des sources autonomes de lumière (comme par exemple 
le soleil, une lampe, une flamme etc.) des sources secondaires qui 
renvoient la lumière par réflexion, diffraction ou diffusion (comme 
par exemple la lune, la plupart des objets de notre environnement, 
etc.). L'optique géométrique s'intéressant au trajet de la lumière, la 
nature de la source n'a pas d'importance. 


Une source de lumière peut se décomposer en une infinité de sources 
ponctuelles émettant des rayons lumineux, a priori, dans toutes les 
directions de l'espace. La figure 21 illustre quelques types de fais- 
ceaux issus d’un point source. 


Source ponctuelle iso- Source ponctuelle ani- Source ponctuelle à 
trope sotrope l'infini 


FIG. 21 : Quelques exemples de sources ponctuelles. 


Système optique centré - On appelle système optique centré tout sys- 
tème constitué d'éléments transparents (dioptres) ou réfléchissants 
(miroirs) et possédant un axe de symétrie de révolution appelé axe 
optique. Ce système transforme un rayon lumineux incident en un 
rayon émergeant dans une direction, a priori différente de la direc- 
tion incidente. Si Le rayon émergeant ressort par la face d'entrée, on 
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Objet réel 


À 


Système Optique 


parle de système catadioptrique, sinon on parle de système diop- 
trique. 


Par la suite, tous les systèmes optiques seront considérés centrés. 


Stigmatisme - Considérons un point source À envoyant des rayons 
lumineux sur un système optique. On dira que À est un objet ponctuel 
réel. Le système est stigmatique si Les rayons émergeant ou leurs 
prolongements se coupent tous en un même point. Deux cas de figure 
se présentent : 


1. Les rayons émergeants convergent en un point A’ Ce point lu- 
mineux peut être enregistré sur une plaque photosensible sans 
nécessiter de système optique annexe. On dit qu'il s'agit d'une 
image réelle. 

2. Les rayons émergeants semblent provenir d’un point A (leurs 
prolongements se coupent en A’). Dans ce cas, on ne peut pas 
capturer À’ sur une plaque photosensible mais on peut le voir 
à l'œil nu : en effet, pour l'œil, tout se passe comme s’il y avait 
un point lumineux en À de telle sorte que si l'œil fait la mise 
au point en À’, un point lumineux sera produit sur la rétine. on 
dit que A’ est une image virtuelle. 


Image virtuelle 


Image réelle Objet réel 


A' A : 


Système O ptique : 


FIG. 2.2 : Formation de l'image d’un objet ponctuel réel par un système optique stigmatique. 


. “système Optique 


Objet virtuel 


Focalisons maintenant un faisceau sur un système optique de telle 
sorte que le point de convergence À des rayons se trouve dans ou 
derrière le système (FIG. 2.3). Dans ce cas on dit que À est un objet 
virtuel. Là encore, si Les rayons émergeants ou leurs prolongements 
se coupent tous en un même point À, on dira que le système est 
stigmatique. 


Image réelle 


ns 


F “Système Optique. 


FIG. 2.3 : Formation de l'image d’un objet ponctuel virtuel par un système optique stigmatique. 


Relation de conjugaison - Lorsqu'un système donne d’un point objet 
A une image À on dit qu'il conjugue A et À’ où que A’ est Le conjugué 
de À. La relation de conjugaison est la relation mathématique qui 


relie la position de À avec celle de A: 
(4,4) = 0 


Pour schématiser le fait qu'un système optique (SO) conjugue un ob- 
jet À et une image A on écrit 


Grandissement longitudinal - Considérons un segment lumineux AB 
sur l'axe optique. l'image est nécessairement un segment A’B' sur 
l'axe optique puisque la symétrie de révolution oblige tout rayon inci- 
dent confondu avec l'axe optique à sortir en restant sur l'axe optique. 
On définit alors le grandissement longitudinal 


Aplanétisme 


Un système optique est le plus souvent destiné à donner d'un ob- 
jet étendu une image la plus nette possible que l'on peut recueillir 
sur un capteur généralement plan et perpendiculaire à l'axe optique. 
Aussi, il est souhaitable que l'image d'un objet plan soit également 
plane. 


Aplanétisme 


Un système optique est aplanétique s'il donne de tout objet lu- 
mineux situé dans un plan perpendiculaire à l'axe optique une 
image plane également perpendiculaire à l'axe optique. 


Le système optique présentant un axe de révolution, on peut étudier 
le système dans un plan contenant l'axe optique. Dans ce cas il suf- 
fit que l'image d'un segment droit soit un segment droit pour parler 
d'aplanétisme. Cependant le segment image n'a pas nécessairement 
la même taille que le segment objet. On définit alors le grandisse- 
ment transversal ; : 

der AP 

V — AB 

> Si > 1, l'image est droite et agrandie. 

> Si0 < y < 1, l'image est droite et rétrécie. 

> Si—1 < y <0, l'image est renversée et rétrécie. 

> Enfin, si + < —1, l'image est renversée et agrandie. 
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Système Optique 


FIG. 2.4 : Déformation longitudinale. 


Ÿ+ 


Système Optique 


FiG. 2.5 : Déformation transversale. 


La définition des grandissements fait 
intervenir des mesures algébriques ce 
qui suppose d'orienter les axes. Les ré- 
sultats ne dépendent pas du choix de 
cette orientation mais il est d'usage 
d'orienter l'axe horizontal de gauche à 
droite (comme le sens de la lumière) 
et l'axe vertical de bas en haut. 
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FIG. 2.6 : Image dans un miroir plan. 


Droite Gauche 


FIG. 2.7 : Formation d'une image avec 
un miroir plan. l'image est inversée 
(gauche/droite) mais pas renversée 
(haut/bas). 


Exemples 


Le miroir plan est une surface plane dont le pouvoir de réflexion est 
proche de 1. C'est Le seul dispositif optique qui soit rigoureusement 
stigmatique et aplanétique, comme nous allons le voir. 


Considérons un point source A envoyant des rayons lumineux sur un 
miroir plan. Une simple construction des rayons réfléchis montre que 
tous les rayons émergeants semblent provenir d'un point À, image 
virtuelle de À. De la même manière, si l'on inverse le sens de La lu- 
mière, on constate que l'image d'un objet virtuel placé en A’ est une 
image réelle placée en A. 


En résumé nous avons 


; } Miroir plan . 

Objet réel ——— Image virtuelle 
! . Miroir plan } 

Objet virtuel ——; Image réelle 


Le miroir est un système qui donne d'un point objet lumineux un 
point image que l'on peut, soit capturer directement sur un écran 
(image réelle), soit capturer à l'aide d'un système optique (œil, appa- 
reil photo, etc.). Le miroir plan est donc rigoureusement stigmatique. 
La relation de conjugaison qui lie la position de l'objet À à celle de 
l'image associée A s'écrit 


AH=HA |© (21) 


où H est le projeté orthogonal de A sur le miroir : l'image de A est le 
symétrique orthogonal de A. 


La symétrie orthogonale étant une isométrie, l'image que donne un 
miroir plan conserve ses dimensions. Il n'y a donc aucune déforma- 
tion. PLUS précisément, pour un objet AB perpendiculaire à l'axe op- 
tique, on a 


A'B' 


= ——— L 
V AB 
et pour un objet AB sur l'axe optique, 
B 
Ve AB 


ce qui traduit l'inversion gauche-droite. 


Mis à part le miroir plan, il n'existe pas de système optique rigou- 
reusement stigmatique pour tout point. Par contre il est, en général, 
possible de trouver la forme que doit avoir un système optique pour 
conjuguer deux points particuliers. Par exemple, le miroir parabolique 
est rigoureusement stigmatique pour le couple (œ,F) : l'image d’un 
point à l'infini sur l'axe de révolution est Le foyer de la surface pa- 
rabolique. De même, l'ellipse conjugue parfaitement ses deux foyers 
(FIG. 2.8). 
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FIG. 2.8 : Exemples de stigmatisme ri- 
goureux. 


miroir elliptique 


2.2 Le miroir sphérique dans l’approximation 
de Gauss 


Description 


Un miroir sphérique est une calotte sphérique de centre Cet de som- 
met S rendue réfléchissante. l'axe de symétrie est l'axe optique du 
miroir. Cet axe est habituellement orienté de la gauche vers la droite 
car la lumière arrive de la gauche (par convention). On distingue deux 


Ÿ+ 
Ÿ+ 


FIG. 2.9 : Miroirs sphériques : miroir concave (à gauche) et miroir convexe (à droite). 


types de miroirs sphériques : 


le miroir concave est un miroir sphérique tel que SC < 0, 
le miroir convexe est un miroir sphérique tel que SC > 0. 


Une simulation (FIG. 2.9) du trajet des rayons provenant d'un point A 
situé à l'infini sur l'axe montre que les rayons réfléchis ne se coupent 
pas en un seul point: il n'y a pas stigmatisme rigoureux! En revanche, 
si l'on se limite aux rayons proches de l'axe optique et de faible in- 
clinaison par rapport à celui-ci (ces rayons sont dit paraxiaux), les 
rayons se coupent quasiment tous en un même point image : il y a 
stigmatisme approché. Cela constitue l'approximation de Gauss. 


De la même manière, on montre que si l’on se limite aux rayons pa- 
raxiaux, l'image d’un segment droit est aussi un segment droit. Ainsi, 
le miroir sphérique présente un aplanétisme approché. 
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FIG. 210 : Conditions de stigmatisme approché : L'image d’un point (ici un point à l'infini sur l'axe) est un point si Les rayons font 
des angles faibles et sont proches de l'axe optique (rayons paraxiaux). 


Le miroir sphérique n'est rigoureuse- 
ment stigmatique que pour un point 
lumineux situé en C (objet réel dans le 
cas du miroir concave et virtuel dans le 
cas convexe). En effet, tout rayon issu 
de C est réfléchi en rebroussant che- 
min de telle sorte que l'image de Cest 
lui même. 


FIG. 2.11 : Rayon réfléchi par un miroir 
sphérique. 


Approximation de Gauss 


Si Les rayons sont peu inclinés de l'axe optique et peu écartés, on 
se trouve alors dans le cadre des conditions de Gauss. Dans ces 
conditions, on admettra que Le miroir sphérique est aplanétique 
et stigmatique : L'image d'un segment droit est un segment droit. 


Notion de foyers 


Deux points jouent un rôle particulier dans tout système optique cen- 
tré : Le foyer objet F et image F 


Définitions 

Foyer image : l'image d’un point à l'infini sur l'axe est le foyer 
image F. La distance focale image f’ est la mesure algé- 
brique SF. 

Foyer objet : un point à l'infini sur l'axe est l'image du foyer objet 
F. La distance focale objet f est la mesure algébrique SF. 


Dans le cas des miroirs sphériques, le principe du retour inverse de 
la lumière implique 

F=F 
La position des foyers s'obtient grâce aux relations de Descartes. Dans 
les conditions de Gauss, on montre que le foyer est le milieu de 
[ES 


===; Q (22) 


Démonstration 


Démontrons ce résultat dans le cas particulier du miroir concave. 


Un rayon parallèle à l'axe optique coupe l'axe optique suite à la réflexion 
en I. Les lois de la réflexion permettent de montrer que le triangle CF'I est 
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isocèle et donc que : 


COS ee = Von 


de plus, si l'on note y la distance entre Le rayon incident et l'axe optique, 
on à 


Ainsi, on a 


Cette formule montre que la position du foyer dépend de la position du 
rayon par rapport à l'axe optique : ainsi Le miroir sphérique n'est pas 
rigoureusement stigmatique. Par contre, dans l'approximation de Gauss, 
c'est-à-dire pour y & R on obtient à l'ordre 1 en y/R: 


CF = À (1+ O(2/R°) 


Fest donc le milieux de [CS]. 


Construction des rayons lumineux 


Pour construire les images d’un objet étendu on obéira à ces quelques 
principes : 


>» Onse placera dans l'approximation de Gauss: il y a donc stigma- 
tisme approché et aplanétisme approché. Pour trouver l'image 
d'un point il suffit de considérer deux rayons issus de ce point; 
tous les autres issus du même point passeront nécessairement 
par le point image. De plus, l'image d'un point sur l'axe optique 
étant sur l'axe optique, pour trouver l'image d’un objet droit ver- 
tical AB (A est sur l'axe optique et B est l'extrémité de l’objet) il 
suffit de trouver B' l'image de B; on sait alors que l'image est 
A'B' où A’ est le projeté orthogonal de B’ sur l'axe optique. 
Avant toute chose il faut placer l'objet. 

Si l'objet AB est réel, il est forcément à gauche du miroir (là où 
la lumière peut se propager) et Les rayons sont issus de chaque 
point de l'objet. 

Si l'objet est virtuel, il se situe à droite du miroir et les rayons 
«objets » se dirigent vers l'objet mais sont réfléchis avant d'at- 
teindre l'objet. 

Pour trouver l'image d'un point il faut choisir des rayons dont 
on connait le comportement. 


Y 


Y 


- un rayon horizontal arrivant sur un miroir sphérique conver- 
gera en F's'il est concave et divergera en semblant provenir 
de F’sile miroir est convexe. 

-_ un rayon passant par C (cas concave) ou dont Le prolonge- 
ment passe par C (cas convexe) rebrousse chemin. 

- un rayon arrivant en S est réfléchi de façon symétrique par 
rapport à l'axe optique. 


> Une fois les rayons tracés on détermine si l'image est réelle ou 
virtuelle. Si Les rayons issus de B se coupent effectivement en B’ 
alors Best une image réelle. On pourra la capturer sur un écran. 
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Si Les rayons issus de B divergent après réflexion en semblant 
provenir de B’ alors B’ sera une image virtuelle visible à l'œil nu 
mais que l'on ne pourra pas capturer sur un écran. 


La FIG. 212 montre toutes les constructions possibles pour le miroir 
concave et convexe. 


miroir convexe 


miroirs concaves 


miroirs convexes 


rene pre een raies > miroir concave 


FIG. 212 : Construction de l'image d’un objet donnée par un miroir sphérique. L'objet (en rouge) est réel quand il est à gauche du 
miroir, et virtuel quand il est à droite. Idem pour l'image (en gris). 


Formule de conjugaison 


La formule de conjugaison est la relation qui relie La position objet À 
avec la position de l'image A’. On l'obtient rigoureusement à l'aide des 
lois de Descartes, mais on peut l'obtenir à l'aide de considérations 
géométriques (les notions de foyers objet et image étant admises). 
Pour cela nous allons calculer le grandissement transversal de deux 
manières différentes. 
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FIG. 2.13 : Les différentes étapes de la construction d'image avec un miroir concave. 


Aidons nous de la formation d'une image réelle par un miroir concave: 
les résultats se généraliseront à toutes les situations et pour tous les 
miroirs sphériques. Les formules de Thales permettent d'exprimer dif- 
féremment le grandissement A'B’/AB (FIG. 213) : 


FA 


ù (triangles A'B'F et FHS) 


(triangles SH'F et FBA) 


Fe 
FS 
RTE 


 — E (triangles SA'H” et SAB) 


Posons f’ = SF'et f = SF; bien sûr ici f = f’. Les deux premières 
formules du grandissement permettent d'obtenir deux lois équiva- 
lentes : 


+ La loi de Newton (origine aux foyers) 


FA x FA= ff | © (23) 


> En développant FA = FS + SA et FA = FS + SA, puis en divisant 
par f SASA' on obtient la relation avec origine au sommet : 


en 
Den. 


Q (2.4) 


Exemple 


On dispose d'un petit miroir de poche concave de rayon de courbure R = 
2 m. Calculons la position de notre reflet et Le facteur d'agrandissement 
si notre visage est à 20 cm du miroir. 


Le miroir étant concave on a SC = —R. Trouvons la position de l'image A 
d'un objet réel situé à 20 cm: 


1 1 ? a — —2 TN 
— _— SON SN — 
+R 2 (R-3) 


A SA. R SA 
Avec SA = —20 cm cela donne SA’ = 95 cm. L'image est donc virtuelle. Le 
grandissement vaut 
= se = 1,25 
e + SA ms: 


L'image est donc agrandie de 25% et à l'endroit. 


LES LENTILLES MINCES 


Ce chapitre porte sur l'étude des lentilles minces. L'approche est es- 31 Propriétés des lentilles 
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31 Propriétés des lentilles minces 
Description 
Une lentille mince est formée par l'association de deux dioptres sphé- 
riques de grand rayon de courbure par rapport à l'épaisseur de la 
lentille. 
Plus précisément, si l'on note R,, R, les rayons de courbure, C,, €, R 
les centres de courbure et e l'épaisseur de la lentille, on a a axe optique 
(ee n°2 (es 
e R; e& R; et eK CC R; 


Dans l'approximation des lentilles minces, les sommets S, et S, sont 
considérés confondus en un point O appelé centre optique. On consi- 
dérera que les lentilles sont plongées dans l'air d'indice n’ = 1. On 
distingue deux types de lentilles : 


FIG. 31 : Lentille optique. 


> Les lentilles à bords minces qui sont convergentes, 
> Les lentilles à bords épais qui sont divergentes. 


FIG. 3.2 : Les différentes formes de len- 


Lentilles convergentes Symbole Lentilles divergentes Symbole {iles minces. 


Aberrations géométriques - La lentille n’est pas un système rigoureu- 
sement stigmatique. On dit que la lentille présente des aberrations 
géométriques. 


La FIG. 3.3 montre qu'une lentille plan-convexe donne d'un point à 
l'infini sur l'axe une image ponctuelle à condition que son épaisseur 
soit faible devant son rayon de courbure ou, ce qui est équivalent, 
que les rayons considérés soient peu éloignés de l'axe optique. On 
pourrait montrer qu'il faut également que l'inclinaison des rayons 
soit faible; 
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FIG. 3.3 : Aberrations géométriques : si- 
mulation du trajet de la lumière traver- 
sant deux lentilles convergentes plan- 
convexe de même rayon de courbure 
et d'épaisseur différente. 


Aberrations chromatiques - l'indice variant avec la longueur d'onde 
(phénomène de dispersion), la lumière rouge n'aura pas le même 
comportement que la lumière bleue. Ainsi, en lumière polychroma- 

tique, l'image que donne une lentille sera irisée!. On parle alors d'aberrations 
chromatiques. On lutte contre ce défaut en ajoutant des lentilles qui 
permettent de compenser la dispersion chromatique (cf 8 3.2). 


1: Irisé : Qui a les couleurs de l'arc-en- 
ciel. 


milieu dispersif 


FIG. 3.4 : Aberrations chromatiques : Le 
trajet des rayons lumineux dépend de 
la longueur d'onde. 


31 Propriétés des lentilles 


Notion de foyers 


Dans le cadre de l'approximation de Gauss, l'image d’un point est un 
point. Deux points jouent un rôle particulier dans les lentilles : il s'agit 
des foyers objet et image. 


Foyer image - Par définition, l'image d'un point à l'infini sur l'axe est 
le foyer image F”. Dans le cas d'une lentille convergente, le foyer image 
est réel alors qu'il a Le statut d'image virtuelle pour une lentille diver- 
gente. 


On définit la distance focale image f’ © OF 


Lentille convergente 


Lentille divergente 
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FIG. 3.5 : Foyers image d'une lentille 


Foyer objet - Par définition, un objet lumineux placé au foyer objet F 
aura pour image un point à l'infini sur l'axe. Dans le cas d’une lentille 
convergente, Le foyer objet est réel alors qu'il a Le statut d'objet virtuel 
pour une lentille divergente. 


De façon analogue, on définit la distance focale objet f OF 


Lentille convergente 


Lentille divergente 


LL 
n 


FIG. 3.6 : Foyers objet d’une lentille. 


On montre que dans le cas des lentilles minces dont les milieux ex- 
trêmes sont identiques, on a 


(31) 


F=-OF=-ÿf | © 


Cette relation est évidente pour les lentilles symétriques (principe 
du retour inverse de la lumière); dans ce cas O est le centre de sy- 
métrie de la lentille. Elle est valable pour les lentilles asymétriques 
parce que l'on se place dans l'approximation des lentilles infiniment 
minces. On montre également que dans ce cas, tout rayon passant 
par le centre optique O n'est pas dévié. 
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Pour quantifier la capacité à faire converger les rayons on définit la 
vergence V d'une lentille par 


V= == si n=1 |Q (32) 


IL s'agit donc d'une quantité algébrique qui a la dimension de l'in- 
verse d’une longueur. dans le SI, on l'exprime en dioptrie (6) : 1 ô = 
im 


> SiV > 0 la lentille est convergente et F’ est à droite de O. 
> Si V < 0 la lentille est divergente et Fest à gauche de O 


On montre que V = k(n — 1), où n est l'indice du matériaux dans lequel 
est taillée la lentille et & un facteur géométrique qui dépend des cour- 
bures des dioptres formant la lentille. On comprend ainsi l'origine des 
aberrations chromatiques : Le foyer rouge n'est pas au même endroit que 
le foyer bleu à cause de la dispersion. 


Plans focaux 


On appelle plan focal image, le plan perpendiculaire à l'axe optique 
passant par F. De même, on appelle plan focal objet, celui perpendi- 
culaire à l'axe optique et passant par F. 


FIG. 3.7 : Image d’un point à l'infini hors de l'axe et d'un point du plan focal objet (construction pour une lentille convergente). 


Du fait de l’'aplanétisme supposé des lentilles minces, on peut affir- 
mer que l'image d'un point à l'infini se situe dans Le plan focal image. 
Il découle de la même façon que toute objet situé dans le plan fo- 
cal objet a son image située à l'infini (pas nécessairement sur l'axe 
optique). 


3.2 Formation des images 


Construction des rayons lumineux 


Pour construire l'image d'un objet étendu on obéira à ces quelques 
principes : 
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>» Onse placera dans l'approximation de Gauss: il y a donc stigma- 
tisme approché et aplanétisme approché. Pour trouver l'image 
d'un point il suffit de considérer deux rayons issus de ce point; 
tous les autres issus du même point passeront par le point 
image. De plus, l'image d'un point sur l'axe optique étant sur 
l'axe optique, pour trouver l'image d’un objet droit vertical AB 
(A est sur l'axe optique et B est l'extrémité de l'objet) il suffit de 
trouver B' l'image de B; on sait alors que l'image est A'B’ avec 
À situé sur l'axe optique tel que A’B' est perpendiculaire à l'axe 
optique. 

Avant toute chose il faut placer l'objet. Si l'objet AB est réel, il 
est forcément à gauche de la lentille et Les rayons sont issus de 
chaque point de l'objet. Si l'objet est virtuel, il se situe à droite 
de la lentille et Les rayons “objets” se dirigent vers l'objet mais 
sont réfractés avant d'atteindre l'objet. 

Pour trouver l'image d'un point il faut choisir des rayons dont 
on connait Le comportement. 


Y 


Y 


- un rayon horizontal arrivant sur une lentille convergera en 
F’sielle est convergente et divergera en semblant provenir 
de F’ si la lentille est divergente. 

- un rayon passant ou se prolongeant en F ressortira hori- 
zontalement. 

-_un rayon passant par O n'est pas dévié?. 


Une fois les rayons tracés on détermine si l’image est réelle où 
virtuelle. Si Les rayons issus de B se coupent effectivement en B' 
alors B’ est une image réelle. On peut la capturer sur un écran. 
Si Les rayons issus de B divergent après réfraction en semblant 
provenir de B’ alors B’ est une image virtuelle visible à l'œil nu 
mais que l'on ne peut pas capturer directement sur un écran. 


Y 


Formules de conjugaison 


La formule de conjugaison d'une lentille mince s'établit rigoureuse- 
ment à l’aide des lois de Descartes, mais on peut l'obtenir à partir 
de la notion de foyers (une fois leur existence postulée). Pour cela, 
comme avec les miroirs, il suffit d'exprimer le grandissement de dif- 
férentes manières à l'aide des lois de Thales. 


2 : Propriété valable si Les milieux ex- 
trêmes sont identiques, ce que l'on 
supposera dans nos constructions. 
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Objet | Image 
> réel réelle 
renversée 
Objet | Image 
réel virtuelle 
” agrandie 
droite 


Objet | Image 
virtuel | réelle 
rétrécie 
droite 


FIG. 3.8 : Construction des images pour une lentille convergente 
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FIG. 3.9 : Construction des images pour une lentille divergente. 


Objet | Image 
réel virtuelle 
” rétrécie 
droite 
Objet | Image 
virtuel | réelle 
: droite 
agrandie 
Objet | Image 
>" virtuel | virtuelle 
renversée 
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£ À partir des deux triangles grisés de la FIG. 310 on déduit 
__ AB _FA 
177% Fo 


FIG. 310: Les deuxtriangles grisés sont À partir des deux triangles grisés de la FIG. 311 on trouve une autre 
équivalents. expression du grandissement : 


_AB FO 
£ 777 


Si l'on pose f” — OF et f = OF, les deux relations précédentes per- 
mettent d'obtenir la relation de conjugaison avec origine aux foyers 
ite formule de Newton) : 


FIG. 311: Les deux triangles grisés sont EANAIENS En © (3.3) 
équivalents. 


On peut aussi préférer une relation qui exprime les positions de 
l'image et de l'objet par rapport au centre. Partant de la relation pré- 
cédente on peut écrire 


(FO + OA')(FO + OÀ) = ff’ 


T 


Si Les milieux extrêmes sont identiques on à f = —f" = OF — —OF 
de sorte que la relation devient 


(OA — f')(OA + f°) = —f? 


Développons puis divisons par f'OA OA. On trouve 


1 
OA OA 


Relation de Descartes © (34) 


D 
f 


Relation avec origine au centre. Notez que cette relation est moins 
générale que la relation de Newton puisqu'elle suppose f” = —f. 
Notez également que dans ce cas, le rayon passant par O n'est pas 
dévié ce qui permet de relier Le grandissement aux positions relatives 
de A et A’ via la relation 


AE Où 
er: 6% 


Bien que le raisonnement s'appuie sur la construction d'une image par 
une lentille convergente, les résultats obtenus sont valables pour toutes 
les lentilles minces. 


Projection d’une image 


ILest courant de vouloir agrandir un objet pour en apprécier les dé- 
tails en projetant l'objet réel sur un écran. Les constructions géomé- 


3.2 Formation des images 


triques précédentes montrent que la relation 


objet réel “ image réelle 


n'est possible qu'avec une lentille convergente. La technique de pro- 
jection consiste alors à éclairer un objet réel puis à placer une lentille 
convergente et enfin à placer un écran pour recueillir l'image réelle. 
Notons D la distance objet-écran, x la distance objet-lentille et f’ La 
distance focale image de la lentille. D'après la formule de conjugaison 


on a 
1 1 1 


D — x zx f 


ce qui donne l'équation du second degré suivante 


x? — Dr + f D =0 


équation qui a deux solutions réelles à condition que le discriminant 
soit positif : 
A=D?-4fD>0 soit D>4f 


L'faut donc une distance objet-écran supérieure à 4 fois la distance 
focale de la lentille. 


Lorsque D = 4f’ la racine est double et vaut x — Ê : la lentille est 
donc au milieu entre l'objet et l'écran. On parle d'un montage 2f-2f. 
Dans ce cas le grandissement vaut -1; l'image est donc simplement 
inversée. 


Lorsque la lentille est proche de l'objet (x = x), le grandissement 
y_ est -en valeur absolue- supérieur à 1 : l'image est renversée et 
agrandie. Lorsque la lentille est placée loin de l'objet (x = x.), le 
grandissement +, est -en valeur absolue- inférieur à 1: l'image est 
renversée et rétrécie. Il est facile de montrer que 


el 


À retenir 


Quand on veut agrandir un objet en le projetant sur un écran à 
l'aide d’une lentille convergente on aura intérêt à utiliser une len- 
tille de petite focale, à placer l'objet près de la lentille mais à une 
distance supérieure à f”’ puis à placer un écran assez loin de telle 
sorte que D > 4f’. Il suffit ensuite de jouer sur la position de la 
lentille pour voir apparaître une image nette sur l'écran. 


Lentilles accolées 


Considérons deux lentilles £, et £,, de vergence V, et V, et montrons 
qu'en les accolant on constitue un système optique qui Se comporte 
comme une lentille mince. 


Lorsque D > 4f”ily a deux positions possibles :x, = _ (: + 1/1 4). 
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Considérons un point lumineux A sur l'axe optique. La lentille Z, en 
donne une image À, qui devient objet pour Z, laquelle en donne 
une image finale A 


Relions la position de À’ avec celle de A par rapport au centre optique 
commun, appelé O. On a 


1 1 
OA, OA ON OA 
d'où l'on déduit en sommant ces relations : 


1 1 
= ———-V +y, 
OA OA 


Vergence de deux lentilles accolées 


Deux lentilles minces accolées se comportent comme une lentille 
mince de centre optique le centre des deux lentilles et de vergence 
équivalente 

PME 


Application : lentille achromatique 


Pour corriger les défauts chromatiques d'une lentille on accole en général 
une lentille très dispersive de faible vergence et de signe opposé pour 
former un système achromatique (on dit un achromat). 

Considérons une lentille convergente d'indice n, et de vergence V, etune 
lentille divergente d'indice n, (taillée dans un matériau différent) que 
l'on accole à la lentille convergente. La vergence de l'ensemble est V = 
V+V, = ki(n;—1)+k,(n,—1) où k, et k, sont des facteurs géométriques. 
Lorsque la longueur d'onde varie, la vergence varie (dispersion) de dV = 
k.dn, +k,dn,. On cherche par exemple à ce que la vergence soit la même 
pour deux longueurs d'ondes extrêmes du spectre visible : l'une bleue 
l'autre rouge. On doit donc avoir k(n18—nir) + kKo(nop —Nor) = 0. Ainsi 
il faut choisir un matériaux telle que 


ko MB —URr 
ki NB — Mr 
Ainsi un rayon rouge convergera au même endroit que Le rayon bleu. Pour 


un rayon jaune, le foyer sera peu éloigné. 
Cette correction modifie la vergence de l'ensemble. En effet, on obtient 


V = HilGu — 1) - EE (n, —1)] 
Meur 

Notons au passage que si l'on choisit deux matériaux identiques, alors 
l'achromat est forcément afocal (V = O0 sin, = n,). En général on souhaite 
que la correction modifie peu la focale de la lentille que l'on corrige, c'est 
pourquoi on utilise un matériaux telle que no —nor © Mis Man :ilfaut 
donc choisir un matériau correcteur très dispersif comme par exemple 
du Flint extra dense. 
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Verre Indice Dispersion n, —-n; 
Fluorine CaF, 1,4895 7 AO 
Crown C 1,5125 8,5.10 
Light Flint (LF1) 1,5731 13, 4.10 
Flint (LaK10) 1,720 14, 3.107 


Flint Extra Dense (SF6)  1,8052 31, 6.10% 


QUELQUES INSTRUMENTS 


Ce chapitre aborde quelques applications courantes. 


Version en ligne 


https://femto-physique.fr/optique/instruments.php 


41 L'œil humain 


L'œil normal 


L'œil est l'organe de la vision. Il est constitué par une cavité sphérique 
contenant un corps transparent, l'humeur vitrée. La lumière pénêtre 
dans l'œil par un orifice circulaire situé au centre de l'iris, la pupille. 
Le cristallin constitue avec la cornée et l'humeur aqueuse une lentille 
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Principe du microscope . 36 
Grossissement 


qui projette sur la rétine une image renversée des objets situés de- 
vant l'œil. La rétine est le capteur des informations visuelles qu'elle 
convertit en message nerveux destiné au cerveau. 


Chambre antérieure 
(humeur aqueuse) 


k Ligament 
Suspenseur 


Le cristallin est plus qu'une simple lentille. En effet il se déforme 
pour faire varier sa vergence et ainsi faire la mise au point sur l'objet 
observé : on dit que l'œil accommode. 


Punctum remotum - Un œil normal (dit emmétrope) au repos (pas 
d'accommodation) perçoit une image nette d'un point éloigné à l'infi- 
ni. Ce point, Le plus éloigné pour une vision nette, est appelé punctum 
remotum. 


Punctum proximum - Le point Le plus proche qui puisse être vu net- 
tement est Le punctum proximum. Pour un jeune adulte, le punctum 
proximum est situé à une distance d, # 20 cm. 


Ainsi un maximum de détails est perçu si l'objet est placé au punctum 
proximum. Un détail de dimension À est vu sous un angle maximum 
(on considère un petit objet de telle sorte que 8 est petit) 


h 
px — 
di 


Pouvoir de résolution - La rétine est pavée de nombreuses cellules! 
qui jouent le même rôle que les pixels d'un capteur d'appareil photo. 
La différence réside dans le fait que la répartition n'est pas homo- 
gène : la densité de cellules est plus importante au centre d'où un 
maximum d'acuité visuelle au centre?. Lorsque deux points lumineux 
donnent lieu à deux images ponctuelles reçues par la même cellule, 
ces deux images ne sont pas distinguées mais au contraire perçues 


Corps vitré 


un 


— 
= Canal 
hyaloïde 


Papille optique 
Nerf optique | Fovéa 


Vaisseau sanguin 
rétinéen 


FIG. 41 : Schéma d'un œil. ©Wikipedia 


FIG. 4.2 : Angle maximum sous lequel 
on peut voir un objet. 

1: ILexiste deux types de cellules : Les 
bâtonnets sensibles aux faibles lumi- 
nosités et Les cônes sensibles aux cou- 
leurs 


2: Pour être plus précis, il existe une 
région appelée la fovea où l'on ne 
trouve que des cônes extrêmement 
serrés. C'est là que l'acuité visuelle est 
maximum en pleine lumière 
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comme un point unique. On retiendra qu'un œil normal arrive à dis- 
tinguer deux points lumineux séparés de 1 mm à la distance de 3m 
ce qui correspond à un pouvoir de séparation angulaire 


o 


, : 1 
Omin = 1 Minute d'arc = 50 


En France, on dit que l'œil normal a une acuité visuelle de 10 dixième. 


Quelques défauts de l'œil 


Le fonctionnement de l'œil peut présenter quelques anomalies par 
rapport à l'œil emmétrope. Citons en quelques une : 


> Myopie : anomalie de l'œil dans laquelle l'image d'un objet éloi- 
gné se forme en avant de la rétine. l'œil est trop convergent. On 
peut corriger la myopie en plaçant devant l'œil une lentille di- 
vergente. 

Hypermétropie : anomalie de l'œil dans laquelle l'image d’un 
objet éloigné se forme en arrière de la rétine. l'œil n'est pas 
assez convergent. En plaçant une lentille convergente adaptée 
on corrige l'hypermétropie. 

Astigmatisme : anomalie de l'œil dans laquelle un même point 
d'un objet donne une tache image entraînant une vison floue, 
de loin comme de près. La cornée (et parfois Le cristallin) pré- 
sente une forme irrégulière que l'on corrige en plaçant devant 
l'œil un verre présentant deux courbures différentes suivant 
deux axes perpendiculaires. 

Presbytie : La presbytie n'est pas à proprement parler une ano- 
malie de l'œil, il s'agit d'un vieillissement normal du cristallin 
qui l'empêche d'accommoder de manière satisfaisante. Le punc- 
tum proximum s'éloigne avec l'âge. 


Y 


Y 


Y 


4.2 La loupe 


L'invention de la loupe se perd dans la nuit des temps et il est difficile 
d'attribuer un inventeur de la loupe. Par exemple Sénèque (4 av. JC, 
65 ap. J.C) notait déjà que : 


une écriture mince et embrouillée paraît plus grosse et 
plus distincte à travers une boule remplie d'eau. 


Principe d’une loupe 


La loupe est un instrument d'optique simple puisqu'elle se compose 
d'une seule lentille convergente. Son intérêt est double : 


1. Elle permet de ne pas faire travailler l'œil; 
2. Chaque détail est vu sous un angle plus grand; on dit qu'il y a 
grossissement (à ne pas confondre avec le grandissement). 


4.3 La lunette astronomique 


La loupe se place de telle sorte que l'objet soit dans Le plan focal objet 
de la lentille, ainsi la loupe en donne une image virtuelle à —oo. Cette 
image virtuelle est donc vue par un œil normal sans accommoder. 


Grossissement d’une loupe 


Le grossissement G d'un appareil est défini par 


G= Q (41) 


4 
ô 


où 0’ est l'angle sous lequel on voit un détail dans l'image alors que 
8 est l'angle maximum sous lequel l'œil nu peut le voir. Ici l'image est 
virtuelle et vu à l'infini sous l'angle 


h 
0’ — ri 
f 
alors qu'un œil nu verrait ce détail sous l'angle 
e=" 
dm 


Ainsi, une loupe présente un grossissement 
— dim 
= 


On aura donc intérêt à choisir une lentille de petite focale si l'on veut 
un fort grossissement. 


G 


Dans le commerce, on indique les grossissement en prenant d, = 
25 cm. Par exemple une loupe de grossissement commercial G, = 5 
présentera une focale f” = 5 cm. 


4.3 La lunette astronomique 


La lunette astronomique permet d'observer les détails d'objets loin- 
tains (considérés à l'infini); son invention est probablement due à 
un artisan opticien hollandais, Hans Lippershey (1570-1619) à la fin 
du XVI® siècle. 


Principe de la lunette astronomique 


Dans son principe, la lunette est constituée de deux parties : 


1. Un objectif dont le rôle est de ramener l'image d'un astre sur 
Terre. L'objectif est une lentille convergente de grande focale f; 
qui projette l'astre dans son plan focal. 

2. Un oculaire qui joue le rôle d'une loupe. l'oculaire permet de 
grossir l'image que donne l'objectif. 


FIG. 4.3 : Principe de la loupe. 
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FIG. 4.4 : Principe de la lunette astrono- 
mique 


FIG. 4.5 : Le disque oculaire est l'image 
de la pupille d'entrée. 


Objectif -77  @éulaire 
Image B’ renversée AT 


2 


La lunette donne donc d’un objet considéré à l'infini, une image vir- 
tuelle à l'infini. Le système ne présente donc pas de foyer (ses foyers 
sont à l'infini): on dit que la lunette est afocale. Pour qu'il en soit ainsi, 
il suffit de placer le foyer image de l'objectif dans le plan focal objet 
de l'oculaire. l'encombrement d'une lunette vaut donc £ = fi + f:. 


Le disque oculaire - Une construction des rayons entrant dans la 
lunette montre que le faisceau sortant se présente sous la forme d’un 
tube dont le diamétre rétrécit puis augmente. La zone où Le diamétre 
est minimum est appelé disque oculaire. l'étude des rayons permet 
de montrer que le disque oculaire est l'image de la pupille d'entrée 
(entrée de l'objectif) par l'oculaire. On aura intérêt à placer son œil 
dans Le cercle oculaire pour recevoir Le maximum de lumière. 


, £ 


> 


D. 
nn 


Objectif Oculaire 


Quelques inconvénients - La lunette présente quelques défauts. Pour 
une observation précise, il faut une optique irréprochable (les aberra- 
tions géométriques et chromatiques doivent être corrigées). De plus, 
pour avoir un fort grossissement il faut un objectif de grande focale, 
d'où un encombrement important. Le télescope (instrument d'obser- 
vation des astres construit à partir de miroirs) présente l'avantage de 
produire des grossissements supérieurs avec moins d'aberrations et 
moins d'encombrement. 


Grossissement 


Si l'on note 8 Le diamèêtre apparent de l'astre, c'est-à-dire l'angle sous 
lequel est vu l'astre depuis la Terre, on a: 


Oh 
fi 


avec À la taille de l'image intermédiaire. l'image est virtuelle vue sous 
l'angle 


() 


ph 
P 
Le grossissement de la lunette vaut alors 
w_f 
0j: 


On aura donc un fort grossissement si f{ > f5 ce qui explique qu'une 
lunette puissante est forcément encombrante. Par exemple pour la 
lunette Lunar 70 800 on a f; — 800 mm et f; = 4 mm d'où un gros- 
sissement G = 200. 


4.4 l'appareil photographique réflex 


Principe du Réflex 


L'appareil photo Réflex est constitué de trois éléments : 


1. L'objectif. C'est par là que rentre la lumière. La quantité de lu- 
mière est contrôlée par un diaphragme de rayon variable R. 
L'objectif est un système centré convergent contenant plusieurs 
lentilles. Dans un soucis de simplification, on réduira ce sys- 
tême à une lentille mince convergente de focale f’. 

2. Le miroir et Le pentaprisme. La lumière venant de l'objectif est 
réfléchie (reflex) par un miroir puis par un penta-prisme per- 
mettant de redresser l'image que voit le photographe à travers 
le viseur. 

3. Le capteur. Lors du déclenchement, le miroir pivote pour laisser 
passer la lumière qui arrive alors sur un film photosensible s’il 
s'agit d'un appareil argentique, ou d'un capteur CCD s'il s'agit 
d'un Réflex numérique. 


La mise au point consiste à déplacer l'objectif par rapport au cap- 
teur de façon à conjuguer un certain plan objet avec le capteur. En 
fonction de la quantité de lumière rentrante, Le temps de capture est 
calculé. Un long temps de capture (en général au dessus de 1/30 5) 
nécessitera l'utilisation d'un pied si l'on veut éviter le «flou de bou- 
gé»; pour fixer une image d'un objet en mouvement il est crucial 
d'avoir un court temps de capture. 


Appelons d, la distance objet-lentille et d; la distance lentille-capteur. 
Pour faire l'image d'un objet à photographier sur le capteur il faut 


44 l'appareil photo 


33 


34 | 4 QUELQUES INSTRUMENTS 


FIG. 4.6 : Principe de l'appareil photo- 
graphique réflex. 


FIG. 4.7 : Champ angulaire d'un appa- 
reil photo. 


©)J. Roussel — Sept.2012 


. Objectif 

. Diaphragme 

. Penta-prisme 

. Viseur 

. Capteur 

. Miroir pivotant 

. Trajet de la lumiére 


vérifier 


+ — = 
d; do f 


En général, la focale est de l'ordre de quelques cm alors que d, est 
de l'ordre du mètre de sorte que dans la plupart des situations cou- 
rantes, on a 

d>f = def 


Champ angulaire d’un appareil photo 


Le champ angulaire A9 correspond au champ de vision de l'objectif. 
On définit un champ angulaire horizontal et vertical. 


Supposons l'appareil réglé à l'infini de sorte que le capteur est placé 
dans le plan focal image de l'objectif. Appelons £ la dimension du 
capteur (en largeur ou en hauteur). C'est cette quantité qui limite 
l'angle de vue de l'appareil photo. En effet, on a 


On voit donc qu'adopter un objectif de grande focale diminue le 
champ de vision (et agrandie l'image). On note aussi qu'adopter un 
petit capteur impose des objectifs de petite focale à champ angulaire 
constant : c'est la stratégie des compacts numériques. 


Champ angulaire de différents appareils 


> Appareil argentique avec un film 24x36 mm et un objectif de 35 mm 
de focale : on trouve 


A6, =54 et A0, = 38° 


> Compact numérique équipé d'un capteur de 7,18x5,32 mm et doté 
d’une focale 7,4 mm (caractéristiques du Canon G7) : on trouve 


A6, =52% et A0, = 33° 


Autrement dit, ce compact possède un champ angulaire similaire à 


un objectif 35 mm sur un Réflex. 
» Téléobjectif de 135 mm de focale en 24 x 36 : on trouve 


A6,=15 et Ab, = 10° 


Profondeur de champ 


Cette notion joue un rôle importante dans la prise de vue photogra- 
phique. Il s'agit de la longueur de l'intervalle dans lequel tout objet 
donne une image que l'on peut considérer net. On considère généra- 
lement qu'une tache sera perçue comme un point si son diamètre @ 
est inférieur à 5 = 100 pm. 


Objectif capteur 


Supposons qu'un point À ait pour image A situé à la distance algé- 
brique x du capteur. Se formera alors sur le capteur, une tache de 
diamêtre 9 donné par le théorème de Thales : 


o] x 


2R ON 


Si l'on fait l'approximation OA = f’, on en déduit que l'intervalle de 
netteté dans le plan image vaut 


A'=9/r| = 70 
els À 
Cet intervalle est associé à un intervalle de netteté À dans le plan 


objet dont la dimension s'obtient à l'aide du grandissement longitu- 
dinal : 

PAM 

A — Ve 
Rappelons que pour une lentille, Le grandissement longitudinal est 
relié au grandissement transversal 


r\ 2 / 
for) Li 
ee 


In fine, l'intervalle de netteté objet, dite profondeur de champ, vaut 


2 
Aë dr (43) 


Que nous dit ce résultat ? 


1. La profondeur de champ augmente quand la focale diminue. 
Ainsi, Les appareils numériques compacts donnent des photos 


44 l'appareil photo | 35 


FIG. 4.8 : Construction associée au cal- 
cul de la profondeur de champ. 
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FIG. 4.9 : Principe du microscope op- 


tique. 
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avec une grande profondeur de champ ce qui est intéressant 
pour les photos des paysage mais l'est moins pour le portrait. 

2. La profondeur de champ augmente lorsque la distance de mise 
au point augmente. 

3. On peut jouer sur la profondeur de champ en agissant sur l'ou- 
verture. Réduire l'ouverture augmente a profondeur de champ. 
En effet, lorsque l'on réduit Le diamêtre du diaphragme d'ouver- 
ture, on réduit du même coup le diamètre de la tache sur le 
capteur. 


Calcul de la profondeur de champ pour un objet situé à 10 m 


> Téléobjectif de 135 mm de focale et une ouverture N = f’/R = 2,8: 


2,8 x 100.106 


A = 10? 
DX— piges 


=1,5m 


> Compact numérique de focale 7,4 mm de même ouverture : 


2,8 x 100.10 6 


A 10 
* 7 6,0074 


= 510 m 


4.5 Le microscope 


Principe du microscope 


Le microscope, à l'instar de la lunette astronomique, se compose de 
deux éléments : 


> Un objectif convergent dont le rôle est d'agrandir l'objet obser- 
vé. Pour cela on cherchera à rapprocher l'objet du plan focal 
objet de l'objectif. 

> Un oculaire qui se comporte comme une loupe et qui permet 
de grossir l'image intermédiaire. 


Par construction, l'objectif et l'oculaire sont solidaires dans un tube 
que l'on peut translater minutieusement à l'aide d’une molette. On 
note À = FF, l'intervalle optique. 


Le réglage consiste à placer l'objet suffisamment proche du plan focal 
objet afin que l'image se forme dans le plan focal objet de l'oculaire. 
Ce dernier en donne alors une image à l'infini évitant à l'œil un effort 
d'accommodation. La construction des rayons montre que l'image vir- 
tuelle est retournée par rapport à l'objet étudié. 


Limitations - À cause du phénomène de diffraction, on ne peut pas 
voir des détails de l'ordre de À = 0,5 4m dans le domaine visible. Pour 
observer des détails plus petits il faut utiliser des ondes de longueur 
d'onde plus courtes. C'est le principe du microscope électronique qui 
utilise des faisceaux électroniques dont la longueur d'onde associée 
est donnée par la relation de DeBroglie 


h je 
X= - dualité onde-corpuscule) 
MU 


et permet d'obtenir des résolutions allant jusqu'à mille fois celle d'un 
microscope optique. 


Grossissement 


La propriété essentiel d'un microscope est son grossissement. Cal- 
culons son grossissement dit grossissement commercial en considé- 
rant un punctum proximum standard de 25 cm. 


l'angle maximum sous lequel un œil normal standard peut voir l'ob- 
jet AB vaut, dans l'approximation des petits angles 


_ AB 


0 
d 


m 


Alors que l'image virtuelle A'B' située à l'infini est vue sous l'angle 


AB 
0 = — 
P 
De sorte que Le grossissement commercial vaut 
0"  AB'à 
Ge 1e P] mi AB A T ll X Goc (44) 


où l'on reconnait le grandissement transversale de l'objectif || = 
A'B'/AB ainsi que le grossissement de l'oculaire G,.. Le grandissement 
de l'objectif est lié à l'intervalle optique puisque 


FA A Ad 
7 72 G 7 2 
lt] . FE C 1 L 


La valeur de |.| est gravée sur l'objectif, celle de G!. sur l'oculaire, d'où 
l'utilité de la relation (4.4). Par exemple, un microscope muni d’un objectif 
x16 et d’un oculaire x10 possède un grossissement commercial 


G. = 10 x 16 = 160 
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ANNEXES 


PRINCIPE DE FERMAT 


«La nature agit toujours par les voies les plus courtes» (Pierre de 
Fermat) 


Pierre de Fermat proposa que les rayons lumineux répondaient à un 
principe très général auquel on donna son nom. Ce principe, de na- 
ture variationnelle, permet à lui seul de retrouver toutes les lois de 
l'optique géométrique. Après une présentation de ce principe tel qu'il 
a êté formulé par Fermat, on met en évidence la nécessité d’un énon- 
cé plus général. On passe en revue différentes applications allant des 
lois de Snell-Descartes à l'équation fondamentale de l'optique géo- 
métrique. 


Les deux premières parties de ce cours sont d'un accès facile et peuvent 
suffire pour une première approche du principe de Fermat. En re- 
vanche, la dernière partie est plus exigeante, car elle demande une 
certaine maîtrise du calcul variationnel. 


Version en ligne 


https: 
//femto-physique.fr/optique/principe-de-fermat.php 


A1 Le principe de moindre temps 


Énoncé de Fermat 


En 1637, René Descartes (1596-1650) publie, en complément de son 

célèbre Discours de la méthode, un traité d'optique. Il y explique no- 

tamment le phénomène de réfraction et prévoit La loi des sinus : 
Siné 


= çte 
SIN do 


Les conceptions de Descartes reposent essentiellement sur l'analo- 
gie avec la mécanique et sa description prévoit notamment que la 
lumière va plus vite dans l'eau que dans l'air Ces considérations sus- 
citent un débat au sein de la communauté scientifique, et des sa- 
vants tels que Pierre de Fermat (1601-1665) contestent l'approche de 
Descartes. Fermat adopte un point de vue différent, reposant sur un 
principe d'économie. 


IL étend Le principe de Héron d'Alexandrie relatif à la réflexion!. Ima- 
ginez un rayon lumineux partant d'un point À et se dirigeant jusqu'à 
un autre point B. Fermat propose que parmi tous les chemins pos- 
sibles entre À et B, la lumière emprunte seulement Le chemin Le plus 
rapide. 


A1 Le principe de moindre 
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DE LA METHODE 
Pour bien conduire fa raifon,& chercher 
la verité dans lesftiences. 
Prius 
LA DIOPTRIQUE. 
LES METEORES. 
ET 
LA GEOMETRIE. 
Qui font des effais de cete MeTHODE. 
x 


A Levos $ 
Auec Prinilege: ï . 1 


FIG. A1 : Dans son Discours de la mé- 
thode, Descartes aborde la Dioptrique. 


1: Héron d'Alexandrie (1®'siècle avant 
notre ère) avait déjà prouvé que la lu- 
mière qui se réfléchit sur un miroir 
plan emprunte le chemin Le plus court. 
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[1] : BASDEVANT (2010), Le principe de 
moindre action et les principes varia- 
tionnels en physique 


2 : Dans un espace non euclidien, la 
courbe recherchée est appelée géodé- 
sique; notion qui généralise la notion 
de droite dans les espaces courbes. 


Ati; Y1: 0) Uy 
ü, Le üy 


B(x, LPE 0) 


Vj 


I(x, 0, z) 
FIG. A.2 : Réflexion sur un miroir plan. 


Principe de Fermat (1657) 
«La lumière se propage d'un point à un autre de façon à 
minimiser son temps de trajet ». 


IL publiera ses résultats en 1662 dans synthèses pour les réfractions. 
Son principe est le premier principe variationnel de la physique; il 
présente en outre l'intérêt d'être d'une très grande généralité, et nous 
verrons que son énoncé moderne contient en elle toute l'optique 
géométrique. De surcroît, ce point de vue variationnel sera très fé- 
cond en physique puisqu'il mènera à la mécanique analytique jus- 
qu'aux théories quantiques des champs]. 


Propagation dans un milieu homogène 


Illustrons les premières conséquences élémentaires de ce principe. 


Dans un milieu homogène, la lumière se propage à la même vitesse 
partout. Dans ce cas, le trajet qui minimise la durée entre deux points 
A et B correspond à la courbe de longueur minimale, c'est-à-dire au 
segment [AB] si l'espace est euclidien?. Ainsi, dans tout milieu ho- 
mogène, la lumière se propage en ligne droite. Inversons le sens du 
parcours et -bien entendu- cela n'affecte pas la durée du trajet qui 
reste minimale. En conséquence, le chemin suivi est indépendant du 
sens de parcours. 


En résumé, le principe de propagation rectiligne et celui du retour 
inverse de la lumière découlent naturellement du principe de Fer- 
mat. 


Réflexion sur un miroir plan 


Considérons un rayon lumineux issu d'un point source À se propa- 
geant dans un milieu homogène en direction d'un miroir plan. Après 
réflexion sur celui-ci, Le rayon atteint Le point B. Cherchons quel trajet 
doit suivre la lumière. Pour cela, définissons le repère Oxyz de sorte 
que le plan x0Oz matérialise Le miroir plan. Plaçons A et B dans le plan 
æOy : on note (x,,y1,0) et (x2,y2,0) leurs coordonnées avec y, > 0 
et y > 0. 


Calculons la durée T,£ du trajet d'un rayon qui se réfléchit en un point 
| de coordonnées (x,0,z) à déterminer. La durée du trajet vaut 


Al +1B 


Tis = 
Vi 


où v, est la vitesse de la lumière. En vertu du théorème de Pythagore, 
on obtient 


1 
Tao 2) = (ea + ut +2 + ea +18 +2) 
L 


AT Principe de moindre temps 


La fonction TR(x,z) présente un minimum si _ = Det . = 0, 
c'est-à-dire si 
(x—z:) (x — 22) = ÿ 
V2) ++ 22 V@-x) +1 +2 
et 
Z A ee 


+ 
Vaœ-m)+p+2 V(x-n) +ÿ+2 


La dernière relation aboutit à z = 0. En d'autres termes, À, | et B 
appartiennent au plan d'incidence. On retrouve donc ici la première 
loi de la réflexion. 


Quant à l'autre relation, elle donne 


(x — x) 


IB 


(x —x;) = 
Al 


égalité qui n'est possible que si x est compris entre x, et x, : le rayon 
réfléchi passe donc de l'autre côté de la normale. Si l'on appelle 5, et 
i les angles de chaque côté, la relation précédente se réécrit sini, — 
Sin is, SOit 


Lu — 2 


2 | : : M. ” 3 : Un 

Et la deuxième loi de la réflexion est ainsi prouvée*. 
Tie(x, 
local 


convaincre, 
simulation 


la 


Réfraction https 


permet 
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calcul de dérivée seconde 
de vérifier que la durée 
z) présente bien un minimum 
orsque ä. Pour s'en 
on pourra consulter 
située à l'adresse 


://femto-physique. 


fr/si 

princ 
De la même manière, le principe de Fermat permet de retrouver les 
lois de Snell-Descartes en y apportant un éclairage nouveau. En ef- 
fet, imaginons deux milieux transparents homogènes séparés par un 
dioptre plan. Appelons v, et v, les vitesses respectives de la lumière 
dans chacun de ces milieux. Pour simplifier, supposons le problème 
plan (on pourrait montrer comme précédemment que le rayon opti- 
mal reste dans le plan d'incidence). 


Considérons À un point fixe du milieu 1 de coordonnées (x,,y.) et 
un point B du milieu 2 de coordonnées (x,,%) puis cherchons le 


nulations/ 
ipe-de-fermat.php 


trajet qui minimise le temps de parcours entre À et B. On comprend 
aisément que si la lumière se déplace plus vite dans Le milieu 1, elle 
«aura intérêt » à allonger son parcours dans ce milieu et à Le raccour- 
cir dans l'autre ce qui explique la réfraction. La durée T,£ du trajet ne 
dépend alors que de la position du point incident | de coordonnées 
(x, 0) : 


FIG. A.3 
plan. 


IB 
Vo 


Al 
Tag = — + 

La 
Cette durée présente un extremum (minimum ici) si sa dérivée s'an- 
nule : 


dTrs . 1 (x —x;) 1 (t> — 2) 0 
de UV (x-r)+y? Ve V2) +7? 


B(x2 ) Yo) 


: Réfraction à travers un dioptre 
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FIG. ÀA.4 : Miroir elliptique. 


Par conséquent, (x — x,) et (x, — x) sont de même signe, ce qui si- 
gnifie que x est entre x. et x, et que le rayon se réfracte en passant 
de l’autre côté de la normale (comme pour la réflexion). Si l'on fait 
intervenir les angles d'incidence et de réfraction , et 2, la dernière 
relation se ramène simplement à 


Siné, Siné 
Lai _ V2 


Non seulement on retrouve la loi de Snell-Descartes, mais on donne 
un sens physique aux indices de réfraction en prévoyant qu'ils doivent 
varier comme l'inverse de la vitesse de la lumière dans le milieu. La 
lumière doit donc voyager moins vite dans l'eau que dans l'air car 
on sait que l'angle de réfraction diminue lors du passage eau-air. IL 
fallut attendre l'année 1850 pour confirmer cette prévision à l'origine 
du désaccord entre Fermat et Descartes. C'est Léon Foucault qui four- 
nira la preuve mettant définitivement fin au dogme cartésien selon 
lequel la lumière se propage plus vite dans les corps denses. 


En adoptant la convention que l'indice du vide vaut un, on obtient 
def & : 2 : PR 
— £ et la relation de réfraction s'écrit 


n E 
U 


- Érs C C 
Ni SIN =NaSiNis avec n=— et no = — 
La Ua 


Un calcul de dérivée seconde permet de vérifier que la durée T,, présente 
bien un minimum local lorsque n, sini, = n, sin. On peut aussi s'en 
convaincre en jouant avec l'animation située à l'adresse : 


https://femto-physique.fr/simulations/principe-de-fermat. 
php. 


A.2 Énoncé moderne 


La durée est-elle toujours minimale ? 


Selon Fermat, la durée du trajet lumineux est supposée présenter un 
minimum local. Or, il existe des situations simples où, à l'évidence, 
le principe initial de Fermat est invalidé. Analysons deux cas particu- 
liers. 


Le miroir elliptique - Considérons une surface elliptique de révolu- 
tion dont la face interne est rendue parfaitement réfléchissante. Rai- 
sonnons dans le plan contenant l'axe de révolution. Dans ce plan, le 
miroir est représenté par une ellipse. On peut montrer que pour tout 
point M situé sur l'ellipse, on a 


FM + FM = Cie 


où F et F’ sont deux points -que l'on appelle les foyers- placés sur 
l'axe de révolution de part et d'autre du centre O. 


Prenons maintenant un rayon lumineux issu de F que l'on dirige vers 
le point | situé à l'intersection du miroir et du plan de symétrie per- 
pendiculaire à l'axe optique (FIG. A4). Compte tenu des Lois de la ré- 
flexion, Le rayon se réfléchit en se dirigeant vers F. La durée du trajet 


[FIF'] vaut donc 
FI+IF 


FF — 


où v est la vitesse de la lumière dans l'air. Si maintenant on considère 
un point M sur l'ellipse, voisin de |, on a par construction, 


FI = FM + MF 


de sorte que le trajet [FIF'] n'est pas de moindre durée mais de durée 
stationnaire. Ici tous les rayons issus de F se réfléchiront en passant 
par F’ avec la même durée constante. 


Le miroir sphérique concave - Imaginons maintenant un miroir sphé- 
rique concave de rayon R et de centre C. Fixons un point B dans la 
sphère mais ailleurs qu'en C et cherchons quel(s) trajet(s) peut par- 
courir un rayon lumineux s'il part de C et arrive en B après une ré- 
flexion. 


Tout rayon issu de C arrive sur la surface sphérique en un point | 
avec un angle d'incidence nul, car [CI] est un rayon de la sphère. Par 
conséquent, le rayon doit se réfléchir avec également un angle nul, 
c'est-à-dire rebrousser chemin. En conclusion, il n'existe que deux 
trajets possibles : ceux pour lesquels |, C et B sont alignés. 


Intéressons nous de plus près au cas où C est entre | et B (FIG. A5). 
Envisageons un trajet virtuel [CMB] avec M voisin de I sur la sphère et 
comparons sa longueur avec celle du trajet réellement emprunté par 
la lumière. Pour cela, définissons le point N comme l'intersection de 
la droite (BM) avec Le cercle de centre B et de rayon [BI]. On a 


CI+1B = CM +NB > CM + MB 


car NB > MB par hypothèse. Ainsi, le trajet [CIB] présente une durée 
localement maximum. 


Comme on le voit, il existe des situations où la lumière choisit des tra- 

jets qui présentent des durées localement maximales voire constantes, 
en contradiction avec l'énoncé de Fermat. On peut montrer“ qu'il faut 

changer la formulation initiale en remplaçant le terme «durée mini- 

male » par «durée stationnaire ». 


Principe de Fermat 


Lors de son parcours entre deux points À et B, la lumière suit un 
trajet qui rend la durée de celui-ci stationnaire par rapport à tout 
trajet infiniment voisin. 


Précisons ce que le terme «stationnaire » signifie mathématiquement. 
Imaginons que € représente la courbe effectivement suivie par la lu- 
mière entre À et B. Lorsque l'on modifie de façon infinitésimale €, 
tout en fixant A et B, alors le temps de trajet T,, varie également de 
façon infinitésimale. Cependant, dans le cas d'une durée stationnaire, 
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FIG. A5 : Miroir sphérique concave. 


4: Un des résultats importants de l'op- 
tique ondulatoire stipule que le par- 
cours de la lumière respecte le prin- 
cipe de Fermat dans son énoncé mo- 
derne lorsque À — 0, c'est-à-dire dans 
la limite de l'optique géométrique. 
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FIG. À.6 : Principe de Fermat. 


sa variation est nulle au premier ordre. Une durée minimale ou maxi- 
male sont des durées stationnaires mais la réciproque n'est pas vraie. 
Mathématiquement, cela signifie que la différentielle de T,, est nulle. 


dTrs =0 avec AetBfxes 


Relation avec le chemin optique 


Par définition, le chemin optique d'un rayon lumineux partant de A 
et arrivant en B est la quantité 


def 


B 
Le € | n(M)ds ave MEC © (A1) 
A 


c'est-à-dire l'indice de réfraction intégré le long du trajet lumineux © 
(ds est l'élément d'arc infinitésimal). Le chemin optique étant homo- 
gène à une longueur, il s'exprime en mêtre. Notez que dans le vide, 


cette notion se confond avec la longueur d'arc AB. 


Le temps de parcours est lié au chemin optique. En effet, en un point 
M de €, la lumière se propage à la vitesse v = c/n de sorte que la 
durée du trajet s'écrit 


à B ds Li 
Te | &= | 00 =: n(M) ds 


On trouve donc la relation simple 


Bien] 9 (2) 


Le chemin optique est tout simplement proportionnel à la durée du 
trajet. On peut donc reformuler le principe de Fermat en terme de 
chemin optique : 


Principe de Fermat 


Lors de son parcours entre deux points A et B, la lumière suit un 
trajet qui rend le chemin optique de celui-ci stationnaire par rap- 
port à tout trajet infiniment voisin. 


Stigmatisme 


Considérons un système optique constitué de dioptres et/ou de mi- 
roirs. Si tout rayon issu d’un point À arrive, après avoir traversé le 
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système optique, en un point À on dit que À est l'image de À, et le 
système optique est rigoureusement stigmatique vis à vis des points 
Aet À! 


En vertu du principe de Fermat, un rayon lumineux issu de A et tra- 
versant le système optique, parviendra en A s'il existe un trajet qui 
présente un chemin optique stationnaire. Aussi, tous les rayons is- 
sus de À arriveront en À’ si le chemin optique Z, est une fonction 
partout stationnaire, c'est-à-dire constante. 


Conditions de stigmatisme 


Un système optique est stigmatique vis à vis du couple objet- 
image (A,A') si, et seulement si Le chemin optique L,, est constant 
pour tous les rayons lumineux joignant À à À’ à travers Le système 
optique. 


Excepté le miroir plan, il n'existe pas de système optique rigoureu- 
sement stigmatique pour tout point. En revanche, de nombreux sys- 
têmes présentent un stigmatisme rigoureux pour certains points par- 
ticuliers. Par exemple : 


> le miroir sphérique conjugue son centre avec lui même; 

> Le miroir elliptique conjugue un foyer avec l'autre foyer; 

> La parabole conjugue un point à l'infini sur son axe optique avec 
son foyer. 


Le stigmatisme est évidemment une propriété très recherchée si l'on 
souhaite former des images. La plupart du temps, cette propriété 
n'est vérifiée que dans un cadre approximatif pour un ensemble res- 
treint de rayons; on parle alors de stigmatisme approché. 


Application : lentille plan-convexe dans l’'approximation paraxiale 


Plaçons entre deux points À et A'une lentille mince plan convexe, d'indice 
n. Appelons d, et d, les distances qui séparent ces points de la lentille. 
On souhaite déterminer le profil de la lentille, c'est-à-dire la façon dont 
l'épaisseur locale e(z) varie avec la coordonnée z, qui garantisse que À et 
A’ soient conjugués, ceci dans l'approximation paraxiale. 


Prenons un rayon issu de À arrivant sur la Lentille à La hauteur z et conver- 
geant ensuite vers À’. Le chemin optique se décompose en deux termes 
Lan = Lijge + AL OÙ Lx représente le chemin optique du rayon dans le 
vide et AZ, celui introduit par la lentille. D'après le théorème de Pytha- 
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gore, on a 


2) 


2 2 Z 
Le = Va? +22 + ls — ea) + 22 di + — ef) + À 
à condition de poser D = d,d,/(d, + d,) et de considérer z et e(z) petit 
devant d, et d2. 


Le terme supplémentaire vaut simplement 
AL=ne(z) 


Pour ces deux calculs, on a utilisé l'approximation paraxiale puisque l'on 
a considéré Le rayon dans la lentille quasi parallèle à l'axe optique. Fina- 
lement, Le chemin optique vaut 
22 
Lin © di + di + 2D +(n—1)e(2) 
A et A’ seront conjugués (dans l'approximation paraxiale) si, et seulement 
si L,, est constant. Cette constante peut être obtenue en prenant z = 0: 


ce ca 


di+d3+ 5D° (n—1)e(z) = di+d;+(n—1)e, soit e(z) = D 


La lentille doit donc présenter un profil parabolique. 


Renversons maintenant le raisonnement. Donnons-nous une lentille plan- 
convexe de profil parabolique e = e, — az? ; on sait alors que tout point A 
et A’ seront conjugués à condition que 


a = TER c'est-à-dire . 2a(n —1) =V 
On retrouve ainsi la formule de conjugaison des lentilles minces où V dé- 
signe la vergence. Notez que, compte tenu de l'approximation paraxiale, 
on peut approcher la surface parabolique par une sphère de rayon R = 
1/(2a). On retrouve alors Le résultat des lentilles minces sphériques, no- 
tamment V =(n—1)/R pour une lentille plan-convexe. 


A3 Calcul de trajet lumineux 


Le principe de Fermat, en tant que principe variationnel, montre toute 
sa puissance lorsqu'il est associé aux techniques mathématiques in- 
ventées par Euler et Lagrange au 19fsiècle. La présentation qui suit 
repose sur ces techniques de calcul variationnel qui devraient faire 
parti du bagage de fond de tout bon physicien. 


Calcul variationnel 


Fixons deux points À et B dans le plan xOy et considérons une courbe 
d'équation y(x) passant par ces deux points. Définissons l'intégrale 


Bell = Î | Fe, y(e), y'(œ)) de 


où f(x, y, y’) est une fonction connue à 3 variables de classe ©! et 
y'(æ) la dérivée de y par rapport à x. Cette intégrale est un nombre 


A.3 Calcul de trajet lumineux 


dont la valeur dépend de la fonction y(x). On appelle ce type d'objets, 
une fonctionnelle. Le calcul variationnel permet de trouver la fonction 
y(x) qui rend 1,8[y] stationnaire. C'est Euler Le premier qui à établit 
le résultat suivant : 


diply] = 0 


HE, 


C'est l'équation d'Euler-Lagrange. 


Exemple 


Cherchons la courbe du plan qui relie deux points À et B et qui minimise 
la longueur d'arc AB le long de la courbe. Cette longueur s'obtient en 
intégrant l'élément de longueur ds = 4/dx? + dy? entre A et B. On obtient 
LR 78 
= | Jeu va)ée avec Hauv)=Vi+v° 
TA 


Cherchant la courbe qui rend la longueur d'arc minimale (et donc station- 


naire), on peut écrire l'équation d’Euler-Lagrange : oh = cs Or, fne 
Oy dx Oy 
dépend pas de y, par conséquent on trouve 
Of _— cie = y 
dy 1+y? 


ILen découle y’ = a, c'est-à-dire y(x) = ax+b, avec a et b deux constantes 
obtenues à l'aide des conditions aux limites y, = y(x\) et y = y(xe). 


Ainsi, comme attendu, le chemin qui rend stationnaire la longueur AB est 
la ligne droite. Ce chemin est de longueur minimale, car tout déformation 


du segment AB augmente la longueur AB. 


l'équation d’Euler-Lagrange s'étend également au cas où la fonction 
f dépend, non pas d'une seule fonction inconnue y(x), mais de n 
fonctions y,(x), … ,y,(æ). On retiendra Le résultat suivant. 


Équation d’Euler-Lagrange 


La fonctionnelle 
nn ; a 6 Ci 


est stationnaire sl 


of _d {of . 
Done (2) DOME = 


2 


Équation du rayon lumineux 


Appliquons maintenant le calcul variationnel à la recherche du rayon 
lumineux dans un milieu transparent inhomogène d'indice optique 
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n(x,y,2) Où x, yet z désignent Les coordonnées cartésiennes. Le che- 
min optique d'un trajet quelconque entre À et B s'écrit 


B 
Las “| n(x, y, 2) ds 
A 


Le théorème de Pythagore permet de relier l'élément d'arc ds avec 
les déplacements cartésiens dx, dy et dz, via 


ds = dx? + dy? + d22 = ÿ/1+y°+2 
où y’ et z’ désignent les dérivées par rapport à x. Finalement, Le che- 
min optique s'écrit 


— / | fe, v(e), vo), 20), 2 (@)) de 


A 
avec f(x,y,y',2,2)=n(x,y, 2 V1+y°+ 2° (A3) 


Le chemin optique est donc une fonctionnelle qui dépend de la forme 
du trajet via les fonctions y(x) et z(x). Le rayon lumineux étant de 
chemin optique stationnaire, on doit avoir 


Ô d d 
of : d of nm 1 y? 212 _ ny 
dy — drôy 7 COPA 
- Soit On d ui 
of _ d of Tr = 
EP dx 27’ Oz dx 1+y2+ 7? 


utilisant Le fait que ds = 4/1 + y° + z’° dx, on trouve 


n _ 4 [,du) a dm d [,de 
dy ds ds oz ds |"ds 


On obtient également la même équation pour x, à savoir 


On d dx 
ox ds "ds 


Pour cela, il suffit d'exprimer Le chemin optique en choisissant y comme 
variable d'intégration à la place de x. Ces trois équations aux dérivées 
partielles permettent d'obtenir l'équation du rayon lumineux dans 
tout milieu. On peut Les résumer par la relation vectorielle : 


 - d dæ_,, dy, dz 
8 FT ds as" ds" | ds "- 


Or, Le vecteur Lu+ Mu + Lu représente Le vecteur unitaire tangent 


ds “x 


au rayon, que nous noterons &. Finalement, l'équation du rayon se 
met sous la forme 


= cor 
gradn = “e (nu) © (A4) 
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Courbure des rayons 


La relation (A4) nous confirme bien que dans un milieu homogène 
(n = C*®) Le rayon se propage en ligne droite (à = C*). À l'inverse, dans 
un milieu inhomogène, l'existence d'un gradient d'indice fait courber 
les rayons lumineux. Voyons plus précisément comment se courbent 
les rayons. Par définition du rayon de courbure R, on a° 


ü] def du 
R ds 


où ü, représente Le vecteur normal au rayon et dirigé vers le centre 
de courbure. Or, d'après l'équation (A4), on a 


En prenant le produit scalaire avec Le vecteur normal on aboutit à la 


relation 
n _ üà, :gradn 


R n 


Étant donné que le rayon de courbure estune quantité positive, l'angle 
formé par les vecteurs x, et gradn est nécessairement aigu. Autre- 
ment dit, Le vecteur gradient de l'indice est orienté dans Le sens de 
la concavité du trajet. 


Exemple 1 : mirage optique 


«Le phénomène du mirage Le plus apparent, Le mieux consta- 
té, et qui a Le plus attiré l'attention générale, est celui que 
M. Monge a décrit et expliqué dans les Mémoires de l'Insti- 
tut du Caire : lorsque les soldats français entrérent dans le 
désert de l'Égypte, toute l'armée fut témoin d'un effet d'op- 
tique aussi nouveau que remarquable : Le pays qui forme 
une vaste plaine horizontale parut tout couvert d'eau; les 
villages bâtis sur de petits tertres. présentaient de loin, 
outre leur image directe, une image renversée; les soldats, 
séduits par l'illusion, couraient vainement vers cette eau 
imaginaire pour étancher la soif qui les dévorait..» (Biot, 
Instit. Mém. sciences, 1809, p.5) 


Que ce soit sur une route surchauffée en été ou -comme nous le rap- 
porte Gaspard Monge dans ses mémoires- dans une zone désertique, 
il peut nous arriver d'avoir l'impression que le sol réfléchit un coin de 
ciel bleu nous faisant croire à l'existence d'une plus ou moins grande 
étendue d’eau présente sur le sol. Ces mirages® sont liés à la cour- 
bure des rayons à proximité du sol surchauffé. En effet, l'air chaud 
étant moins dense que l'air froid, l'indice optique augmente avec l'al- 
titude ce qui fait naitre un gradient d'indice vertical. Par conséquent, 
les rayons se courbent comme indiqué sur la Figure A7. l'observateur 
voit une image virtuelle du ciel en surimpression du sol. Établissons 
l'équation différentielle du rayon en supposant que l'indice ne varie 


5 : cf complément sur le rayon de 
courbure. 


6 : mirage : du latin miror mirari : 
s'étonner, voir avec étonnement. 
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FIG. A.7 : Courbure des rayons au voisi- 
nage d'un sol surchauffé. 


qui suivant l'altitude y du lieu. Le chemin optique s'écrit, dans Le plan 


xOy, 
B B 
= | n(u) ds = Î n(u) de? + dy? 
A A 


On a Le choix entre deux variables d'intégration : y où x. Il se trouve 
que les calculs sont grandement simplifiés si l'on choisit La variable 
y. Nous allons donc décrire la courbe de lumière par la relation à 
déterminer x(y). On obtient 


Ye 
D [l n(u)y/1 +2 (0) du 


VA 
Selon le principe de Fermat, le rayon lumineux est le trajet qui rend 
stationnaire de fu x(y), x’ (y)) dy avec f(y,x,x') = n(y)V1+%7. 


l'équation d'Euler-Lagrange donne 


Of d is À n x’ 
= (os c'est-à-dire dr haur 


on en déduit | 
mn T 


Vi+zx? 


On notera que la constante d'intégration a représente l'indice de ré- 
fraction au sommet de la courbe € (lorsque x’ — +00). Si l'on note 
(to: Yo) Les Coordonnées du sommet, on a donc a = n(y). Séparons 
maintenant les variables : 


—a avec a=cC 


es a 


n? — a? 


Prolongeons le calcul en choisissant un modèle d'atmosphère. Pour 
simplifier notre propos, adoptons un modèle linéarisé de n? : 


n?=a? +a(y—Yy) avec a >0 


En substituant dans l'équation différentielle, on trouve 


| &- a f* dy 
20 | va vo VY— Yo 


L'intégrale se calcule aisément; on obtient x — x, = +2a,/y — yo/va. 
Élevant au carré, on aboutit à l'équation du rayon lumineux : 


a 
Y = Yo + RE) 


Le rayon lumineux adopte donc une trajectoire parabolique dont la 
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courbure est d'autant plus prononcée que le gradient d'indice est 
important. 


Exemple 2 : mirage gravitationnel 


On peut montrer, à partir des équations de la Relativité Générale, que 
la présence d'un champ de gravitation déforme l'espace temps et 
allonge la durée d'un trajet lumineux par rapport au trajet dans un 
espace vide’. Plus précisément, en présence d’un astre à symétrie 
sphérique de masse M, le temps que met la lumière pour aller d'un 
point A vers un point B vaut 


B 
Te == | h-%) ds avec  - 
A 


T 


où @ désigne le potentiel gravitationneletr la distance entre l'astre et 
un point du rayon lumineux. Ainsi, tout se passe comme si la présence 
d'un astre modifiait l'indice de réfraction de l'espace. On peut écrire 


IL existe donc au voisinage des étoiles un faible gradient d'indice qui 
courbe les rayons lumineux. Ce phénomène, prévu dès 1915 par A. 
Einstein, fut observé la première fois par Eddington en 1919 lors d’une 
éclipse solaire. Cherchons à déterminer l'angle de déviation 8 que 


subit un rayon lumineux au passage d’un astre de masse M à partir 
de l'équation (A4). On a 


— dr = OR 
gradn = + (nü) = ma = | gradn ds 


Prenons deux points À et B suffisamment éloignés de l'astre pour 
considérer que n = 1 en ces points. De plus, une construction géo- 
métrique (cf. FIG. A.8) fait apparaître que 


. 0 


Par ailleurs, gradn = —gradp de sorte que l'on trouve, pour les 
faibles déviations 


al 
> — | grado ds 
C7 ][/a 
Cette relation ne nous aide guêre, car l'intégrale nécessite de connaître 
l'équation du rayon. Cependant, puisque 26/c? & 1, on s'attend à ce 
que la déviation soit faible. On peut procéder à une approximation 


7: C'est l'effet Shapiro prévu par lrwin 
Shapiro en 1964 et mis en évidence dès 
1967 par l'étude de l'écho radar émis 
depuis la Terre et réfléchi par Mercure. 
Lorsque l'alignement Terre-Mercure se 
rapproche du Soleil, on mesure un re- 
tard de plus en plus important. 


Le terme 2GM/(rc?) est très faible 
pour une étoile. Par exemple, à la sur- 
face du Soleil ce terme vaut environ 
41076 


FIG. A.8 : Déviation d'un rayon lumi- 
neux au voisinage d'un astre massif. 
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FIG. À.9 : Schéma correspondant au cal- 
cul de l'angle 6. 


FIG. A10 : Anneau d'Einstein presque 


complet suite à l'effet 
par une galaxie rouge 
lointaine bleu.© ESA-H 


mirage produit 
sur une galaxie 
ubble-NASA. 


8 : Dans son article sur l'effet de len- 
tille gravitationnelle, A. Einstein écrit 
«Of course, there is no hope of ob- 
serving this phenomenon directly. First 
we shall scarcely ever approach closely 
enough to such a central line. Second, 
the angle will defy the resolving power 
of our instruments ». Son pessimisme 
fut démenti à partir des années 80 où 
on a commencé à détecter quelques 
mirages gravitationnels en forme d'an- 
neau. 


couramment utilisée en théorie de la diffusion, et qui consiste à in- 
tégrer sur le chemin non perturbé, c'est-à-dire ici la ligne droite. Ce 
rayon non perturbé passe à la distance b de l'astre. Le calcul de l'in- 
tégrale donne alors 


ET — [55 
| [rm + on de 
| Lt de 
= ou ere) 
J sis - te 


Finalement, on trouve une déviation angulaire 


4GM 
= 


b c2 (AS) 


Cet angle vaut 1,75” pour un rayon rasant le Soleil; résultat qui fut 
confirmé en 1919 par Eddington. Une conséquence immédiate est que 
si l'alignement A-B passe par le centre de l'étoile, on s'attend à ob- 
server, par symétrie de révolution, un anneau lumineux dit anneau 
d’'Einstein. En 1936, Albert Einstein publia un article[2] dans lequel il 
émettait des réserves sur notre capacité à observer ce type de mi- 
rages gravitationnels®. 


En revanche, si le centre de l'astre déflecteur n'est pas dans l’ali- 
gnement, Le phénomèêne de déflexion gravitationnelle fait apparaître 
deux images (dues aux rayons passant par dessus et par dessous), 
en plus de l'image due au trajet direct (visible si l'astre déflecteur 
est transparent). C'est d’abord ce type de mirage que l'on découvrit 
en premier. En effet, en 1979, l'équipe qui étudiait Le quasar double 
Q0957+561 s'aperçut qu'il s'agissait, en réalité, d'un seul et même qua- 
sar dédoublé à cause de la présence d'une grosse galaxie située sur 
la ligne de visée. Depuis, de nombreux mirages gravitationnels furent 
observés. De nos jours, ces effets dit de lentille gravitationnelle sont 
couramment utilisés pour sonder Le cosmos et même pour détecter 
des exoplanètes. 


IL est d'usage de parler d'effet de lentille gravitationnelle (gravitational 
lens effect) bien que, contrairement aux lentilles, ces systèmes gravita- 
tionnels ne présentent pas de foyers. 


Pour en savoir plus 
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Grandeurs physiques et symboles 


mathématiques 


Constantes physiques définies par Le SI (valeurs exactes) 


Constante de Planck 

Vitesse de la lumière dans le vide 
Fréquence hyperfine du H3Cs 
Charge élémentaire 

Constante de Boltzmann 

Nombre d'Avogadro 

Constante des gaz parfaits 


Efficacité lumineuse 


Autres constantes physiques 


G 
€o 
Ho 
Me 
ur 


ma 


Constante gravitationnelle 
Permittivité diélectrique du vide 
Perméabilité magnétique du vide 
Masse de l'électron au repos 
Masse du proton au repos 


Masse du neutron au repos 


Grandeurs physiques 


Ve 


Vt 


Grandissement longitudinal (sans unité) 


Grandissement transversal (sans unité) 


Longueur d'onde (m) 
Pouvoir de réflexion (sans unité) 


Fréquence (Hz) 


Célérité de la lumière dans le vide (m.s-1) 


Distance focale objet (m) 
Distance focale image (m) 
Grossissement (sans unité) 


Angle limite (rad) 


6,626 070 15 x 1074] Hz! 
299 792 458 ms! 

9 192 631 770 Hz 

1,602 176634 x 10° C 
1,380 649 x 1072 JK-1 
6,022 140 76 x 1023 mol 
8,314 462618] K-1 mol ” 


683 LmW! 


6,67430 x 10-11 m3 kg 52 
8,85418781 x 10-12Fm-1 
1,256637062 x 1075 Hm-1 

9,10938370 x 10-31 kg 
1,672621923 x 10-27 kg 


1,674927498 x 10727 kg 


L Chemin optique (m) 


m Masse (kg) 

n Indice de réfraction (sans unité) 
R Rayon de courbure (m) 

V Vergence (6 dioptrie) 


è 


Vitesse (m.s-1) 


Symboles mathématiques 


—= Relation de définition 


nm Égal en ordre de grandeur 

A> B À très grand devant B 

A & B A très petit devant B 

Î Moyenne d'ensemble 

dg Dérivée première par rapport au temps 

DE Dérivée n-ième par rapport au temps 

(Cu x Dérivée partielle de S par rapport V, les variables U et X étant maintenues constantes 


JAM) : dé Circulation de À Le long du circuit C 
J£A(M) ds Flux d'un champ vectoriel A 
IF, (M) dr Intégrale de volume 
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Préface 


Ce cours d'optique se concentre sur les aspects ondulatoires de la lumière. Un exposé de la théorie 
scalaire de la lumière associée au principe d'Huygens-Fresnel permet de décrire très correctement les 
phénomènes d'interférence et de diffraction. 


Ce cours est à destination d'étudiants en fin de Licence ou en École d'ingénieurs. Certaines parties 
peuvent néanmoins intéresser les élèves des CPGE scientifiques. 


J'ai essayé le plus possible d'illustrer Les différentes notions par des exemples ou de simples exercices. 
Mais pour un entraînement plus poussé, j'invite Le lecteur à se procurer l'eBook 


> Optique ondulatoire - 50 exercices et problèmes corrigés; 
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MODÈLE SCALAIRE DE LA 
LUMIÈRE 


Dans une première partie, nous avons vu comment une théorie géo- 
métrique de la lumière, essentiellement basée sur Le concept de rayon 
lumineux, permet d'interpréter simplement la formation des images 
à l'aide de lentilles et/ou miroirs. Cette théorie approximative ne rend 
pas compte de l'aspect ondulatoire de la lumière. Or, on sait depuis 
la théorie électromagnétique de Maxwell et de sa confirmation par 
Hertz, que la lumière est une onde électromagnétique. Dès lors, cer- 
tains phénomènes optiques ne peuvent pas s'interpréter sans tenir 
compte de ces aspects ondulatoires. Nous proposons dans ce cha- 
pitre une théorie ondulatoire de la lumière moins complète que la 
théorie de Maxwell mais suffisante dans de nombreux cas. Ceci étant 
dit, nous rappelons quelques résultats de la théorie électromagné- 
tique afin que le lecteur garde à l'esprit La nature vectorielle et trans- 
versale de la lumière, laquelle permet d'expliquer certains phéno- 
mènes qui échappent à la théorie scalaire. 


Version en ligne 


https: 
//femto-physique.fr/optique/modele-scalaire.php 


11 Nature électromagnétique de la lumière 


En 1865, le physicien écossais James Clerk Maxwell publie son troi- 
sième et dernier article autour des phénomènes électriques et ma- 
gnétiques et perce le secret de la lumière. D'une part, il réussit Le tour 
de force d'unifier Les phénomènes électriques et magnétiques en in- 
ventant le concept de champ électromagnétique pour lequel il donne 
les Lois |. D'autre part, sur la base de ces équations, Maxwell prédit 
l'existence d'ondes électromagnétiques et calcule leur vitesse dans 
le vide. La valeur qu'il trouve est si proche de celle de la lumière? que 
la coïncidence lui semble peu probable. Il écrira : 


«The agreement of the results seems to show that light 
and magnetism are affections of the same substance, and 
that light is an electromagnetic disturbance propagated 
through the field according to electromagnetic laws » — J.C 
Maxwell 


Neuf ans aprés la mort de Maxwell, en 1888, Heindrich Hertz confirme 
l'existence de telles ondes en découvrant les ondes radio. Il devient 
alors très clair que la lumière visible en est un cas particulier, avec 
des fréquences trop grandes pour être directement accessible. 


Dans la suite, nous rappelons quelques résultats concernant les ondes 
électromagnétiques. Pour plus de précision, on renvoie le lecteur à 
un cours d'électromagnétisme [1]. 
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1: 20 équations qu'Oliver Heaviside ré- 
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Maxwell 
2 : Mesurée par Fizeau et Foucault 
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Propagation dans le vide 


Dans le vide, d’après les équations de Maxwell, Le champ électroma- 
gnétique (E, B) obéit à l'équation d'onde 


…. Î@E _ 16B - L 
ms = Ù et AB —û0 avec € 
t c? Ot VHo€o 


où À désigne l'opérateur laplacien vectoriel. La constante c, homo- 
gène à une vitesse, représente la vitesse de propagation des ondes 
électromagnétiques. Numériquement, on trouve 
1 8 —1 
ê— ze 3-10° m.s 


VHo6o 
C'est Kohlrausch et Weber qui déterminérent les premiers cette vi- 
tesse à partir des constantes électrique et magnétique. Le bon ac- 


cord avec la vitesse de la lumière permit à Maxwell de conjecturer la 
nature électromagnétique de la lumière. 


Intéressons-nous à une solution particulière qui joue un rôle impor- 
tant en optique : l'onde plane progressive harmonique. Il est facile 
de vérifier qu'un champ électrique de la forme 


E(F,t) = Epcos(ut—k.r)ü © (11) 


est solution de l'équation d'onde. Cette solution est caractérisée par 
les paramètres suivants. 


1. Son amplitude E,,. On verra que l'énergie transportée par l'onde 
en dépend. 

2. Sa pulsation w (rad.s-1) qui est liée au nombre de cycles d'os- 
cillations par seconde, qu'on appelle La fréquence (Hz). On a la 
relation 


3. Son vecteur d'onde # qui indique sa direction de propagation. 
Sa norme k est liée à la pulsation. En effet, l'onde plane harmo- 
nique vérifie 


de sorte qu'il s'agit bien d'une solution de l'équation d'onde à 
condition de poser 


a © (13) 


Par ailleurs, l'ensemble des points qui sont dans le même état 
vibratoire à l'instant + vérifie 


k-r=C®+2pr avec peZ 


IL s'agit d’un ensemble de plans perpendiculaires à # et pério- 
diquement espacés. Ces plans sont les surfaces d'onde (d'où 
le terme d'onde plane). Ces surfaces d'onde se déplacent au 


surface d'onde 


cours du temps à la vitesse c. Par définition, la distance qui sé- 
pare deux plans d'onde consécutifs est la longueur d'onde. On 
a donc kÀ = 27, d'où 


== =cT © (1.4) 


Comme on le voit, la longueur d'onde est aussi la distance que 
parcourt l'onde durant une période T = 1/v. 

4. Son état de polarisation décrit par le vecteur unitaire x qui se 
trouve dans le plan d'ondei. 


Enfin, on peut montrer que le champ magnétique B forme avec E et 
k une trièdre (E, B,k) orthogonal direct et que son amplitude vaut 
B, = Eo/c, Ce qui se résume par 


B=(k/w)\AE 


Pour une illustration, voir la figure ci-dessous ou la simulation. Le 


gectric Field 


y 


( 


PR - 


spectre électromagnétique est quasi-totalement invisible par un œil 
humain, sauf une petite portion dite spectre visible qui s'étend du 
rouge (longueur d'onde de 750 nm) au violet (longueur d'onde de 
400 nm) en passant par toutes les couleurs de l’arc-en-ciel (commu- 
nément divisé en rouge, orange, jaune, vert, bleu, indigo et violet). La 
lumière peut être polychromatique, elle est alors constituée de plu- 
sieurs longueurs d'onde, ou monochromatique, elle est alors consti- 
tuée d’une seule longueur d'onde. Les sources monochromatiques au 
sens strict du terme n'existent pas, mais certains lasers produisent 
une lumière dont le spectre est très étroit. On les considère donc 
généralement comme des sources monochromatiques. 


Transport de l'énergie 


Dans le vide, une onde électromagnétique transporte de l'énergie 
sous forme électrique et magnétique à la vitesse c. Ce mode de pro- 
pagation de l'énergie est appelé transport radiatif et permet notam- 
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direction de propagation 


FIG. 11 : Onde plane. 


3 : L'état de polarisation peut égale- 
ment tourner à la vitesse angulaire w 
en décrivant une ellipse. Dans ce cas, 
l'expression (11) est à modifier. Pour 
une telle onde se propageant suivant 
l'axe Oz, on écrira E = E,0 COS(wt — 
kz)ux + E,o COS(wt — kz+o)u, 


FIG. 1.2 : Structure d'une onde électro- 
magnétique monochromatique plane. 
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km 
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Ondes radio 
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FIG. 1.3 : Spectre électromagnétique. 


La notion d'intensité ne doit pas être 
confondue avec l'intensité lumineuse 
d'une source (flux lumineux émis par 
unité d'angle solide). 


mm am nm pm 
1071 1072 107% 1074 105 10-56 107 108 10? 10710 10-11 10-12 


Micro-ondes Infrarouge Ultraviolet Rayons X Rayons + 


109 1019 1011 101? 101% 101% 1015 101% 1017 101$ 101 10? 10?! 


GHz THZ PHz EHz 


ment au Soleil de chauffer notre belle planëte. Le flux radiatif corres- 
pondant est décrit par le vecteur de Poynting 


[| = 
FO 


[W.m-2] 


Le flux d'énergie électromagnétique 4. (en watt) rayonnée à travers 


une surface (S) s'écrit 
Dem = | I. dS 
(S) 


Intéressons-nous au cas d'une onde plane harmonique se propa- 
geant dans le vide. Sachant que B = (k/w) A E, il vient 


EAN (AE) = DER 
0 


On peut retenir que, dans le vide, Le transport de l'énergie suit la direc- 
tion de propagation. Le flux d'énergie reçue sur un capteur d'aire S si- 
tué perpendiculairement à la direction de propagation s'écrit donc 


Or, pour de la lumière, Le champ électrique varie au cours du temps 
à une fréquence supérieure à 1014 Hz. Ces variations sont inacces- 
sibles, compte tenu du temps de réponse limité des capteurs photo- 
métriques. C'est pourquoi la réponse des détecteurs est fonction du 
flux moyen : 


er 
(em) = or (r,t)) 


où le symbole {} désigne la moyenne temporelle. Ainsi, un détecteur 
(capteur CCD, œil.) est sensible au carré moyen du champ électrique. 
Dans toute la suite, on appelle intensité du rayonnement, la quanti- 
té 


IT (EG,t) © (1.5) 


Cette grandeur mesure, en unité arbitraire, La répartition du rayonne- 
ment déposé en différents points de l'espace. 


Propagation dans un milieu transparent 


La propagation des ondes électromagnétiques est plus complexe dans 
les milieux matériels, car la matière interagit avec les champ élec- 


v [Hz] 


trique et magnétique transportés par l'onde. Pour décrire Le compor- 
tement du rayonnement il faut compléter les équations de Maxwell 
par des équations qui décrivent la réponse du milieu au champ élec- 
tromagnétique. Nous allons considérer exclusivement le cas des mi- 
lieux diélectriques non magnétiques (comme Le verre) qui jouent un 
rôle important en optique. Dans de tels milieux, la réponse de la ma- 
tière à une onde électromagnétique se traduit essentiellement par 
l'apparition d'une polarisation. Si Le champ électrique n’est pas trop 
important“, la polarisation s'écrit 


— — 


PO = EX Er OM © (1.6) 


où x. est la susceptibilité électrique du milieu (sans dimension). 
Cette relation traduit la linéarité et l'isotropie (x, est un scalaire) de 
la réponse. On montre que dans de tels milieux, Le champ électroma- 
gnétique vérifie l'équation d'onde 


= LOE = TOP 2 c 
E-—2——=0 et AB—-———(0 avec = ———— 
v? Ot2 v? Ôt? : VIF Xe 


Ainsi, dans un milieu diélectrique linéaire homogène et isotrope, les 
ondes électromagnétiques se propagent à une vitesse inférieure à c, 
donnée par v = c/,/1+ x.. On définit l'indice optique par 


= ÿ1+xe |Ÿ (17) 


grandeur qui intervient dans la loi de la réfraction. Pour les milieux 
transparents usuels, l'indice est de l’ordre de l'unité comme l'indique 
le tableau ci-dessous. Dans ces milieux, la longueur d'onde X’ - dis- 


Milieu air eau verre Polyester diamant 
Indicen 1,0003 1,33  1,5-1,8 1,57 2,42 


tance que parcourt l'onde durant une période - dépend de l'indice 
de réfraction puisque 


T 
Ne : 
nm 
Pour éviter toute confusion, lorsque l'on indiquera la longueur d'onde 
d'une source lumineuse, on choisira de préciser sa longueur d'onde 
À dans le vide qui ne dépend que de la fréquence de la radiation. 


Rigoureusement, la susceptibilité électrique dépend de la fréquence d'os- 
cillation du champ électrique de sorte que l'indice varie avec la longueur 
d'onde (dispersion). De surcroît, P n'oscille pas en phase avec E contrai- 
rement à ce que laisse penser la formule (1.6). En fait, on peut conserver 
la forme de cette relation a condition d'utiliser La notation complexe (cf. 
plus loin) et de définir une susceptibilité complexe. Dans ce cas, la par- 
tie imaginaire correspond à la composante de la polarisation qui oscille 
en quadrature de phase avec le champ électrique, laquelle est respon- 
sable d'une dissipation de l'énergie électromagnétique. Autrement dit, la 
notion de susceptibilité complexe permet d'expliquer non seulement le 
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4 : Dans le cas contraire, la réponse 
fait apparaître des termes non li- 
néaires. L'étude de tels milieux consti- 
tue une branche de l'optique que l'on 
appelle optique non linéaire. 


TAB. 11 : Quelques indices de réfrac- 
tion. 
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phénomène de propagation mais aussi La diminution de l'énergie trans- 
portée par l'onde au cours du trajet (phénomène d'absorption). 


1.2 Approximation scalaire 


Si on oublie Les aspects quantiques de la lumière, on peut dire que 
l'ensemble des phénomènes optiques est très bien décrit par la théo- 
rie de Maxwell. IL serait alors tentant d'adopter un point de vue pu- 
rement électromagnétique pour appréhender toute l'optique. En fait, 
ce n'est pas forcément une bonne idée, pour deux raisons : 


>» Même pour des situations simples, les équations de Maxwell 

ont le mauvais goût de déboucher sur des calculs ardus voire in- 

[1] : JACKSON et al. (2001), Electrodyna- extricables. Certes, il existe quelques solutions exactes [1], mais 

mique classique : cours et exercices une simplification est souvent nécessaire. 

d'électromagnétisme : , : - à : _ 
Historiquement, un modèle fécond et simple à appréhender fut 
inventé avant l'avènement de la théorie de Maxwell. Bien qu'ap- 
proximative, cette approche, dite théorie scalaire de la lumière, 
rend compte de la plupart des situations que l'on rencontre en 
optique. 


Y 


Aussi, c'est cette théorie qui nous guidera pour ce cours. 


Théorie scalaire de la lumière 


Nous cherchons à décrire la propagation de la lumière dans les mi- 
lieux transparents dont l'indice de réfraction peut varier dans l'es- 
pace. l'approche que nous adoptons est appelée approximation sca- 
laire car elle repose sur deux approximations : 


1. la notion de rayon lumineux déjà utilisée en optique géomé- 
trique ; 

2. la notion d'onde scalaire qui permet de définir l'état vibratoire 
de chaque point d’un rayon. 


Approximation scalaire de la lumière 


2 surface d'onde 
: . La lumière (l'énergie lumineuse) est décrite par un ensemble de 
rayons lumineux indépendants. Ces rayons lumineux sont carac- 
térisés par une direction de propagation # et une vitesse de pro- 
pagation v = c/n, où n désigne l'indice optique local du milieu. 
Un rayon lumineux est une courbe tangente à à en chacun de ses 
points. 


De plus, on définit l'état vibratoire de l'onde lumineuse par une 
grandeur scalaire, notée (rt), qui représente la composante du 
FIG. 1.4 : approximation scalaire. champ électrique de l'onde électromagnétique le long de sa direc- 
tion de polarisation. Localement, l'onde lumineuse présente une 
structure d'onde plane de sorte que le rayon lumineux est perpen- 
diculaire à la surface d'onde (Théorème de Malus). 


rayon 


Enfin, l'intensité du rayonnement est, en valeur arbitraire, T = 


((F,t)?). 
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IL faut savoir que cette approximation se justifie à partir des équa- 
tions de Maxwell à condition de supposer que l'indice de réfraction 
varie sur des échelles bien supérieures à la longueur d'onde. Dans ce 
cas, les rayons suivent une trajectoire donnée par Le principe de Fer- 
mat. Par ailleurs, cette approximation ne rend pas compte des phé- 
nomènes de polarisation : l'onde en réalité n’est pas scalaire mais 
vectorielle transversale. 


Finalement, dans le cadre de l'approximation scalaire, on peut re- 
présenter une onde lumineuse monochromatique par le champ sca- 
laire 


dt) = o(r) COS (wt — v(r)) 


Une surface d'onde correspond à l'ensemble des points tel que o — 
wt — p(r) = CE + 2pr avec p € Z. Les rayons lumineux, perpendicu- 
laires aux surfaces d'onde, sont les lignes de champ du vecteur V9. 
Citons quelques exemples d'ondes scalaires monochromatiques que 
nous aborderons dans ce cours. 


Onde sphérique divergente - Une source qui rayonne de façon iden- 
tique dans toutes les directions depuis un point O, s'écrit en coor- 
données sphérique 


d(r,t) = eo coS(wt — kr) avec r = OM 


Les surfaces d'onde ont pour équation 


p=wt-kr=Ce+2pr pezZ soit r=CE°+ PPT 

ce qui correspond à des sphères de centre O se dilatant à la vitesse 
de propagation v = w/k. Les rayons lumineux, perpendiculaires aux 
surfaces d'onde, divergent de façon radiale à partir du point source* O. 
Concernant l'amplitude, celle-ci décroit comme 1/r par conservation 
de l'énergie : au fur et à mesure que les surfaces d'onde se dilatent, 
l'aire de celles-ci augmentent comme r? ce qui impose à l'intensité 


de décroître comme 1/r?. 


Onde sphérique convergente - On obtient une onde sphérique conver- 
gente en changeant k en —k, ce qui donne 


V(r,t) = L coS(wt + kr) 


Les rayons sont alors radiaux et convergents. 
Onde plane - Éloignons une source lumineuse isotrope à très grande 
distance. Dans ce cas, les rayons qui nous arriveront seront quasi- 


parallèles et les surfaces d'onde quasi-planes. Dans ce cas, la struc- 
ture locale de l'onde peut être modélisée par 


V(r,t) = Vo cos (wt—k.7) 


Lorsque le milieu est constitué de len- 
tilles et/ou diaphragmes, l'indice de 
réfraction n(M) subit des discontinui- 
tés aux bords de ces instruments. Aus- 
si, l'approximation scalaire perd de sa 
pertinence au voisinage des bords et 
le principe de Fermat est violé pour 
les rayons passant près des bords. Ceci 
conduit au phénomène de diffraction 
que nous verrons plus tard. 


5 : Le lecteur attentif aura noté que 
l'amplitude de l'onde diverge (au sens 
mathématique) lorsque r = O. En réali- 
té le modèle de l'onde sphérique n'est 
plus valide à proximité de la source. 
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FIG. 1.5 : «Aplatisseme 


nt» des ondes sphériques. 


Chemin optique 


Le chemin optique parcouru par un rayon entre deux points À et B, 


est la quantité 
B 
Lg “) nds 
A 


où s désigne l'abscisse curviligne le long du rayon considéré. Cette 
quantité, homogène à une longueur, est liée à la durée de propaga- 
tion du rayon. En effet, entre deux points A et B, cette durée 7 s'écrit 


B B 
d 1 L 
A C 


IN ou) C 


Supposons maintenant un rayon monochromatique de pulsation w. 
Au point À, son état vibratoire est donné par 


Y(A;t) = (A) COS (wt — w) 


où Y est la phase à l'origine. Au point B, du fait de la propagation, on 
a 


w(B, €) = do(B) COS (w(t — Tr) — ) = 9(B) cos (ur _ #7 = e) 


En utilisant w/c = 2r/X, on trouve que le long d'un rayon, le dépha- 
sage entre deux points À et B est donné par la relation 


27 
A8 = Lip 


À 
Pour une onde monochromatique, le déphasage entre deux points 
d'un rayon ne dépend que du chemin optique entre ces points. 


En fait, les choses sont un peu plus compliquées, car l'onde mono- 
chromatique est une idéalisation. En réalité, le caractère monochro- 
matique est toujours approché et l'état vibratoire d'une source quasi- 
monochromatique se met plutôt sous la forme 


Y(A;t) = (A) COS (wt — p(t)) 


où w(t), dépend du processus d'émission et varie au cours du temps 
de façon imprévisible sur une échelle plus ou moins longue, suivant 
la cohérence de la source (cf chapitre sur la cohérence). Dans ce cas, 
le calcul précédent est à modifier légèrement. On trouve que Le long 
d'un rayon, le déphasage entre deux points À et B est donné par la 


1.3 Représentations d'une onde 


relation 


27 


AUS D x 


Ly+Ag avec Ap=u(t-T)—vp(t) | © (18) 


Autrement dit, le déphasage entre deux points d'un même rayon pré- 
sente deux contributions : l'une qui augmente au cours du trajet à 
cause de la propagation à vitesse finie, l'autre qui varie à cause du 
processus d'émission. 


1.3 Représentations d'une onde scalaire 
monochromatique 


Vecteurs de Fresnel 


Considérons un signal sinusoïdal #(t) = A cos(wt +). On peut pen- 
ser à l'état vibratoire d'une onde lumineuse en un point de l'espace, 
mais cela peut tout aussi bien être un signal électrique dans un cir- 
cuit. On peut interpréter ce signal comme la projection sur l'axe Ox 
d’un vecteur 4 du plan de longueur A faisant un angle wt+ par rap- 
port à l'axe Ox. Un tel vecteur tournant est appelé phaseur ou vecteur 
de Fresnel. L'intérêt de cet outil est qu'il permet de ramener le pro- 


A 


A CoS(wt +) TA COS(wit + 1) + A9 COS(wot + a) 


blème d'une somme de signaux harmoniques à un problème d’addi- 
tion vectoriel. Par exemple, imaginons deux ondes harmoniques de 
phase wit + y, et wot + % et d'amplitude À, et À, arrivant en un 
point. l'onde résultante 


d(t) = À; COS(w,t + 1) + A9 COS(wot + 2) = A(t) cos d(t) 


a pour représentant vectoriel, Le vecteur obtenu en mettant bout à 
bout les deux phaseurs : A(t) est la longueur du vecteur résultant 
et p(t) l'angle que fait ce même vecteur par rapport à l'axe Oz. Cette 
méthode a surtout un intérêt lorsque les signaux que l'on ajoute sont 
tous synchrones : dans ce cas, tous les phaseurs tournent à la même 
vitesse angulaire, et on peut fixer arbitrairement £ = 0 pour simplifier 
l'étude. Une fois l'amplitude résultante obtenue, on en tire l'intensité 
lumineuse 


1= (2) = LA? 


FIG. 1.6 : Vecteurs de Fresnel. 
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1 MODÈLE SCALAIRE DE LA LUMIÈRE 


Exemple 


Considérons trois ondes synchrones de même amplitude a arrivant sur 
un capteur. Cherchons quel est l'intensité résultant lorsque deux d'entre 
elles vibrent en phase et en quadrature de phase (déphasage de x/2) 
avec la troisième. 


Commençons par déterminer l'amplitude À de l'onde résultante. Appe- 
lons #, avec i € (1,2, 3) les trois phaseurs associés aux trois ondes. Celles- 
ci vibrant avec la même amplitude, leurs phaseurs ont tous la même lon- 
gueur. Supposons #, et #, en phase, et #, en retard de x/2 par rapport 
à 4, et 2. Dans ce cas, , est colinéaire à W,, et #, fait un angle de —x/2 
par rapport aux deux autres phaseurs. En mettant ces trois vecteurs bout 
à bout, on construit un triangle rectangle dont l'hypoténuse donne la lon- 
gueur À. 


En vertu du théorème de Pythagore, on à 4? = (2a)? + a? = 5a? soit 
A = 5a.Si I, désigne l'intensité des trois ondes, on obtient finalement 
I = 51,. Cet exemple illustre que lors d'une superposition d'ondes, ni les 
amplitudes ni les intensités s'ajoutent, a priori. 


Notation complexe 


On sait qu'un vecteur du plan de composantes (x,y) peut être asso- 
cié à un nombre complexe z = x + iy. Prolongeant la méthode des 
phaseurs, il est donc tout naturel d'associer à un signal harmonique 
y(t) = Acos(wt + w), le nombre complexe 


p(t) = Aeïlwity) = Aeïli) avec A= Ae 


Le signal réel s'obtient simplement en prenant la partie réelle du com- 
plexe associé : 
A Cos(wt + 9) = Re (Aeïwt)) 


L'intérêt de la notation complexe est qu'il permet de faire toute opéra- 
tion linéaire telle que l'addition, la dérivation ou l'intégration, puis de 
prendre la partie réelle à la fin sans perdre d'information. En effet, 


Re(z+2) = Re(z)+Re(z) 
dz\  dRe(z) 
+ (£) _ dx 


Re(fzdx) = JRe(s) dr 


ILse trouve que toutes ces opérations sont en générale beaucoup plus 
simples à mener avec les grandeurs complexes qu'avec les grandeurs 
réelles. 


1.3 Représentations d'une onde 


Le nombre complexe À est appelé amplitude complexe. Sa déter- 
mination permet de déduire l'amplitude du signal réel ainsi que la 
phase : 

A=|A et = arg(4) 


En optique ondulatoire, c'est l'intensité de l'onde qui nous intéresse: 


a © (1.9) 


Exemple 


Reprenons l'exemple du paragraphe précédent où trois ondes interfèrent, 
deux vibrant en phase, la troisième étant en quadrature de phase par rap- 
port aux autres. Les amplitudes complexes de ces trois ondes s'écrivent 
donc 

A=ist & Ange 
Ainsi, l'amplitude complexe de l'onde résultante s'écrit À = 2a — ia et 
l'intensité vaut 


1 5 
J 5 2a ia)(2a + ia) = 5% = 51 


L'intensité est multipliée par cinq conformément au résultat de l'exemple 
précédent. 


Conclusion 


Malgré la nature électromagnétique de la lumière, il est possible, en 
première approximation, de réduire celle-ci à une onde scalaire dont 
le transport de l'énergie peut être décrit par Le concept de rayon lumi- 
neux. Pour une onde monochromatique, on distingue deux caractéris- 
tiques : l'amplitude de l'onde qui est à relier à l'intensité du rayonne- 
ment, et la fréquence de l'onde qui détermine son domaine spectral 
(et sa couleur si la lumière est visible). Enfin, au cours du trajet, l'onde 
se déphase via la relation 


27 


A — 
Pas À 


Las + Ag avec Ap=@(t—T)—vp(t) 
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INTERFÉRENCE À DEUX ONDES 


Lorsque l'on superpose deux faisceaux monochromatiques, l'inten- 
sité qui en résulte varie spatialement entre un maximum qui dé- 
passe la somme des intensités et un minimum qui peut être nul. 
Ce phénomène est appelé interférence et concerne tout phénomène 
ondulatoire. En optique, son observation est rendue difficile car les 
sources réelles ne sont jamais absolument monochromatiques : elles 
sont le siège de fluctuations aléatoires de phase et d'amplitude qui 
brouillent les interférences. Un dispositif de division du front d'onde 
ou d'amplitude est souvent nécessaire pour fabriquer, à partir d'une 
source, deux sources secondaires dites cohérentes. 


Après une introduction au phénomène d'interférence à deux ondes, 
c'est à de tels dispositifs interférométriques qu'est consacré ce cha- 
pitre. 


Version en ligne 


https://femto-physique.fr/optique/ 
interference-a-deux-ondes.php 


21 Interférence de deux ondes 
monochromatiques 


Cas de deux ondes non synchrones 


Envisageons tout d'abord deux sourcessS, etS, produisant deux ondes 
monochromatiques non synchrones, c'est-à-dire de fréquences diffé- 
rentes. Examinons ce qu'il se passe dans la région où les deux ondes 
se superposent. En un point M de ce champ d'interférence, l'état on- 
dulatoire de chaque onde peut s'écrire 


V1 = A; COS(wit — di) et Va = A2 COS(wpt — pa) 


où w, etw, sont deux pulsations différentes. Lorsque S, (resp. S,) est 
seule active, elle produit un rayonnement d'intensité I, — 102 (re- 
sp. L = A,” /2). En revanche, quand les sources sont simultanément 
actives, l'onde résultante vaut # = 4, +4. Élevons + au carré : 


p = À COS? (uit — d1) + A COS” (wot — Da) 
+2A, À, COS(wit — 1) COS(wot — Da) 


Prenons maintenant la moyenne temporelle pour obtenir l'intensité 
de l'onde résultante. Rappelons au passage que 


1/2 Ssia=b 


(coS(at) cOS(bt)) = (Sin(at) sin(bt)) — . sia£b 
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2 INTERFÉRENCE À DEUX ONDES 


Aussi, on obtient 


1 2 1! 
T=(#)= A +54 =h+l 


Superposition de deux ondes non synchrones 


Lorsque deux ondes non synchrones se superposent, l'intensité 
qui en résulte est simplement la somme des intensités de chacune 
des ondes. 


Cas de deux ondes synchrones 


Supposons maintenant les deux ondes lumineuses synchrones de 
pulsation commune w. L'état ondulatoire de l'onde résultante en M 
s'écrit 
Y(M,t) = À, COS(wt — 1) + À, COS(wt — D) 
d'où l'on déduit l'intensité du rayonnement en M: 
I(M) = (#(M,t)2) = (A,° coS?(wt — p,) + AÀ,° COS? (wt — p)) 
+ 2A, À, COS(wt — 3) COS(wt — pa)) 


Sachant que (cos?(wt + @)) = 1/2 et 


COS(ut — 6) COS(ut — 3) = à [COS (ut — di — de) + COS (de — d)] 


on obtient j : 
I(M) = SA + 74 + 4,4,(c0s Ad) 


Avec A = ®, — ®,, le déphasage entre les deux ondes. Finalement, 
si une source S, produit en M une intensité Z, et qu'une deuxième 
source produit une intensité L,, alors les deux sources, simultané- 
ment actives, produisent en M une onde d'intensité 


1=1,+1,+2V11L{(cos Ag) avec Ap=h—p | © (21) 


Comme on le voit, l'intensité résultant de la superposition de deux 
ondes n'est pas égal à la somme des intensités. On dit qu'il y a un 
phénomène d'interférence ou que les ondes interfèrent. Le terme 
2,/1,1, (cos Ab) représente le terme d'interférence. 


Ce phénomène, assez couramment observé en acoustique, ne s'ob- 
serve pas si facilement dans le domaine optique. Afin de comprendre 
pourquoi, explicitons Le terme {cos Ag). Si l'onde #, est issue d'une 
source S,, on a vu que son retard de phase est donné en M par la 


quantité 
__2T 


1 À 


Li +: 


avec L, le chemin optique le long du trajet SM et y. la phase à 


21 Interférence de deux ondes monochromatiques 


l'origine qui dépend du processus d'émission. De la même manière, 


2T 
dos Rires 
de sorte que 
2T 
Ag = -ù + A avec o=L,—EL, et Ap=wp—-w 


La différence de chemin optique 6 est souvent appelée différence de 
marche. On distingue essentiellement deux cas : 


1. Av varie de façon aléatoire. C'est par exemple Le cas lorsque les 
deux sources quasi-monochromatiques sont indépendantes. Le 
processus d'émission fait que %, et w. varient de façon imprêévi- 
sible avec un temps caractéristique 7. assez court. Le détecteur 
va donc moyenner un grand nombre de figures d'interférences 
de sorte que (cos Ag) = 0. Il n'y’a pas d'interférence. On dit que 
les sources sont incohérentes. 
2. y, et y, varient de façon imprévisible, mais pas Ag. On dit 1: Voir Chapitre À. 
que les sources sont corrélées où cohérentes!. Le cas Le plus 
simple correspond à deux sources qui émettent constamment 


en phase : 
270 
P1 — P2 A pa 


En résumé 


Pour 2 sources indépendantes, l'intensité du rayonnement produit 
en M est la somme des intensités que chaque source produit en 
ce même point: 1 = 1, +1. 


Pour 2 sources cohérentes, l'intensité produit en M s'écrit 


2 2 
1=1, +1 +201, cos Ag avec Aÿ= (Lan) = 8 


Rôle de la polarisation 


L'analyse faite jusqu'ici s'inscrit dans le cadre du modéle scalaire; 
il oublie donc l'aspect vectoriel des ondes électromagnétiques. Re- 
gardons le rôle de la polarisation dans le phénomène d'interférence. 
Pour cela, considérons deux ondes planes monochromatiques de vec- 
teurs de propagation PA et ko et polarisées suivant a; et w. Écrivons 
le champ électrique résultant de la superposition des ondes en un 
point M de vecteur position 7 : 


E,(M,t) =; eitot-ki ft) ge et E, (Mit) =E, eitut-ki ftp) ge 
où l'on a adopté la notation complexe. Le champ résultant vaut donc 


E(M,t)=et[E ehiu;+Eeu;] avec d =-k;-.F+v, 
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2 INTERFÉRENCE À DEUX ONDES 


L'intensité est proportionnelle au carré moyen du champ électrique. 
Sachant que J, = E,”/2 et I, = E,°/2, on trouve : 


— 


I=5E.E)-=h+1,+2VR (cos A6)& -%) 


DIrH 


où A = 6, — & représente le déphasage entre les ondes. On voit 
ici que Le terme d'interférence 2,/1,1, (cos Ag (u; -w)) dépend de la 
polarisation. On notera que : 


> d'une part, ilne peut pas y avoir d’interférence entre deux ondes 
polarisées à 90°, fait que ne peux expliquer la théorie scalaire 
et qui fut mis en évidence par François Arago; 

- d'autre part, si La polarisation est complètement aléatoire et 
non corrélée au déphasage A9, alors 


(cos Ag (ur : u2)) = (COS Ab}(ux - u) = 0 


car (u, - u) = 0. Aucune interférence n'est observée. 


Finalement, générer des interférences lumineuses nécessite de pro- 
duire une certaine corrélation de phase et de polarisation. 


Contraste des franges d’interférences 


Quand deux sources synchrones et cohérentes interfêrent, le dépha- 
sage A n'est plus aléatoire mais dépend du point M. On observe 
alors une modulation spatiale de l'intensité résumée par la relation 


I(M) =1, +L +241, cos Ag(M) 


Le terme franges d'interférences est une autre façon de désigner 
cette modulation d'intensité. 


Attardons-nous sur le cas où 7, = 1, = 1,. l'intensité suit la loi 
simple 


I=21,[1+cos A8] © (22) 


Exercice - Retrouver la Loi (2.2) à partir de la notation complexe des ondes. 


Rép. Considérons une onde de phase nulle ÿ,=a et et une onde dépha- 
sée de A6, mais de même amplitude : d =a eiAéeiwt, l'onde résultante 
s'écrit : 

d=a (1 + e4$) eivt 


et l'intensité s'obtient en calculant le carré du module : 


1 12 : L 
I = Spb = a? (14 e‘AË)(1+e 46) = 42{(1 + cos Ab) 
On retrouve bien le même résultat, car a? = 21 


0° 


ILexiste des endroits où l'intensité est maximale et égale à 41, (et 
non à 21, en l'absence d’interférence). Ces endroits forment alors des 
franges brillantes et correspondent à la superposition d'ondes en 
phase (cos Ag = 1) ce qui double l'amplitude et donc quadruple 
l'intensité du rayonnement. On parle d'interférence constructive. 


21 Interférence de deux ondes monochromatiques 


Interférence constructive 


Deux ondes interfèrent de façon constructive quand leur dépha- 
sage est un multiple de 27, c'est-à-dire quand la différence de 
chemin optique est un multiple de longueur d'onde : 


Ap=2pr OÙ 0=pA avec peZ 


De même, il existe des endroits où l'intensité est nulle qu'on appelle 
des franges sombres et qui correspondent à cos Ag = —1. Dans ce 
cas, les ondes qui se superposent vibrent en opposition de phase 
de sorte que l'onde résultante s'annule : on dit qu'il y a interférence 
destructive. 


Interférence destructive 


Deux ondes interfèrent de façon destructive quand leur dépha- 
sage est un multiple impair de 7, c'est-à-dire quand la différence 
de chemin optique est un multiple impair de demi-longueur d'onde: 


Ad={(2p+1)r et 5 = (+15 avec peZ 


Quand les ondes qui interfèrent ne présentent pas la même inten- 
sité, il n'est plus possible d'obtenir 7 = 0. En effet, l'intensité vaut 
au minimum Lin = (YA — Vo). terme non nul quand 1, # L. 
Par conséquent, la modulation d'intensité est moins contrastée. Pour 
mesurer le contraste, on définit le terme sans dimension +, donné 
par 


A Tnax = Lin @ (23) 


Ÿ 
Tax Lu Lin 


est appelé contraste ou facteur de visibilité. Dans le cas de l'in- 
terférence à deux ondes, on à 1,3% = 1 + LE +24/1L et Loin = 
1, +1, —2,/1,1, de sorte que le contraste vaut 


24/11 : 
= VT2<1 d'où 1=(1+L)(1+7ycosAd) 
L+L 


La figure ci-dessous montre comment la visibilité des franges dimi- 


7 = 0,15 
1 
SZRIR-RÈ TR 

Ag 


nue avec 7. 


FIG. 21 : Influence du facteur + sur la visibilité des franges. 
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2 : Thomas Young (1773 Milverton, So- 
merset - 1829 Londres ) : médecin 
et physicien anglais. Partisan du mo- 
dêle ondulatoire de la lumière, il fit 
une expérience décisive en faveur de 
cette théorie. Passionné d'égyptologie 
il aida également au déchiffrage de la 
Pierre de Rosette. 


point 
source 


Système interférentiel 


Concrètement, pour réaliser au moins deux sources cohérentes, le 
plus simple consiste à utiliser l'un des deux dispositifs suivants : 


> interféromêtre à division d'amplitude : une surface partielle- 
ment réfléchissante opère une division du flux lumineux inci- 
dent. Les deux faisceaux émergeants sont cohérents et inter- 
fêrent après avoir parcouru des chemins différents. 

> interféromêtre à division du front d'onde : on prélève sur un 
faisceau incident deux faisceaux provenant de deux endroits 
différents du front d'onde. 


2.2 Division du front d'onde 


Expérience d'Young 


Thomas Young? réalisa en 1801 une expérience maintenant célèbre 
puisqu'elle permit de mettre en évidence le caractère ondulatoire 
de la lumière. Le dispositif consiste à éclairer à l’aide d'une source 
ponctuelle monochromatique S, un écran percé de deux trous iden- 
tiques S, et S, relativement proches et équidistants de S. Ces deux 
trous diffractent la lumière et se comportent comme deux sources 
ponctuelles secondaires vibrant en phase et produisant sur un écran 
placé à la distance D des franges d'interférences. Dans Le champ d'in- 
terférence, on observe que : 


> la lumière se réparti dans un système de franges alternative- 
ment sombres et claires quasi-rectilignes. 

> ce phénomène d'interférence disparaît lorsque l'on masque l'un 
des trous. 


SS = a 


FIG. 2.2 : Expérience des trous d'Young. 


écran 


Analyse qualitative — Il faut noter que S, et S, sont dans le même 
état vibratoire puisqu'ils proviennent du même front d'onde; en ce 
sens il y a division du front d'onde. Par conséquent, le déphasage en 
M entre les ondes issues de S, ets, s'écrit 


__2T __2T 
À À 


(S.M — SM) 


Les franges brillantes sont telles que Ag = 2pr c'est-à-dire S,M — S,M — 
pÀ. Dans cette relation, p est un entier relatif qui désigne l'ordre d'in- 
terférence. 
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> p = 0 correspond au plan médiateur de [S,5,] ce qui donne sur 
l'écran d'observation, une frange rectiligne horizontale. Cette 
frange a la particularité d’être achromatique : en effet, sa po- 
sition étant indépendante de \, elle sera blanche si la source 
est blanche. 

*+ Pour p £ 0, l'ensemble des points M tel que S,M — S;,M = px cor- 
respond à une hyperboloïde d'axe de révolution S,S,. Dans le 
plan (xOz) on observe des branches d'hyperboles et sur l'écran 
des franges quasi-rectilignes parallèles et horizontales (FIG. 2.3). 
On peut noter que ces franges n'existent pas toujours puisque 
la condition SM —S;M = pÀ avec p £ 0 n'a pas de solution 
lorsque pÀ > a. C'est pourquoi, si a < À, on ne voit que la 
frange centrale. En pratique, À étant de l'ordre du ym et a de 
l'ordre du mm, on observe un grand nombre de frangesÿ. 


Répartition de l'intensité 


Cherchons à établir la répartition de l'intensité du rayonnement sur 
un écran placé parallèlement à l'écran source et à la distance D > a. 
Tout d'abord, si Les trous sont de même taille, on peut considérer que 
l'onde produite par $; en un point de l'écran est de même amplitude 
que celle créée par $,. On peut donc se ramener à l'étude de l'inter- 
férence de deux ondes identiques issues de deux points différents. 
On a vu précédemment que l'intensité vaut dans ce cas 


2 
I=21,(1+cosA$) avec Aÿ= (SM —S,M) 


où 1, est l'intensité obtenue lorsque l'on masque un trou. En pratique, 
le champ d'interférence est assez restreint (limité par le champ de 
diffraction et l'incohérence de la source), c'est pourquoi on se place 
dans le cadre des petits angles : |x| & D et |y| & D. Le déphasage 


FIG. 2.3 : À gauche : état ondulatoire à 
un instant donné. On distingue nette- 
ment les zones d'amplitude nulle qui 
donnent lieu à des franges sombres. 
À droite : répartition de l'intensité. 
Les lieux d'égale intensité sont des 
branches d'hyperbole de foyer S, et 
S,. Pour clarifier, la décroissance de 
l'onde en 1/r a été volontairement ou- 
bliée. 


Rappel mathématique 


Soient deux points fixes F, et 
F, distants de a. l'ensemble des 
points M solution de 


FM—-FM=K avec —-a<K<a 


est une surface hyperboloïde de 
foyers F, et F, et d'axe de révolu- 
tion FF. 


3 : Le nombre 1 + 2a/À donne le 
nombre de franges brillantes. En pra- 
tique le nombre de franges visibles est 
limité par Le champ d'interférence et 
les phénomènes d'incohérence. 
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vaut : 


A$ = (SM — S,M) 


= Tr + Va + + D°) 


27 T+a T4 
= Fo(jh+emge + ep) 


_ D (1 1 (x+a/2)?+y? 1 


1 
2 


(x-a/2)? +4? 
2 D? D? 


AD = —— 


où l'on a utilisé V1+e æ 1 +e/2 quand € & 1. l'intensité s'écrit 
donc: 


ru) = 01, [1 + cos (2r?)] avec i— de [fm] | © (24) 


Comme on le voit sur la figure ci-contre, l'intensité est modulée spa- 
tialement suivant x, ce qui fait apparaître des franges rectilignes ho- 
rizontales. Les franges brillantes sont telles que x,, = pi avec p l'ordre 
d'interférence. Autrement dit, 4 correspond à la distance qui sépare 
deux franges brillantes : à est l'inter-frange. 


AIG, 24 : Interférogramme. Si l'on veut que le phénomène soit visible à l'œil nu, l'interfrange 


i doit être de l'ordre du millimètre au moins. Comme la longueur 
d'onde est de l'ordre du micromètre, il faut 2 > 10%. Si l'on choisit 
D = 1m, cela impose a < 1mm. 


Dispositifs équivalents 


De nombreux dispositifs se ramènent à l'expérience des trous d’Young. 
IL s'agit, dans tous les cas, de produire à partir d'une source ponc- 
tuelle, deux sources secondaires par division du front d'onde. 


Biprisme de Fresnel - Prenons deux prismes en verre d'indice n dont 
la base est un triangle rectangle de faible angle au sommet À. Ac- 
colons ces deux prismes de façon à former un biprisme comme l'in- 
dique la figure ci-dessous. Éclairons maintenant Le biprisme à l'aide 
d'une source ponctuelle S. Chaque prisme dévie la lumière d'un angle 
(n — 1)A vers le haut ou vers le bas suivant leur disposition. Finale- 
ment, le biprisme transforme S en deux images virtuelles S, ets, 
qui vibrent en phase. On observe alors des franges d'Young dans le 
champ d'interférence. 


point source : = 


FIG. 2.5 : Biprisme de Fresnel. 
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Bilentilles de Billet - Découpons une lentille mince convergente en 
son diamètre de façon à former de demi-lentilles. Plaçons entre ces 
deux parties un cache opaque d'épaisseur e. Cette bilentille forme à 
partir d'une source ponctuelle S deux images cohérentes ponctuelles 
S, et S, séparées de la distance 


a=e(1+|7l) 


où 7 est le grandissement transversale. Par exemple pour un montage 
2f —2f', on a |y| = 1 et a = 2e. Dans le champ d'interférence, on 
observe des franges d'Young. 


F4 °T 
(l | (l 
! l : . 
! zone d'interférence 
(l 
( [ S 
S ll u 
D — — — — — _ — deszzzses CES Jesse 2 
point Î So 
source 


FIG. 2.6 : Bilentilles de Billet. 


Miroirs de Fresnel - Accolons deux miroirs plans par leur côté de 
façon à former un angle faible. Si l'on éclaire Le dispositif par une 
source ponctuelle S, la lumière émergente provient de deux sources 
virtuelles S, et S, cohérentes. On observe donc des franges d'Young 
dans le champ d'interférence. 


FIG. 2.7 : Miroirs de Fresnel. 


Fentes d’Young - Les trous d'Young sont simplement remplacés par 
des fentes horizontales ce qui permet d'augmenter la luminosité du 
phénomène sans altérer Le contraste. 


Tous ces dispositifs ont néanmoins le même défaut: les interférences 
se brouillent très vite dès que la source n'est plus ponctuelle (voir Le 
chapitre sur la cohérence). 


2.3 Division d'amplitude 


Division d'amplitude par une lame 


Lorsqu'un rayon lumineux rencontre un dioptre, la lumière se divise 
en deux rayons, l'un réfléchi l'autre réfracté*. Cette division d'ampli- 4: Quand l'angle de réfraction donné 
tude ne se réalise pas de façon équitable. Les taux de réflexion et Par la loi de Snell-Descartes est défini. 
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100% 4% 


3,7% 0,8% 


ni 


1) 


FIG. 2.8 : Chemin des différents rayons 
et répartition de l'énergie lumineuse 
(aux petits angles, en prenant n; = 1 


et no = 1,5). 


92% 


n] 


015% 


nm 


FIG. 2.9 : Calcul de la différence de 
marche introduite par une lame à 


faces parallèles. 


Mair 


de transmission sont donnés par les coefficients de Fresnel, lesquels 

dépendent des conditions d'incidence et de polarisation. Cependant, 

si l'on se limite au cas où l'incidence est faible, les coefficients de 

Fresnel prennent la forme simple suivante : 
ni M 


T = + et t = ——— 
1-2 1-2 
Ni + No Ni + No 


2n; 


où r._, désigne le rapport entre l'amplitude du rayon réfléchi et celui 
du rayon incident pour un rayon allant d'un milieu d'indice n, vers 
un milieu d'indice n2. {,_, concerne quant à lui Le rayon transmis et 
le rayon incident. Une des conséquences de ces formules est que la 
réflexion partielle de la lumière s'accompagne d'un déphasage de x 
lorsque l'indice augmente ( r,_,, < 0 Sin, < n,). Pour comparer les 
intensités, on introduit les pouvoirs de réflexion et de transmission 


SR 2 L.. 
R — réfléchi | | et 7 = transmis _ 1 _p 
Lacident Lincident 


Prenons un faisceau de lumière issu d’une source ponctuelle, tom- 
bant sur une lame transparente puis faisons un calcul estimatif de 
l'intensité des différents rayons transmis et réfléchis. Pour une inter- 
face air/verre on obtient, en prenant n, = 1etn, = 1,5, À = 4% 
et T — 96%, ce qui donne la répartition représentée sur la FIG. 2.8. 
En transmission, on constate que le premier rayon sortant est beau- 
coup plus intense que les suivants ce qui rend Les interférences quasi- 
invisibles. En réflexion, on note que les deux premiers rayons ont des 
intensités comparables ce qui produit des interférences contrastées; 
les autres rayons ayant des intensités trop faibles, peuvent être né- 


gligés. 


En résumé 


Une lame transparente éclairée par une source, donnera lieu en 
réflexion à un phénomène d'interférence que l'on peut décrire par 
une interférence à deux ondes cohérentes issues d’une division 
d'amplitude. 


Franges d’égale inclinaison 


Supposons maintenant que la lame soit à faces parallèles. Exprimons 
la différence de phase introduite par la lame en fonction de son in- 
dice n, de son épaisseur e et des conditions d'incidence. Tout d'abord, 
la première réflexion s'accompagne d'un déphasage de x, contrai- 
rement à la seconde réflexion. Par ailleurs, les rayons émergeants 
étants parallèles, ils interfèrent à l'infini (ou dans Le plan focal d'une 
lentille) ce qui oblige à comparer l'état ondulatoire de ces deux rayons 
dans un plan perpendiculaire. On a donc 


A6 = 4x avec 6 = nIJ+JK) — nl 


ce qui donne, 
8 — n(2}J)—-n;(IKsini) 
pr (2etanr sini) 
T 


1 : 
— ne (= —tanr sinr) 
COST 
2 
1—sin r 
— 2ne 
cos r 
Ô — 2ne cosr 


Pour résumer, les deux premiers rayons réfléchis sont déphasés de 
la quantité 


À 
A = — +T avec Ôô—=2necosr | © (2.5) 


En conséquence, on observe des interférences constructives quand 
A = 2pr avec p entier. Cette condition n'est remplie que pour cer- 
taines incidences, c'est pourquoi on parle de franges d’égale inclinai- 
son. Ces rayons de même inclinaison ne se rencontrent qu'à l'infini : 
les interférences sont donc localisées à l'infini. En pratique, on utilise 
une lentille convergente (focale f’) qui projette les rayons d'égale in- 
clinaison dans son plan focale image (FIG. 210). Les rayons de même 
inclinaison à convergent alors sur un cercle de centre F : on observe 
donc des franges annulaires concentriques. Cherchons à exprimer le 


source étendue 


écran 


rayon d'une frange d'ordre p. La condition d'interférence constructive 
donne 


AD=92pr — cosr, = À (2p — 1) 


ne 
Dans l'approximation paraxiale (à et r son petits), on a cosr + 1—r?/2. 
Par ailleurs, toujours dans le même cadre approximatif, Le rayon R 
d'un anneau est lié à l'inclinaison via R = fi. En vertu de la loi de 
réfraction sin = nsinr qui devient à = nr, on aboutit finalement à 


2 Anf"° 
R, = CE — M 


où R,, est le rayon de la frange d'ordre p. Son carré suit donc une loi 
arithmétique. Ainsi, au fur et à mesure que p diminue, les anneaux 
s'éloignent du centre en se resserrant. 


Une lame de verre produit également des interférences délocalisées (franges 
de Pohl), mais celles-ci présentent le défaut d'être peu visibles si la source 
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FIG. 210 : À gauche : dispositif inter- 
férentiel. À droite : anneaux d'interfé- 
rence obtenues à l'écran. 
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n'est pas ponctuelle. En revanche, les interférences localisées à l'infini 
étudiées ici sont insensibles à l'extension de la source: au contraire leur 
luminosité en est renforcée. 


Application - Le traitement anti-reflet 


Dans un appareil photo Reflex l'objectif est constitué d'une dizaine de 
lentilles et donc d'une vingtaine d'interfaces air-verre. Ainsi, à chaque ré- 
fraction, c'est 4% de l'énergie qui est perdue par réflexion. Cette série de 
réflexions partielles produit une diminution d'éclairement sur la pellicule 
de plus de 50%! Un traitement anti-reflet peut donc grandement amé- 
liorer les performances de l'appareil. Pour cela, on dépose sur chaque 
dioptre une couche mince de matériau transparent d'indice N (compris 
entre 1 et n) et d'épaisseur constante e. Cherchons l'indice et l'épaisseur 
qui permettent d'annuler la réflectivité par interférence destructive. On a 
deux conditions. 


1. D'une part, il faut que les deux ondes réfléchies (en incidence quasi- 
normale dans l'approximation paraxiale) soient déphasées de (2p+ 
1)r : 

A4rNe (2p + 1) 


. AN 


(p+1)r d'où e= 


La valeur minimale vaut e = A/(4N). 

2. D'autre part, il faut choisir N de sorte que les deux rayons réfléchis 
aient des intensités semblables (pour que 1,;, = 0). On cherche 
donc à avoir 


TisN = DNTN-ntN-1 TN in 


ce qui donne 


1—N N—-n 


2 RO C'està-dire N+ 
NC c'est-à-dire Vn 


Par exemple, pour un verre d'indice n = 1,5, il faut un matériaux 
d'indice N = 1,23. Comme il n'existe pas de solide transparent d'in- 
dice aussi faible on s'en rapproche en utilisant le MgF, d'indice 
N = 1,35. On en dépose une couche d'épaisseur e = A/(4N) = 
0,12 um. 


Franges d’égale épaisseur 


Considérons maintenant une lame mince d'indice uniforme mais d'épaisseur 
variable. On suppose cependant que l'épaisseur varie sur une grande 
échelle comparée à l'épaisseur de la lame. Dans ce cas, si l'on envoie 

un faisceau de lumière en incidence faible, l'épaisseur de la lame au 

point incident n'est pas significativement différent de celui au point 
émergeant. Dans ce contexte, la formule (2.5) 


Ô = 2ne COSr 


reste valide à condition d'admettre que e désigne l'épaisseur locale 
de la lame mince. 


Éclairons la lame avec un faisceau de rayons parallèles. l'angle 1, 
comme l'angle r, est fixé de sorte que la différence de chemin op- 


FIG. 2.1 : Interférence par une lame tique n'est fonction que de l'épaisseur locale de la lame mince. Le 
d'épaisseur variable. 
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lieu des points qui produit une frange d'ordre p est donné par l'équa- 
tion 

ne soit necosr = [p— 3) À 

À 2 

Le passage d’une frange brillante d'ordre p entier à une frange voisine 
d'ordre p + 1 traduit un changement d'épaisseur de À/(2ncosr). La 
figure d'interférence renseigne donc sur le relief de La lame. On parle 
alors de frange d'égale épaisseur ou franges de Fizeau. On montre 
que ces interférences sont localisées au voisinage de La lame (cf fi- 
gure 212). En général, pour les visualiser il suffit de faire l'image de la 


lame sur un écran. 


surface de localisation 


Ce type d'observation est utilisé dans le contrôle des surfaces par 
interférométrie (mesure de faibles épaisseurs, vibrations de surface 
etc.). Par exemple, Le polissage et Le contrôle des miroirs pour Les as- 
tronomes amateurs repose sur l'interférométrie. On atteint une pré- 
cision dans le contrôle de l'état de surface de l'ordre du dixième de 
micron! De la même manière, l'étude du contact de micro-gouttes sur 
un substrat repose sur l'étude des franges d'égale épaisseur obser- 
vées par microscopie interférentiel (cf Figure 213). 


Number of fringes 


Thickness (jum) 


x (um) 


Choisir une source étendue permet d'amplifier la luminosité du phé- 
nomêne qui ne reste cependant visible qu'au voisinage de la lame 
mince. Une observation à l'œil nu (l'oeil fait la mise au point sur 
la lame) permet de sélectionner un pinceau de lumière formant un 
angle incident sur la lame quasi-constant ce qui permet de voir des 
franges d'égale épaisseur avec une certaine valeur de cosr. En lu- 
mière blanche, chaque composante monochromatique produit son 
propre système de franges ce qui donne aux lames minces un aspect 
irisé. Dans le quotidien on observe facilement ces irisations : 


> une mince couche d'huile sur l'asphalte humide les fait appa- 
raître ; 

> on les rencontre à la surface des bulles et lames de savon: 

> Si l'on presse deux lames de verre l’une contre l'autre et que 
l'on emprisonne quelques poussières, on forme une lame d'air 


FIG. 212 : Localisation des interfé- 
rences. 


FIG. 213 : À gauche : micro-goutte 
de PDMS (Polydimetylsiloxane) sur un 
substrat de silicium observé par micro- 
scopie interférentielle. À droite : profil 
reconstitué à partir de la figure d'inter- 
férencel4]. 
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FIG. 214 : Interférences d'égale épais- 
seur à la surface d'une lame de sa- 
von (à gauche) et entre deux lames de 
verre (à droite). 


5 : Albert Abraham Michelson (1852 
Pologne - 1931 États-unis) est lauréat 
du prix Nobel 1907 pour la précision de 
ses mesures optiques et les recherches 
en spectroscopie et en métrologie me- 
nées grâce à elles. En 1878, avec un 
montage à 10 dollars, il réussit sa pre- 
mière mesure de la vitesse de La lu- 
mière! En 1881 il invente un interféro- 
mètre qui porte maintenant son nom 
et qui devait permettre la mise en 
évidence du mouvement relatif de la 
Terre par rapport à un hypothétique 
éther, support de propagation de la lu- 
mière. l'absence de mise en évidence 
d'un tel mouvement a constitué l'un 
des points de départ de la théorie de 
la relativité restreinte, dans laquelle 
l'hypothèse de l'éther est abandonnée 
au profit du postulat selon lequel La lu- 
mière se propage dans le vide à une 
vitesse indépendante du référentiel. 


M ?miroir mobile 


|—— capteu 


CDS 


S séparatrice 


FIG. 215 : Principe de l'interféromètre 
de Michelson. 


d'épaisseur variable. On voit alors apparaître des franges d'égale 
épaisseur qui se déforment lorsque l'on serre plus où moins les 
lames l'une contre l'autre. 


Interféromètre de Michelson 


L'interféromêtre de Michelson” est un dispositif qui fait interférer deux 
ondes issues d’une division d'amplitude. À partir d'un faisceau d'in- 
tensité 1, une lame semi-réfléchissante, appelée séparatrice produit 
deux faisceaux perpendiculaires d'intensité égal à 1,/2. Chacun de 
ces faisceaux est ensuite réfléchi par un miroir (noté M, ou M,) et 
retraverse la séparatrice. À La sortie de l'interféromètre, les deux fais- 
ceaux ont entre eux une différence de marche fonction de la distance 
et de l'angle entre les miroirs, interfèrent. Le miroir M, est monté sur 
un chariot, ce qui permet de faire varier la différence de marche en 
tournant une vis micrométrique. On dispose d'autre part de tout un 
lot de vis destinées à régler l'orientation des lames et des miroirs. 


Seul un côté de la séparatrice est réfléchissant. Par conséquent, un 
des faisceaux traverse la séparatrice une seule fois alors que l'autre 
faisceau la traverse trois. Pour compenser la différence de marche 
parasite qui en résulte, une lame identique mais non réfléchissante 
appelée compensatrice est accolée à la séparatrice de façon à ce que 
chacun des faisceaux traverse 4 fois l'épaisseur d'une lame. La FIG. 
15 retrace le parcours d’un rayon lumineux (la compensatrice est 
volontairement omise, par soucis de simplification). 


Lorsque les miroirs sont perpendiculaires et à égale distance de la 
séparatrice, on se trouve au contact optique. Les deux faisceaux par- 
courent alors le même chemin optique ceci quelque soit leur inclinai- 
son : on n'observe pas de franges d'interférence. En agissant sur le 
miroir M, on fait apparaître des franges d'interférences. On distingue 
deux types de configuration. 


Configuration dite en «lame d'air » - Ce type d'interférence est obte- 
nu lorsque l'image M; du miroir M, par rapport à la séparatrice est pa- 
rallèle à M.. Dans ce cas, l'interféromètre est optiquement équivalent 
à une lame d'air à faces parallèles d'épaisseur e (FIG. 216). Comme on 
l'a vu pour la lame à faces parallèles, Les interférences sont localisées 
à l'infini, d'où l'utilisation d'une lentille convergente et d'un capteur 
placé dans son plan focal. 


M) écran 


Si l'on reprend l'expression du déphasage produit par une lame d'épais- 
seur constante et que l'on fait n = 1, on obtient 


Are COS À 
ir et Ag = —— 


IL faut préciser que le terme de déphasage lié à la première réflexion 
disparaît ici car Les rayons subissent le même nombre de réflexions. 
La frange brillante d'ordre p entier vérifie la condition 


, À 
A = 2pr soit COSi, = pa avec pEZz 
2e 


Chaque incidence à, donne à l'écran un anneau brillant, de centre 
F'et de rayon R, = f'i,. Déplacer le miroir M, permet de modifier 
l'épaisseur de la lame d'air ce qui conduit à un défilement des franges. 
Notamment, quand l'épaisseur diminue (on se rapproche donc du 
contact optique), l'angle , diminue ainsi que le rayon de la frange 
d'ordre p : les anneaux d'interférence «rentrent » dans le centre com- 
mun des anneaux au fur et à mesure que l’on se rapproche du contact 
optique. D'ailleurs, les dénombrer permet d'en déduire la longueur 
d'onde. En effet, une variation de l'épaisseur e de Ae conduit à une 
variation de la différence de chemin optique de 2Ae. Comme, le déf- 
lement d'une frange correspond à une variation de À sur la différence 
de chemin optique on en conclut que le défilement de N franges cor- 
respond à une variation d'épaisseur donnée par 


__2Ae 
ON 


2Ae = N) d'où À 


Configuration dite en «coin d'air» — À partir du contact optique, incli- 
nons maintenant Le miroir mobile. Dans ce cas, l'image M; du miroir 
M, et M, forment entre eux un angle a. L'interféromètre est optique- 
ment équivalent à un coin d'air. Les franges d'interférence (franges 
d'égale épaisseur) sont alors localisées près de la surface des mi- 
roirs et observables à l'œil nu ou grâce à une lentille convergente qui 
en forme l'image sur un écran (FIG. 217). 


Le faisceau source est en général collimaté (à l'aide d'une lentille par 
exemple) de façon à garantir une incidence quasi-normale (4 = 0). La 
différence de marche est donnée par: 


ô = 2ne(l) cos r = 2e(l) cos i & 2e(l) 


avec e(l), l'épaisseur du coin d'air au point incident |. Repérons le 
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FIG. 216 : Interféromètre réglé en lame 
d'air. M, est l'image du miroir M, 
par rapport à la séparatrice. l'étude 
se ramène au problème d'une lame 
d'air formée par deux interfaces semi- 
réfléchissantes. 
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FIG. 217 : Interféromèêtre réglé en coin 
d'air. M, est l'image du miroir M, 
par rapport à la séparatrice. l'étude 
se ramêne au problème d'un coin 
d'air formée par deux interfaces semi- 
réfléchissantes. 


nie 


FIG. 218 : Calcul de la différence de che- 
min optique. 

6 : Évidemment, sur l'écran, l'inter- 
frange est amplifié par le grandisse- 
ment du système de projection. 


FIG. 219 : Franges irisées en lumière 
blanche. À gauche : franges du coin 
d'air. À droite : franges du coin d'air 
perturbées par les faibles variations 
d'indice de l'air induites par la pré- 
sence, dans l'un des bras de l'inter- 
féromètre, d'une allumette tout juste 
éteinte. 


écran 


È : interférogramme 
séparatrice 8 


point | par la coordonnée y comptée à partir du sommet du coin d'air. 
Dans ce cas,on a e(l) = y tan a. La frange brillante d'ordre »p vérifie 
l'équation (comme l'angle est petit on atana = a) 


d'où y =: 

# 2a 

On observe donc, comme l'indique la FIG. 217, des franges rectilignes 
parallèles à l'axe d'inclinaison des miroirs. L'inter-frange vaut 


À 


= Yi = 2a 


Ô = pÀ 


Ainsi, plus a est grand, plus l’inter-frange est petit$. Les franges sont 
visibles à l'œil nu à la condition que l'interfrange à ne soit pas trop 
petit. Si nous fixons à > 0,1 mm alors on trouve a < 10’ d'arc! Le coin 
d'air fait effectivement un angle très petit. 


Éclairé en lumière blanche, l'interféromètre fera apparaître des franches 
irisées puisque l'interfrange dépend de la longueur d'onde. Toutefois, 
la frange d'ordre p = 0, présente la particularité d’avoir une posi- 
tion indépendante de la longueur d'onde. Autrement dit, en lumière 
blanche, cette frange est blanche puisque toutes les composantes 
chromatiques donneront lieu à une frange identique. Cette frange, 
dite achromatique, est bien visible sur l'interférogramme de la FIG. 
219: 


Autres interféromètres à division d'amplitude 


ILexiste de nombreux dispositifs qui reposent sur la division d'ampli- 
tude. Comme l'interféromêtre de Michelson, ils sont d'une grande prè- 
cision et rendent de précieux services dans les domaines suivants. 
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> En spectroscopie, pour la mesure précise des longueurs d'onde 

et des largeurs de raie spectrale. L'étude du signal capté dans 

un interféromêtre de Michelson réglé en lame d'air permet de 

remonter au spectre de la source. On parle d'interférométrie 

par transformée de Fourier. L'interféromêtre de Fabry-Pérot est 

également utilisé comme spectromèêtre à haute résolution’. 7: cf. Chapitre 3 
> En analyse des surfaces. On peut contrôler l'état d'une surface 

avec une précision de l'ordre de 100 nm grâce à l'interféromètre 

Twyman-Green qui est une variante de l'interféromêtre de Mi- 


chelson. 
miroir plan 
surface à tester 
—; —— capteur 
er séparatrice 
: FIG. 2.20 : Interféromètre de Twyman- 
* point source Green. 


> En aérospatiale pour le contrôle de la navigation grâce à l'in- 


terféromêtre de Sagnac® utilisé comme gyrolaser ou gyroscope. 8: inventé par Georges Sagnac en 1913, 
cet interféromêtre repose sur l'effet 
Sagnac : deux ondes lumineuses par- 
courant le même chemin en sens op- 
posé se trouvent déphasés si Le réfé- 


7x | \” rentiel lié à l'émetteur et au récepteur 
est en rotation. Plus précisément, le 


déphasage est proportionnel à la vi- 
tesse angulaire de rotation. 
DE 
Eros source FIG. 2.21 : Interféromètre de Sagnac 

> En mécanique des fluides pour la visualisation des écoulements 

avec l'interféromêtre de Mach-Zehnder par exemple. Un écou- 

lement induit des variations de densités et donc des variations 

d'indice que l'on peut mettre en évidence dans l'interféromètre 

de Mach-Zehnder formé de deux bras de même longueur. Le 

signal ne dépend que des variations de phases induites par 

l'écoulement. 


| 4 | | 
4 | 
objet de phase .. 


lentille de colli- interférogramme 
mation Î 


| bras de référence 


Ne 4 oi | FIG. 2.22 : Interféromètre de Mach- 


Zehnder. 


> En astrophysique pour la détection d'ondes gravitationnels. L'in- 
terféromètre de Michelson est particulièrement sensible aux va- 
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Signal 

non perturbé 
Miroir = 
semi-réfléchissant AYAV4 
Capteur — 
Détecteur 


Miroir Ÿ 


Miroir : | 
Sortie du faisceau 
après une centaine 


d’'aller-retours 


Signal perturbé 
par le passage 
- d'une onde 
Laser  gravitationnelle 


FIG. 2.23 : Interféromètre LIGO. 


rations relatives de longueur entre ses deux bras et constitue 
l'instrument idéal pour la mesure des ondes gravitationnelles. 
En effet, théoriquement le passage d'une telle onde produitune 
déformation anisotrope de l'espace ce qui induit une variation 
différente des longueurs des deux bras d’un interféromètre. Ce- 
pendant, en raison de l'extrême sensibilité nécessaire, la lon- 
gueur des bras doit être de plusieurs centaines de kilomètres. 
Ceci étant difficilement réalisable sur Terre, on replie le trajet 
optique en utilisant des réflexions multiples entre deux miroirs. 
En pratique, on utilise des cavités résonantes du type Fabry- 
Pérot. Les projets LIGO et VIRGO utilisent ce type de détection 
et ont permis la première détection des ondes gravitationnelles, 
le 14 septembre 2015, soit 100 ans après la prévision d'Einstein. 
Celles-ci, issues de la fusion de deux trous noirs, ont voyagé 
durant 1,33 milliard d'années avant d'atteindre la Terre et d'être 
capté sous la forme d’un signal caractéristique extrêmement té- 
nu. Depuis, d'autres évênements de ce type ont été détecté et 
promettent une nouvelle façon d'observer le cosmos. 

Rainer Weiss, Barry C. Barish et Kip S. Thorne ont reçu le Prix No- 
bel 2017 pour leurs contributions au projet LIGO et la détection 
des ondes gravitationnelles. 


INTERFÉRENCE À N ONDES 


L'expérience des trous d'Young nous a permis d'illustrer le phéno- 
mène d'interférence à deux ondes. Il existe également des disposi- 
tifs interférentiels reposants sur des interférences multiples. Ce cours 
illustre ce phénomène à travers l'étude du réseau de diffraction et de 
la cavité Fabry-Pérot. 


Version en ligne 


https://femto-physique.fr/optique/ 
interference-a-N-ondes.php 


31 Généralités 


Superposition de N ondes en phase 


Supposons qu'en un point M de l'espace, se superposent N ondes 
harmoniques de pulsation w, de phase , et d'amplitude À, avec à = 
{1... N}. l'état ondulatoire en M s'écrit 


N 
Y(M,t) = Ÿ A; cos(wt + ,) 


Admettons de plus que toutes les ondes oscillent en phase, c'est-à- 
dire que w, = # pour tout 4. Dans ce cas, on trouve simplement 


N 
Y(M,t) = coS(wt+4) ÿ A; 


i=1 


L'intensité du rayonnement correspondante vaut 


(6) 1È4 


Comme on le voit, l'intensité dépasse la somme des intensités. En 
terme de phaseurs, on peut représenter cette superposition par la 
mise, bout à bout, de N vecteurs de Fresnel alignés (FIG. 31). L'inten- 
sité étant proportionnelle à la longueur quadratique du vecteur ré- 
sultant OP, il est facile de se convaincre que l'intensité est maximale 
dans le cas ou toutes les ondes oscillent en phase : on est face à un 
phénomène d'interférence constructive. 


(M) = (4*(M,t)) 


31 Généralités ........ 31 
N ondes en phase .... 31 
N ondes incohérentes . . 32 

3.2 Le réseau de diffraction . 33 
Description . ....... 33 
incidence normale .... 34 
Formule des réseaux en 
incidence oblique 35 
Figure d'interférence . . . 36 
Pouvoir de résolution 38 
Autres réseaux ...... 39 

3.3 La cavité Fabry-Perot . .. 40 
Description . ....... 40 
Transmission de la cavité 41 
Interféromèêtre de Fabry- 
PéNO: super u 43 
Cavité optique résonante 44 


FIG. 31 : 


Construction de Fresnel cor- 


respondant à la superposition de N 
ondes en phase. 
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O P 
FIG. 3.2 : Construction de Fresnel 


[5] : RouSSEL (2013), Diffusion de parti- 
cules 


Le calcul se simplifie grandement lorsque toutes les ondes présentent 
la même amplitude À, = À, puisqu'on obtient 


Y(M,t) = N A coS(wt+w) et I=N?I1, Nondes en phase | © 
(31) 


Superposition de N ondes incohérentes 


Considérons maintenant le cas où les ondes sont issues de N sources 
indépendantes quasi-monochromatiques. Pour simplifier, admettons 
que toutes les ondes oscillent avec la même amplitude (17, = A2/2). 
La phase %, de chaque onde varie de façon aléatoire avec un temps 
caractéristique très court devant le temps de réponse du détecteur. 
Par ailleurs, Les sources étant indépendantes, il n’y a aucune corréla- 
tion entre les phases. Si l'on décrit l'onde résultante par la construc- 
tion géométrique de Fresnel, on obtient une marche aléatoire. En 
effet, Le vecteur résultant peut être vu comme le déplacement d'un 
point ayant fait N pas d'amplitude À dans des directions aléatoires. 
l'intensité est alors reliée à la distance quadratique moyenne d'une 


Li 1 
marche aléatoire de N pas: I — 3 (OP°). 


Un des résultats de la mécanique statistique [5] stipule que la dis- 
tance quadratique moyenne bout-à-bout vaut (OP?) = N A? où À 
est la longueur de chaque phaseur. Il en découle le résultat 


I = > (OP*) =NI |© (32) 


Exercice - Retrouver le résultat (3.2) par la méthode des complexes. 


Rép. En notation complexe, l'onde résultante s'écrit 


(2 — ÿ Aeïilwt FPk) — Aeîiwt ÿ egr 


k={0...N} k={0...N} 
l'intensité du rayonnement est donné par 1 = ;(#4#"). On a 


Du = A2 ÿ eirk x + e—i?r — A2 ” eilPrr-pyr) 
k k! 


k;k" 


= A? (v+ >, e\?k wi) 


k,k'#k 


Par ailleurs, XX étant un réel, en prendre la partie réelle ne change pas le 
résultat. On a donc 


ph = AN+A? N cos(p, — y) 


k,k/#k 


, — vw eStune variable aléatoire répartie uniformément dans l'intervalle 
[-2x, 2x], c'est pourquoi I = 5{p9") = SNA? = NI. 


l'intensité est indépendante de la position du point d'observation et 
amplifié d'un facteur N :iln y a donc pas d'interférence. On avait déjà 


3.2 Le réseau de diffraction 


établit ce résultat pour la superposition de deux ondes incohérentes; 
on voit ici que le résultat se généralise pour N ondes. 


Finalement, N sources incohérentes de même amplitude produisent 
un phénomène dont l'intensité est proportionnel à N alors que dans 
le cas où ces N ondes vibrent en phase, le phénomène est propor- 
tionnel à N?. On peut donc amplifier significativement la lumière par 
interférences multiples. En prime, cette amplification s'accompagne 
en général, comme nous allons le voir, d'une grande résolution spa- 
tiale. 


3.2 Le réseau de diffraction 


Description 


De manière générale, un réseau de diffraction est un arrangement 
régulier de motifs diffractants identiques. Chaque motif diffracte la 
lumière incidente dans toutes les directions, et chaque faisceau dif- 
fracté dans une direction interfère avec les autres rayons diffractés 
dans la même direction. 


Bien qu'il existe une grande diversité de formes (plane, concave), de 
types (rectiligne, circulaire) et de fonctionnement (en transmission, 
en réflexion), l'étude du réseau plan rectiligne par transmission per- 
met de dégager les propriétés essentielles des réseaux. 


Le réseau rectiligne par transmission est caractérisé par une fonc- 
tion de transparence périodique. Le réseau de fentes transparentes 
utilisé dans l'enseignement en est un exemple. IL est réalisé en gra- 
vant sur du verre une série de traits à l'aide d'une pointe de diamant. 
l'espace intact entre ces traits est transparent et constitue une fente. 
En général, on réalise des répliques (diapositives photographiques) 
du réseau initial pour obtenir des réseaux à faible coût. 


FIG. 3.3 : Réseau de fentes. 


La caractéristique essentielle d'un réseau de diffraction est son pas 
a qui représente la distance séparant deux motifs diffractants consé- 
cutifs. En général, Le fournisseur indique la densité de traits 


À. 


n : [nombre de traits par mètre] | © (3.3) 


souvent exprimée en lines per inch (LPI). Les réseaux performants ont 
des densités de l'ordre de 106 traits par mètre. 
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FIG. 3.4 : Montage sur un goniomètre - 
vue de dessus. 


1H 


FIG. 3.5 : Incidence normale. 


: 


Formule des réseaux en incidence normale 


Éclairons, par une onde plane monochromatique, un réseau de N 
fentes placé en incidence normale, puis observons la lumière dis- 
persée dans la direction 8 à l'aide d'une lunette (FIG. 3.4). IL existe, 
comme nous allons le montrer, des directions angulaires privilégiées 
dans lesquelles la lumière est confinée et pour lesquelles chaque 
onde diffractée par les motifs du réseau interfère avec les autres de 
manière constructive. 


lunette 


réseau 
CT 


Envisageons l'émission de lumière dans la direction indiquée par ÿ 
(FIG. 3.5). Le rayon diffracté par une fente F est en retard (ou en avance, 
ça dépend du signe de 8) par rapport au rayon diffracté par la fente 
suivante F’. Le déphasage s'écrit 


A = 5 avec üÔ—=FH=asing 


Si ces deux rayons interfèrent de façon constructive entre eux, alors 
ils interférent également de manière constructive avec tous les autres. 
Ce phénomène donne lieu à une énorme amplification de lumière 
(comme N°?) dans la direction #. La condition d’interférence construc- 
tive Ag = 2p x permet d'obtenir ces directions privilégiées : 


asing, =pÀ avec pezZ |© (3.4) 


Cette relation, dite formule des réseaux en incidence normale, peut 
aussi faire intervenir la densité de traits du réseau n = 1/a: 


sin 0, =pnà (3.5) 


Comme on le voit, la direction @, dépend de la lumière incidente (via 
la longueur d'onde), du réseau (via la densité de traits) ainsi que de 
l'ordre d'interférence p. Analysons en détail La formule (3.5). 


- Pour l'ordre p = 0, on a 4 = 0 quelle que soit la longueur d'onde: 
une partie de la lumière traverse le réseau sans être déviée. 
Cette direction est toujours observée. 

Les ordres p Æ 0 ne sont pas toujours observés. En effet, si 
a < À, Seul l'ordre zéro existe. Plus généralement, il est facile 
de montrer que les valeurs possibles de p sont au nombre de 
(1+2/a/À}). 

Pour les ordres p £ 0 la déviation 8 est fonction de la longueur 
d'onde : le système est alors dispersif, et en lumière blanche 
on observe une décomposition spectrale de la lumière suivant 
différentes directions. On peut noter que l'angle de dispersion 


Y 


Y 
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augmente avec la longueur d'onde (le rouge est plus dispersé 
que le bleu) contrairement à ce qui se produit avec un prisme. 
Notez aussi, que seul l'ordre zéro est achromatique puisque sa 
direction est indépendante de la longueur d'onde. 


Formule des réseaux en incidence oblique 


La formule (3.5) n'est valable qu’en incidence normale. Sous une inci- 
dence à elle prend une forme plus générale que l'on obtient à l’aide 
d'un calcul similaire à celui du paragraphe précédent. Sous une inci- 
dence i, le rayon arrive en F en avance par rapport à celui arrivant en 
F. Cependant, il prend ensuite du retard de sorte que le déphasage 
s'écrit (FIG. 3.6) 


A$ = 75 avec ô—=FH—FH' = a(sing —sini) 
Finalement, la formule des réseaux en incidence oblique qui donne 


la direction des interférences constructives, s'écrit 


a(sing,—sini) =pA avec peZ | © (3.6) 


Dans ce cas, la direction 4, dépend non seulement de la lumière in- 
cidente, du réseau et de l'ordre d'interférence p, mais également des 
conditions d'incidence (via l'angle à). La direction correspondant à 
l'ordre p = 0 est donnée par 4, = i. En d'autres termes, ces rayons 
traversent le réseau sans être déviés. Comme pour la situation en in- 
cidence normale, cette direction est toujours observée. En revanche, 
contrairement à ce qui est observé en incidence normale, 8, Æ —0.,. 
D'ailleurs il arrive que l'ordre p soit observé alors que l'ordre —p est 
inobservable. 


Enfin, la déviation angulaire des rayons D = 6, —i dépend de l'angle 1. 


ILest facile de montrer que cette déviation présente un minimum. En 
dérivant la loi des réseaux (3.6) par rapport à l'angle à, on obtient 


(+®) cos(D +i) — cosi = 0 
t 


La déviation D(i) passe par un extremum quand 


dD , 
1 — O soit cos(D +i) = cosi 
t 
c'est-à-dire (en excluant D = 0 qui correspond à l'ordre 0) D,, = —2i. 


On en déduit, en reprenant la loi des réseaux, 


n° 


2sin _ 
2 Pa 


(37) 
La mesure de cette déviation angulaire minimale! permet ainsi de re- 
trouver soit une longueur d'onde, soit la densité de traits d'un réseau. 
Cette mesure s'affranchit du placement en incidence nulle du réseau, 
source d'imprécision. 


ll 
1. | 
il 


FIG. 3.6 : Incidence oblique. 


p 


1 : En dérivant à nouveau la for- 
mule des réseaux, on trouve D'(i) — 
—2 tan lorsque D = —21. D est donc 
minimum quand à < 0 et maximum 
quand à > 0. Dans tous les cas, |D,,| 
est minimum. 
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N=4 N=8 
T1(6) T1(6) 
0 46, 
0 ni Al 0 
INFX AVA\ | | + LAS SAN UNSS SAN | | s- 
CA 03 03 CA 02 03 


F1G. 3.7 : Influence de N sur le terme d'interférence. 


Rappelons que la somme des termes 
d'une suite géométrique de raison r 
s'écrit 


N 

= 

Sting ete 7 ; 
Es 


La fonction f(x) = sin Nx/sinx ad- 
met pour limite N lorsque x — 0. 
Par conséquent, puisque | f(x)]? est x- 
périodique, on a aussi 


—; N? 


TpT 


avec peZ 


sin Nx |” 
sinæ 


IL s'agit des maxima principaux de la 
fonction. 


Figure d’interférence 


l'équation (3.6) indique Les directions d'interférence constructive, mais 
ne donne aucune information sur la répartition de l'intensité en fonc- 
tion de 0. Procédons à ce calcul en faisant deux hypothèses. 


1. Nous considérons que le réseau est éclaire par une onde plane 
arrivant en incidence normale. Le cas de l'incidence oblique se 
traite en effectuant la transformation sing kb sing —sini 

2. Nous admettons que les N ondes diffractées dans la direction 4 
ont la même amplitude a, indépendante de 4. Nous discuterons 
de cette hypothèse dans le Chapitre 5 consacré à la diffraction. 


Utilisons la méthode complexe pour calculer l'intensité. Posons, 9 = 
(2xa sin 8)/}, le déphasage entre deux ondes consécutives. Ll'ampli- 
tude complexe de l'onde qui résulte de la superposition des N ondes 
diffractées dans la direction 8 s'écrit 


eiNe 2] 
er 


eiN#/2 sin(N 4/2) 
ei#/2sin(p/2) 


N-1 
Y(8) = Ÿ_ Aeïkt = A 
k=0 


Ainsi, en incidence normale, l'intensité varie avec l'angle de déviation 
horizontale 4 comme suit : 


2 

jee 5 
nee) avec K=42/2 © 
sin(?® sin 0) 


H(@) = sex | 


(3.8) 


En réalité, à cause de la diffraction, la constante K varie lentement 
avec 4 et la formule précédente doit s'écrire 


sin (ME sin 6) 
sin ee sin @ 


I(6) = K(6) | 


l'intensité diffractée est donc Le produit de deux termes. 


> Le premier, X(8), est Le terme de diffraction qui fera l'objet d'une 
étude soignée dans le Chapitre 5 sur la diffraction à l'infini. 

- Le deuxième, appelé terme d'interférence, est représenté sur la 
FIG. 3.7. On voit apparaître des franges brillantes à chaque fois 
que sin 4 = pr. Ainsi, on observe une intense lumière dans 
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des directions confinées vérifiant 
À 

Sing, =p— =pnà 
a 


On retrouve la formule des réseaux (3.4). 


Cherchons à calculer la largeur angulaire d'une frange brillante. Pour 
cela, déterminons la première valeur de ÿ qui annule l'intensité au- 
tour d'un maximum principal. Rappelons que sur un pic d'interfé- 
rence les ondes qui interfèrent sont tous en phase (modulo 27). En 
termes de vecteurs de Fresnel, cela donne N vecteurs colinéaires 
comme on l'a déjà vu. Imaginons maintenant que chaque vecteur 
de Fresnel tourne de 2r/N par rapport au vecteur précédente. Ces 
vecteurs mis bout à bout forment alors un polygone à N côtés et le 
vecteur résultant est tout simplement le vecteur nul (FIG. 3.8). C'est 
pourquoi, au voisinage d'un maximum principal, on trouve I = 0 dès 
lors que 


A = 2pr - 


z|Ÿ 


Appelons 60, la largeur de la frange d'ordre p (FIG. 3.7). On a 


27 asin(@, TT 
À ON 


Compte tenu que 60, est petit (pour N grand), un développement à 
l'ordre un autour de 4, donne 


50 2) 


= Nacost, [en radian] (3.9) 


Plus le nombre de fentes éclairées est grand et plus les tâches sont 
fines : on parle alors de pics d'interférence. 


Exemple 


Un réseau de diffraction de pas a = 5 um éclairé en incidence normale 
par un faisceau de largeur L = 1cm et de longueur d'onde À = 0,5 um, 
présente un pic d'ordre un dans la direction 


0, = arcsin pX/a = 5°4421” 
Vu que 2 000 fentes sont éclairées, ce pic présente une largeur angulaire 


 — 2 x0,5 


GS ——_—_— = 0e = DTA 
2000 x 5 Ë ge 


FIG. 3.8 : Construction de Fresnel cor- 


2r/N 9r/N'eSPondant à une interférence des- 
tructive pour N = 5, 8 et 16. 


2: On dit aussi pic de diffraction, mais 
il faut bien comprendre que même si 
la diffraction est nécessaire à leur ob- 
servation, ces pics résultent de la co- 
hérence entre les N fentes, c'est-à-dire 
du phénomène d'interférence. 
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3 : Voir la simulation sur femto- 
physique.fr 


TAB. 31 : Résolution typique de 
quelques systèmes dispersifs. 


Pouvoir de résolution 


Éclairé en lumière polychromatique, le réseau disperse chaque com- 
posante monochromatique via la loi (3.6). Le pouvoir de résolution 
spectrale mesure la capacité à séparer deux longueurs d'onde diffé- 
rentes. IL est mesuré par la quantité 


À 
JR 1 
À din " 6 0) 


OÙ 0 min est la différence minimale entre deux longueurs d'onde que 
le système arrive à séparer. Le pouvoir de résolution théorique du ré- 
seau s'obtient à l'aide d’un critère de résolution. On prendra le critère 
de Rayleigh. 


Critère de Rayleigh 


Deux pics d’interférence À et B associés aux longueur d'onde À 
et À + 6) seront résolus (ou séparés) si leur séparation angulaire 
vérifie 
0p—0 — 
dr 


avec 60 la largeur angulaire du pic d'interférence. 


Calculons, le pouvoir de résolution théorique d'un réseau éclairé en 
incidence normale. Une raie spectrale de longueur d'onde À est dé- 
viée d’un angle 0, telle que sin 6, = pA/a. Aussi, pour une variation 
6) de X, l'angle de dispersion varie de 


0 
a COS 6, 


qe Q =p 


Adoptons le critère de Rayleigh : Les deux raies sont résolues si 


60 À 
À+6À À — 
6 ne 2  Nacosô, 
ce qui donne 
À 
ÔÀ >. pN — OÀin 


d'où un pouvoir de résolution théorique 
Pa =pNi © (311) 


Le pouvoir de résolution théorique augmente avec le nombre de traits 
éclairés et avec l'ordre d'interférence?. Par exemple, avec un réseau 
blazé de 10 cm de largeur constitué de 1 000 traits/cm et travaillant 
à l'ordre 10, le pouvoir de résolution théorique atteint 100 000. 


Instrument Pouvoir de résolution typique résolution 6, (à 500 nm) 


Prisme 500 1nm 
Réseau 5 000 01 nm 
Réseau blazé 50 000 0,01 nm 
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La formule (311) a été obtenue en considérant Le réseau en incidence 
normale, mais le résultat est valable pour toute incidence. On peut 
donc aussi exprimer le pouvoir de résolution en fonction de 8, eti: 


Na (sin 0, — sin i) 
À 


Pr = 


où Na = L désigne la largeur du faisceau éclairant Le réseau. On voit 
qu'il existe un pouvoir de résolution maximum : 


2L 
PR max — Et 


Ainsi, la taille du réseau est déterminante dans la quête aux hautes 
résolutions spectrales. 


Autres réseaux 


Le réseau de fentes à transmission est assez peu utilisé en pratique. 
La plupart des applications demandant l'emploi d'un système disper- 
sif utilisent des réseaux en réflexion. Par exemple, La plupart des spec- 
trophotomètres d'absorption possèdent un monochromateur qui per- 
met de sélectionner la longueur d'onde d’une source en faisant tour- 
ner un réseau de diffraction en réflexion. 


Fente de sortie 
ù Miroir de 
Détecteur j chambre 
Réseau 
Système de 
focalisation _. 
Miroir de 
De collimation 
Fente d'entrée 


Un des principaux défauts des réseaux ordinaires réside dans la dis- 
persion de l'énergie lumineuse dans les différents pics d'interférence. 
Cette éparpillement de l'intensité peut être gênant quand la source 
est elle même peu lumineuse (il suffit de penser à l'observation d'étoile 
lointaine). Les réseaux blazés sont des réseaux fonctionnant en ré- 
flexion et dont la conception permet de concentrer la lumière réflé- 
chie essentiellement sur un ordre particulier. On obtient cette pro- 
priété en juxtaposant une série de gradins réfléchissants inclinés ca- 
ractérisés par un certain angle de blaze. 


Si l'on veut éviter l'emploi d'un système optique de collimation (en 
entrée et en sortie), on utilisera des réseaux concaves. || s'agit de 
réseaux de motifs réflecteurs imprimés sur une calotte sphérique de 
rayon À. On montre que si l'on place une fente source sur un cercle 
tangent au réseau et de diamètre R (cercle de Rowland), alors tous 
les pics d'interférences se focalisent en différents points du cercle 


FIG. 3.9 : Principe du monochromateur. 


FIG. 310 : Réseau blazé. 
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FIG. 311 : Monochromateur à réseau 
concave (montage de Paschen-Runge). 


FIG. 3.12 : Cavité Fabry-Pérot 


TAB. 3.2 : Amplitude d'une onde après 
avoir subi quelques rélfexions. 


de Rowland. Il suffit alors de déplacer la fente le long du cercle de 
Rowland pour sélectionner la longueur d'onde désirée. 


Réseau concave 


Fente de sortie 


Fente d'entrée 


3.3 La cavité Fabry-Perot 


Description 


Une cavité Fabry-Pérot est une lame d'air d'épaisseur e formée par 
deux lames de verre à faces parallèles aux surfaces internes traitées. 
Le traitement consiste à augmenter le coefficient de réflexion des 
faces internes de la lame d'air, soit par métallisation, soit par le dé- 
pôt de plusieurs couches diélectriques. Typiquement, le coefficient 
de réflexion énergétique est supérieur à 90%. 


Yi Va Va Va LES 


On s'intéresse à la transmission de la lumière par cette cavité. On note 
t, le coefficient de transmission en amplitude à travers la premiére 
lame, t, Le coefficient de transmission à travers la seconde lameetr le 
coefficient de réflexion sur les parois réfléchissantes. Les amplitudes 
des premiers rayons sortants valent respectivement : 


nombre de réflexions | 0 2 4 6 … 2k 


amplitude | Atito Atitor? Atitort AtitorS  Atitor?f 


On voit que si r est petit, la première onde à sortir de la cavité est 
beaucoup plus intense que les autres, ce qui rend les interférences 
peu visibles tant Le contraste est faible. En revanche, lorsque r se rap- 
proche de 1, les rayons sortants ont des amplitudes comparables : il 
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faut donc tenir compte de tous les rayons pour calculer l'intensité ré- 
sultante ; à nouveau on est en présence d’un phénomène d'interférence 
à ondes multiples. 


Précisons que les coefficients de réflexion et transmission sont liés 
entre eux. Si l'on néglige le phénomène d'absorption, la conservation 
de l'énergie se traduit par 


2 


t 
r+nt?=1 et r+2 =1 
n 


où n est l'indice du milieu enfermé par la cavité Fabry-Pérot. Posons 
R=r?etT —t,t.. Les deux relations précédentes aboutissent à 


o 612 


Transmission de la cavité 


Cherchons à déterminer l'intensité du flux lumineux transmis par la 
cavité dans la direction 4. Comme on l'a vu au Chapitre 2, la divi- 
sion d'amplitude produite par une lame introduit, entre deux rayons 
consécutifs, un déphasage 


270 Si w,. est le déphasage qui accom- 
ou À avec ÿ = 2necos d pagne chaque réflexion, il faut écrire 
A = 4recos6;/À + 24%, Pour sim- 
Pour une lame d'air on anæ1et, #8. d'où Ag = 4recos6;/À. plifier, on suppose ici 4, = O[rl]. 


Utilisons la méthode complexe pour calculer l'onde résultante issue 
de la superposition des ondes : 


= Atit, et) + Atitor? eltwt-Ad)+ 
Atitort eilwi-248) & + Atitor2k eitwi-kAg) +. 


somme dans laquelle l'origine des temps est fixée de façon à ce que 
la phase de la première onde soit nulle. En factorisant par le premier 


terme et en posant 8 = r?, on obtient 4 : Rigoureusement, la somme est 
tronquée à cause de la taille finie de 

: i(wt) _iA$ 2 n—2iA@ k n—ikAg la cavité qui impose un nombre fini 
= Atitie (1 +xe +xe Fans La ) 2N de réflexions. Même en incidence 


à  - E : À normale où cet effet de taille ne joue 
On reconnaît une série géométrique de raison Æe-‘4Ÿ. Or, comme pas, c'est la longueur de cohérence fi- 


cette raison est de module inférieure à l'unité, La série converge“ : nie de la source qui limite Le nombre 
de rayons cohérents. On suppose ici 
; 1 que RN < 1 
D = Atit, et) ee 
— 1— Re-iA 5 : En pratique, la métallisation des 


surfaces de la cavité permet d'obte- 
Posons T = tt, et 1, = A4?/2 l'intensité du flux incident. L'intensité  nir un fort pouvoir réflecteur sensi- 


du flux transmis vaut blement indépendant de la longueur 
d'onde et de l'incidence. En revanche, 

2 2 l'absorption reste élevé (de l'ordre de 

I = 2 Y — Jo = I ( T ) 1 40 à 50 %). Inversement, le traitement 
1+R2 — 2R cos Ag 1—R/ 1+ D sin ?(A@/2) par multicouche diélectrique produit 

peu d'absorption mais le pouvoir ré- 

Lo , He Le : flecteur dépend fortement de la lon- 

En négligeant l'absorption? on a T = 1 — R, d'où le résultat : gueur d'onde et de l'inclinaison des 


rayons. 
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«1/16 
1 + 
HE —— R = 90% 
“le --- R=50% 
| à \ 
! \ 
à 6D172 > ei 
; ï 
x / \ 
D) L + > Ab 
2(p—1)r 2pT 
FIG. 3.13 : Transmission de la cavité Fabry-Pérot en fonction du déphasage. 
I, AR 
r= , avec m=—— |© (313) 
1+msin (Ad/2) (i—R) 


L'intensité est maximale à chaque fois que A est un multiple de 27. 
Les minima sont obtenus pour les multiples impairs de 7. Contrai- 
rement au réseau, les minima d'intensité ne sont pas nuls puisque 
Inn = 10/1 + m). Toutefois, si les surfaces présentent une haute 
réflectivité, on a m > 1 et le contraste est quasiment de 100% : 

Loax — Loin _ m 


Tax + Lin 24m. 


Ÿ= 


On voit clairement sur la FIG. 313 que les pics sont d'autant plus fins 
que le pouvoir de réflexion se rapproche de l'unité. On définit la 
finesse F d'une cavité Fabry-Pérot par le rapport 


Dar 


L— 
0D1,2 


(Q (314) 


avec 69,/, la largeur à mi-hauteur d'un pic d'interférence donnée 
par 
00 4 
. 2 1/2 - . 

1+msin ( ni lee soit pee 
où l'on a utilisé Le fait que 69,4, < 1 (ce qui suppose une grande 
réflectivité). Finalement, en reprenant l'expression de m, on trouve 
l'expression de la finesse : 


(315) 


Exemple 


Une cavité Fabry-Pérot de réflectivité À = 97%, présente une finesse 


DES 
0,03 


F =% = 100 


Les pics sont alors 100 fois plus fins que l'intervalle entre deux pics (dit 
intervalle spectral libre). 
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Interféromètre de Fabry-Pérot 


L'intensité transmise par la cavité Fabry-Pérot dépend du déphasage 
A Via la relation (313). IL y a différentes manières de faire varier 
A6. 


> On fixe l'épaisseur e et l'indice n de la cavité que l'on éclaire 
avec une source étendue. Les rayons incidents balayent tout 
un spectre d'incidence ce qui permet de faire varier Ag. Les 
rayons émergeants sont focalisés dans le plan focal d'une len- 
tille convergente. C'est le principe original de l'interféromètre 
de Fabry-Pérot. On obtient le même type de franges que celles 
de l'interféromêtre de Michelson en configuration «lame d'air»; 
la différence tient essentiellement dans la finesse des anneaux 
d'interférence. 

On peut aussi éclairer la cavité en incidence normale puis faire 
varier l'épaisseur e (en montant un des miroirs sur un transduc- 
teur piézoélectrique) ou l'indice n (par exemple en jouant sur 
la pression du milieu). C'est souvent cette configuration qui est 
choisie de nos jours (FIG. 314). 


Y 


À 


Fabry-Pérot A2 


| | + signal 
Source > 2 N—- >"0 
| | > déplacement [| 


L'interféromèêtre de Fabry-Pérot présente une résolution spectrale ex- 
ceptionnelle ce qui en fait un instrument de choix en spectroscopie 
haute résolution. Pour mettre en évidence ces qualités, calculons le 
pouvoir de résolution d’un interféromètre de Fabry-Pérot éclairé en 
incidence normale. Lorsque l'on fait varier ne, le signal capturé au 
foyer d'une lentille présente des pics à chaque fois que 


Ab=2pr Soit 2ne = p 


On observe alors une succession de pics. Si la source est polychroma- 
tique, chaque composante produit sa propre série de pics (FIG. 314). 
En vertu du principe de Rayleigh, deux pics sont résolus à condition 
que leur écart soit supérieur à la demi-largeur d'un pic, lequel est 
estimé par la largeur à mi-hauteur : 


A, — A, > Pi 
En incidence normale, Ag = (4rne)/X ce qui donne 


: Arne 
A2 


Aÿ,, — A6, (A2 — À) 


Le système permet donc de séparer deux radiations dont les lon- 
gueurs d'onde diffèrent de 


—2 


À 
(A9 — À) > Zrne 91/2 = OA nin 


"1 FIG. 314 : 
(= Pérot. 


Interféromèêtre de Fabry- 
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TAB. 3.3 : Résolution d'un Fabry-Pérot 
avec ne — 1cm et À = 0,5 um (p = 
40 000). 


où l'on a posé À = XX quantité qui diffère peu de À, et À à 
la limite de résolution. Sachant que 2ne + pÀ et 64,7, = 27/7, on 
trouve un pouvoir de résolution 


Le pouvoir de résolution est aussi appelé facteur de qualité Q par ana- 
logie avec la physique des résonateurs (une cavité Fabry-Pérot est un 
résonateur optique). Notez que la formule (316) donne un pouvoir de 
résolution théorique. En pratique, la résolution est limitée par d'autres 
facteurs : défaut de parallélisme, rugosité des surfaces réfléchissantes, 
absorption du gaz, etc. 


Réflexivité 0,9 0,95 0,99 

Finesse 30 61 313 

Pouvoir de résolution (x106) 1,2 2,4 12,5 
8 min 400 fm | 200fm | 40 fm 


Comme on peut Le voir (TAB. 33), Le pouvoir de résolution est phéno- 
ménal. Cette qualité a cependant un revers. En effet, par définition, 
le nombre de raies que l'on peut résoudre entre deux pics d'ordre 
p et p + 1 est égal à la finesse F, ce qui correspond à une étroite 
fenêtre spectrale (F6X,,.) qu'on appelle intervalle spectral libre. Par 
conséquent, le Fabry-Pérot est un spectromètre aux performances ex- 
ceptionnelles tant que Le spectre à étudier est peu étendu sans quoi 
les différents ordre se mélangent (comme dans un réseau de diffrac- 
tion). 


Cavité optique résonante 


On a vu précédemment que la transmission est maximale à chaque 
fois que Ag — 2pr ce qui, en incidence normale, donne la condi- 
tion : 


À 
Len=?. 


Condition qui rappelle la condition de résonance d'une onde station- 
naire dans une cavité. La coïncidence n'est pas fortuite ici puisqu'il 
s'agit bien d'une cavité dans laquelle deux ondes lumineuses inter- 
férent à contre courant pour donner une onde stationnaire. Lorsque 
la «largeur optique » de la cavité est un multiple entier de la demi- 
longueur d'onde, on dit que la cavité est accordée ou qu'elle est ré- 
sonante : les ventres de champ électromagnétique deviennent extrê- 
mement intenses à l'instar du champ de pression dans un tube de 
Kundt résonant. 


Les lasers utilisent des cavités optiques de Fabry-Pérot dont les sur- 
faces sont légèrement courbées pour des questions de stabilité op- 
tique. Ces cavités transmettent essentiellement les ondes de lon- 
gueur d'onde 
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Si La cavité contient un milieu actif amplifiant certaines radiations 
comprises dans une certaine fenêtre spectrale et si certains modes 
de la cavité (les radiations résonantes de longueur d'onde 1) font 
parti de cette fenêtre, alors l'ensemble «cavité-milieu actif» va se 
comporter comme un amplificateur optique produisant un ensemble 
de raies très fines. C'est cette propriété qui donne aux lasers une très 


grande cohérence spectrale [6]. [6] : ROUSSEL (2015), Introduction à la 
physique du laser 


THÉORIE DE LA DIFFRACTION 


Ce phénomène d'éparpillement des ondes par Les bords que l'on ap- 4-1 Principe d'Huygens-Fresnel 47 
pelle diffraction, concerne aussi bien les ondes électromagnétiques Phénomène de diffraction 47 


que les ondes mécaniques (ondes sonores, ondes à la surface de M Re 
| : L . se Principe d'Huygens-Fresnel 49 
l'eau .….). Bien que découvert au XVII® siècle pour la lumière, il fau- Fe 
; ; É _ Justification . ....... 50 
dra attendre les travaux minutieux de Fresnel au début du XIX® siècle : . 
: = Du. … Fe 4.2 Diffraction de Fresnel .. 52 
pour obtenir une première théorie quantitative, la théorie d'Huygens- : | 
F Diffraction par un trou le 
FES long de l'axe ....... 52 
_ a " Diffraction par un trou hors 
Au XVIIIS siècle, l'idée défendue par Newton selon laquelle la lumière de le 54 


serait constituée de corpuscules plus ou moins déviés par des forces 
agissant aux Voisinages des obstacles, est assez répandue dans la 
communauté scientifique. IL faut dire que le phénomène d'aberra- 
tion des étoiles (découvert par Bradley en 1729) se prête assez bien à 
une explication balistique. Et quand au début du XIX® siècle, Thomas 
Young apportent des éléments en faveur d'une description ondula- 
toire de la lumière, nombreux encore sont les tenants de la théorie 
corpusculaire qui restent sur leur position. C'est véritablement Fres- 
nel qui, à travers sa théorie de La diffraction, apportera une pièce 
majeure à cette nouvelle théorie de La lumière en train de naître. Ce 
chapitre en expose les concepts. 


Tache de Poisson-Arago . 56 


Version en ligne 


https://femto-physique.fr/optique/ 
diffraction-de-fresnel.php 
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Phénomène de diffraction 


Le terme diffraction apparaît la première fois dans l'ouvrage du père 

jésuite Grimaldi!, intitulée Physico-Mathesis de Lumine, Coloribus et 1 : Francesco Maria Grimaldi (1618- 
Iride et publiée à titre posthume en 1665. Grimaldi constate qu'au 1663), est un astronome et physicien 
contour des obstacles ou au bord d'un trou la lumière subit un épar- a Re 
pillement, qui ne peut pas s'expliquer par les lois de l'optique géomé-  Gision telle qu'elle est encore utilisée 
trique, et appelle ce phénomène, diffraction. Ses expériences consistent de nos jours. 

à réaliser un petit trou dans un de ses volets laissant passer ainsi un 

faisceau conique de lumière blanche, puis à présenter dans le trajet 

un obstacle opaque. En observant l'ombre projeté sur un écran placé 

plus loin, il remarque : 


+ la présence de franges colorées qui bordent le coté extérieur 
de l'ombre géométrique; 
> l'existence de franges colorées situées dans l'ombre géométrique; 
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F1G. 41 : Diffraction par une bille. Notez 
l'existence de franges équidistantes 
dans la zone d'ombre, de franges non 
équidistantes en dehors, ainsi que 
d'une tache centrale, la tache de Pois- 
son.©Doc. Institut d'Optique. 


FIG. 4.2 : Construction d'Huygens rela- 
tive à la réfraction. Voir simulation sur 
https://femto-physique.fr. 


+ qu'en choisissant comme obstacle un écran percé d'un petit 
trou, la tache lumineuse captée sur l'écran est plus large que 
ne le prévoit les lois de l'optique géométrique, ceci d'autant 
plus que le trou est petit. 


L'étude de ces phénomènes demande beaucoup de soin. De nos jours, 
leur observation est grandement facilitée grâce à la démocratisation 
des lasers, sources d'une grande cohérence temporelle et spatiale 
(FIG. 41). 


Principe d'Huygens 


En 1690, Christian Huygens présente dans son Traité de la lumière, 
une description ondulatoire de la lumière. IL propose le principe sui- 
vant: 


À partir de ce principe, Huygens justifie Les lois de l'optique géomé- 
trique. Il retrouve la loi des sinus relative à la réfraction 
Siniy 

et interprète l'indice de réfraction comme l'inverse de la vitesse de 
propagation. À l'instar de Fermat avec son principe de moindre temps 
[7], Huygens conclut que la lumière se propage moins vite dans les 
milieux réfringents. IL faudra attendre 1849 pour confirmer ce résul- 
tat. 


Huygens n'aborde pas la diffraction dans son ouvrage bien qu'il ait eu 
connaissance des travaux de Grimaldi. Peut-être a-t-il pris conscience 
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que sa théorie ne permettait pas d'expliquer complètement le phé- 
nomèêne. En effet, la construction d'Huygens permet de comprendre 
comment la lumière peut s'accumuler derrière un obstacle, mais sa 
théorie souffre de deux inconvénients majeurs. 


1. Elle ne permet pas d'accéder à l'intensité lumineuse, mais juste 
au front d'onde vue comme enveloppe des ondelettes. 

2. De surcroît elle ne fait pas intervenir la longueur d'onde. D'ailleurs 
Huygens voit la lumière plus comme des ondes de choc que 
comme une vibration. Aussi, la forme de la surface d'onde obte- 
nue par la construction d'Huygens derrière un obstacle est-elle 
identique quelle que soit la taille de l'obstacle, ce que contre- 
disent clairement les faits. 


L'époque d'Huygens est largement dominée par une vision mécaniste 
du monde. Newton, à la fin de son ouvrage Optiks (1704), évoque l'hy- 
pothèse que la lumière soit une pluie de particules subissant des 
forces lors de la rencontre avec un milieu matériel. Cette théorie ba- 
listique aura une grande influence sur les physiciens du XVIIsiècle. 
Ainsi, les idées d'Huygens restèrent inexploitées pendant plus d'un 
siècle. Il faudra attendre les travaux de Fresnel pour donner au prin- 
cipe d'Huygens un caractère prédictif en très bon accord avec la réa- 
lité. 


Principe d'Huygens-Fresnel 


En 1817, Afin de trancher la question de la nature de la lumière, l'Aca- 
démie des Sciences de Paris lance un concours sur Le thême de la 
diffraction de la lumière. Augustin Fresnel, un jeune polytechnicien, 
dépose in extremis un mémoire issu d'expériences et de réflexions 
qu'il mêne depuis 1815. Dans ce travail, Fresnel démonte les diffé- 
rents arguments des tenants de la théorie balistique. Fresnel montre 
notamment : 


* que les franges de diffraction ne dessinent pas des lignes droites; 

* que les franges de diffraction formées dans l'ombre de l'obs- 
tacle disparaissent quand on masque un des bords; 

+ qu'ilest possible de produire des franges d'interférence en croi- 
sant des rayons réfléchis (miroirs de Fresnel). 


Ces observations, dont certaines avaient déjà été relevées par Young 
quelques années plus tôt, contredisent clairement la théorie balis- 
tique. Adoptant un point de vue ondulatoire, il reprend le principe 
d'Huygens et introduit Le concept d'interférence d'Young ce qui lui 
permet de calculer le champ diffracté de manière remarquablement 
juste. Plus précisément, Fresnel découpe le front d'onde en éléments 
de surface dS agissant comme des sources secondaires et émettant 
des ondes sphériques harmoniques, de la forme 

À aitut-k) avec k= 27 

T À 
Fresnel suppose que ces ondelettes vibrent de façon synchrone et 
en phase avec l'onde directe, leur amplitude À étant proportionnelle 
à dS. Ces ondelettes, en nombre infini, se superposent -c'est-à-dire 
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2 : Sommerfeld a résolu le problème 
de la diffraction d'une onde plane par 
un plan semi-infini opaque et conduc- 
teur. 


interfèrent- au point M où l'on calcule l'onde résultante. Là où Huy- 
gens considérait seulement l'enveloppe des ondelettes, Fresnel ob- 
tient l'onde diffractée par un calcul d'une somme intégrale d'onde- 
lettes. 


Principe d'Huygens-Fresnel 


Tout point P atteint par la lumière issue d’une source primaire, 
peut être considéré comme une source secondaire émettant une 
onde sphérique. L'état vibratoire de cette source secondaire est 
proportionnel à celui de l'onde incidente en P et à l'élément de 
surface dS entourant le point P. Les vibrations issues des diffée- 
rentes sources secondaires interfèrent entre elles. Si (M) désigne 
l'amplitude complexe de l'onde produite en M et (P) l'état vibra- 
toire de la source secondaire situéeenPona 
—ikr 
er 


d(M) = ÎL. dy avec dd = Kwy(P) 


T 


où r — PM et K est une constante homogène à l'inverse d'une 
distance. 


La constante de proportionnalité K est en réalité fonction de la di- 
rection 4 dans laquelle l'onde est émise : Fresnel ne précise pas l'ex- 
pression de X(8) mais admet que l'ondelette ne perturbe pas le front 
d'onde d'où elle est émise (K = 0 pour 4 = x/2). Par ailleurs, Fresnel 
se place dans les conditions paraxiales de sorte que les angles de 
diffraction restent suffisamment proches de zéro pour pouvoir consi- 
dérer K comme une constante. 


À partir de ce principe, Fresnel est capable de prédire avec précision 
la position et la taille des franges de diffraction produites par diffé- 
rents obstacles. Son mémoire est un véritable traité d'optique ondu- 
latoire d’une qualité remarquable ce qui lui vaut de remporter Le prix 
de l'Académie en 1819. 


Justification du principe d'Huygens-Fresnel 


(Cette partie peut être omise lors d'une première lecture.) 


La lumière étant une onde électromagnétique, le phénomène de dif- 
fraction relève de la théorie électromagnétique de Maxwell. C'est Ar- 
nold Sommerfeld qui, le premier, effectua un calcul exact de diffrac- 
tion? dans la cadre de la théorie de Maxwell. Hélas, en général, les 
calculs sont vite insurmontables, et seul un petit nombre de cas est 
parfaitement résolu. 


A côté, la formulation d'Huygens-Fresnel est beaucoup plus simple et 
relativement efficace. Toutefois, pour donner du crédit à cette formu- 
lation il est légitime d'essayer de la justifier à partir de la théorie de 
Maxwell. C'est Kirchhoff qui proposa en 1882 une telle explication. 


La méthode de Kirchhoff consiste à partir de l'équation d'onde vé- 
rifiée par une composante du champ électromagnétique que nous 


41 Principe d'Huygens-Fresnel | 51 


noterons #(M, t) : 


1 d’y(M,t) 
ce qui mêne, si l'on se restreint à l'étude des ondes monochroma- 
tiques de la forme (en notation complexe) #(M,t) = 4(M) ef“, à 
l'équation de Helmholtz : 


Ay(M) + ky(M) =0 avec k= : 
À partir de cette relation et des théorèmes mathématiques relatifs 
à l'intégration, il est possible de calculer le champ électrique en un 
point M, si l'on connait sa valeur en tout point d'une surface l'entou- 
rant. Plus précisément, si l'on considère un écran opaque infini dans 
lequel est percé une ouverture (S), alors Le champ en un point M 
s'écrit 


—ikr _ | 
ÿ(M) = F ÎL. É r Vy(P)—#(P) V(e-{#"/r)| dSn avec r = MP 


(41) 
Dans l'intégrale, P parcourt la surface de l'ouverture et ri désigne le 
vecteur unitaire normal à (S) et orienté vers la gauche. La relation (41) 
constitue le théorème de Helmholtz-Kirchhoff. D'après ce théorème, 


écran opaque 


FIG. 4.3 : Paramétrisation du problème 
de diffraction. Les surfaces d'onde 


| ouverture (S) sont représentées en bleu. 


on peut calculer Le champ électrique en M si l'on connait sa valeur et 
son gradient en tout point de l'ouverture diffractante. Plaçons-nous 
dans le cas où l'écran opaque est plan et définissons l'axe Oz per- 
pendiculaire au plan, de sorte que ñ = —u; (FIG. 4.3). Dans la relation 
(41), le premier terme de l'intégrale s'écrit 


et le second terme vaut 


MP = PTE er = wP) (TÉED) e-itr cos 


Pour simplifier, supposons une onde incidente plane arrivant en in- 
cidence normale. À partir de là, procédons à deux approximations. 


1. l'onde incidente est peu modifiée au niveau de l'ouverture dif- 
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fractante. 


| Ô 
fapete = Ep) = tu) 


v CE 


incident 


2. le point M est placé à une distance r grande devant la longueur 
d'onde de sorte que kr > 1. 


Dans ce contexte, on aboutit à l'approximation suivante : 


w(M) = x JL. (HS) pas (42) 


On retrouve la formulation d'Huygens-Fresnel avec, en prime, l'ex- 
pression du facteur K qui se révèle non constant. On trouve 


i l+cosé 


Fri à 


L'émission des ondelettes n'est donc pas isotrope : elle est maximum 
quand 8 = 0 et décroit quand |8} croït comme l'avait suggéré Fresnel. 
En revanche, contrairement à ce que pensait Fresnel, les ondelettes 
secondaires vibrent en quadrature de phase avec l'onde incidente 
puisque K est imaginaire pure. Cependant, cet aspect n'a aucune im- 
portance si l'on ne s'intéresse qu'à la répartition de l'intensité lumi- 
neuse. 


Finalement on retiendra que la formule d'Huygens-Fresnel est une 
bonne approximation à condition de supposer que l'onde incidente 
est peu perturbée par les bords de l'ouverture (ce qui suppose que 
l'ouverture soit grande devant À) et que l’on se place à des distances 
d'observation grandes devant À. Si en plus on s'impose des condi- 
tions paraxiales, on a 4 petit d'où X + i/A = CE. Ces conditions sont 
en général réunies en optique. 


4.2 Diffraction de Fresnel 


Diffraction par un trou le long de l'axe 


Cherchons l'intensité de l'onde diffractée par une pupille circulaire 
éclairée par une onde plane, et intéressons-nous plus particulière- 
ment au champ diffracté le long de l'axe de la pupille. Considérons 
un écran opaque percé d'un trou circulaire de diamêtre 2a éclairé par 
une onde plane monochromatique en incidence normale. 


L'obstacle est placé dans le plan z — 0 de sorte que l'état ondulatoire 
de l'onde dans le plan z — 0* est donné par 


se = Sip <a 


0 sinon 


En l'absence d'obstacle, l'onde incidente présente une intensité uni- 
forme 1, = 51ol?. En vertu du principe d'Huygens-Fresnel, l'onde 


4.2 Diffraction de Fresnel 


diffractée en M s'écrit 


e—ikr 27 a e—ik /p2+22 
w(M) = |] K Y(P) 45 = Ko | Î  pdpdô 
(S) p=0 


r g=0 


où l'on a choisi Le système polaire (9,8) pour repérer le point P. Le 
calcul de l'intégrale double se découple en un produit de deux inté- 
grales simples (théorème de Fubini) : 


a Q—ik VF? 
p=0 V a + 


Finalement, l'amplitude complexe du champ diffracté en M vaut 


a 


d(M) = KYŸ9 27 pdp = Ko 27 re Avr] 


0 


i27r K LL /aT SE _ Re 
p(M) = Fe [Poe tva +2 — 9e k | 


Si l'on utilise la valeur du facteur d'inclinaison K donnée par la théo- 
rie de Fresnel-Kirchhoff, soit K — + ici, on trouve 


y(M) _ ee . Las (4.3) 


Résultat qui s'interprête simplement : Le premier terme correspond 
à l'onde incidente (en e’(“t-Kz)), et Le deuxième à une onde issue 
du bord du trou, émis avec un retard de x (du fait de la présence du 
signe —) et parcourant un chemin optique égal à Va? + 22. Un résultat 
inattendu est que l'onde déviée par le bord présente en M la même 
amplitude que l'onde incidente. En conséquence, cette superposition 
peut produire des interférences complètement destructives. En effet, 
le calcul de l'intensité lumineuse en M, donne 


I1= un" = 21, [1— cos (kV2? + a? ke)| (4.4) 


Le graphe de l'intensité en fonction de 2 (FIG. 4.5) montre clairement 
l'existence de minima nuls résultant de l'interférence destructive entre 
l'onde incidente et l'onde diffractée par les bords. Les minima véri- 
fient la condition 


Vz?+a2—-z=pÀ avec pe N* 


Comme on le voit, ces modulations d'intensité apparaissent lorsque 
l'on est proche de l'obstacle diffractant et leur nombre est de l'ordre 
de a/À. Ces modulations rapides d'intensité sont caractéristiques de 


FIG. 4.4 : Position du problème. 
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Équation (44) Équation (4.5) 
41 & À AÏE = 
TL : Lo — 
0 50 100 150 200 0 50 100 150 200 
z/} z/} 
FIG. 4.5 : Intensité de la lumière diffractée Le Long de l'axe d’une pupille circulaire de rayon a = 10. 


[8] : DuBRA et al. (1999), «Diffracted 
field by an arbitrary aperture » 


la diffraction en champ proche. En revanche, lorsque 


Va+a—z< à soit z> dr 

2 À 
L'intensité lumineuse décroït de façon monotone jusqu'à s'annuler à 
l'infini. Plus précisément, l'intensité décroît comme 1/22? lorsque z > 
QUE, Cette diminution d'intensité Le long de l'axe est directement 
liée à une dispersion angulaire de l'énergie lumineuse; c'est une des 
caractéristiques de la diffraction en champ lointain, et qui fait l'objet 
du chapitre suivant. 


Le calcul précédent suppose un facteur d'inclinaison ÆX constant. En 
réalité comme on l'a déjà vu, l'émission des ondelettes sphériques 
n'est pas isotrope. Lorsque l'on tient compte de cet effet, on trouve 
la relation [8] 


2 


Z 23 
— J 2 DE > 
T=i;|is  - ae cos (x V2 + a + a k2))] (4.5) 


On retrouve les modulations d'intensité, mais leur amplitude décroît 
lorsque z — 0. Ainsi ? — 1, quand on se rapproche du plan de la 


pupille circulaire, conformément à l'hypothèse selon laquelle l'onde 
incidente n'est pas perturbée dans Le plan z = 0. 


Diffraction par un trou hors de l'axe 


Le calcul du champ diffracté par une ouverture circulaire en un point 
M situé hors de l'axe présente plus de difficultés que le calcul précé- 
dent. Tout d'abord, la symétrie cylindrique du problème invite à re- 
pérer le point M par ses coordonnées cylindriques (p’,8’,2). Comme 
précédemment, on repère le point P par ses coordonnées polaires 
(p, 6). 


D'après la formule de Fresnel, le champ diffracté s'écrit 


Æi La 


w(M) = fx 56) ET às 


avec r=PM= (p? + 22 + pe — 2pp! cos(@’ — 8))1/2 
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L'invariance par rotation d'axe Oz entraîne une indépendance de l'onde 
avec 0’. Par conséquent, on peut choisir 4’ = 0. On obtient 


e—ikVe?+2? +p/?—2ppl cos 0 


Y(M) = gi [7 [ ï pdpd 
ph 


p? + 22 + p'? — 2pp' cos 6 


Nous n'entrerons pas dans le détail de ce calcul trop technique par 
rapport à notre propos, et l'on renvoie Le lecteur aux références [9] et 
[8] pour plus d'informations. Intéressons nous plutôt aux propriétés 


/ 


= sensible < à 


2 


R = 50 À - sensibilité x 4.0 R = 30 À - sensibilité x 11.1 R= 15 À - sensibilité x 44.4 


FIG. 4.6 : Paramétrisation du problème. 


R = 10 À - sensibilité x 100.0 


FIG. 4.7 : Intensité reçue sur un capteur situé à z = 1000 d'une pupille diffractante de rayon R (simulation). La sensibilité est 
fixée de sorte le nombre de photons captés reste constant. Le cercle blanc indique les bords de l'image géométrique. 


du champ diffracté obtenu en résolvant numériquement l'intégrale 
précédente. La FIG. 4.7 montre l'évolution de l'intensité reçue par un 
capteur situé à z — 1000 À de la pupille dont le rayon varie entre 10 
et 901. On peut faire les observations suivantes. 


- Pour les grands diamètres, la tache est assez proche de ce que 
prévoient les lois de l'optique géométrique, à ceci près que des 
anneaux sombres apparaissent. 

- Lorsque le diamètre diminue, le nombre d'anneaux sombres 
dans l'image géométrique diminue. On peut noter que la di- 
mension latérale de la tache lumineuse est minimale lorsque 
z & a?/X (ici pour un rayon de 30 À). La diffraction en champ 
proche produit un léger effet focalisant; effet en cohérence avec 
le fait que l'intensité lumineuse est maximale au centre lorsque 
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3 : Précisons que le jury chargé de 
remettre le prix de l'Académie des 
Sciences est constitué de trois new- 
toniens convaincus : Pierre-Simon La- 
place (dit Le « Newton français »), Jean- 
Baptiste Biot (l'inventeur de la polari- 
métrie) et Siméon Poisson. 


4: En réalité, en tenant compte du fac- 
teur d'obliquité, on trouve I = 1,/(1+ 
a2/2?). 


2 a2/X (FIG. 45). 

Enfin, une diminution supplémentaire du diamêtre de la pupille 
entraîne une augmentation de la dimension de la tache lumi- 
neuse, laquelle dépasse la taille prévue par Les lois de l'optique 
géométrique. Nous verrons dans le chapitre suivant que pour 
les petits objets diffractants (a <« Az) ou, ce qui est équi- 
valent, pour les grandes distances d'observations (2 > a?/)), 
la tache de diffraction s'élargit proportionnellement à z entra- 
nant du même coup une décroissance de l'intensité en 1/22. 


Y 


Tache de Poisson-Arago 


Lorsqu'en 1818 Augustin Fresnel présente ses travaux à l'Académie 
des Sciences de Paris, il laisse certains scientifiques sceptiques?. L'un 
d'entre eux, Siméon Poisson, remarque que sa formule prévoit l'exis- 
tence d'une concentration de lumière derrière un obstacle circulaire, 
au centre de l'ombre géométrique. En effet, toutes les ondelettes ar- 
rivent nécessairement en phase au centre de l'ombre, entraînant une 
accumulation de lumiëre. 


Détaillons le calcul de Poisson. Considérons un disque opaque de 
diamètre 2a éclairée par une onde plane en incidence normale. La re- 
lation d'Huygens-Fresnel permet assez facilement de calculer la dis- 
tribution de l'intensité lumineuse derrière le disque (dans l'ombre 
géométrique) en tout point de l'axe du disque. On a 


W(M) = x ff. y) dS avec w(P) = {e sd 


r 0 sinon 


Comme on le voit, l'état ondulatoire #(P) est complémentaire de celui 
pour un trou : 


DS (P) + go (P) = Yo ÿP 


Notons ps (M) et 4% (M) Les ondes diffractées respectivement 
par un disque et un trou. On a 


DIRE CM) + DM) = yet # 


En effet, lorsque l'on superpose les deux obstacles complémentaires 
tout se passe comme s’il n'y avait pas d'écran diffractant. Par consé- 
quent, l'amplitude diffractée par un disque de diamêtre d le long de 
son axe, s'obtient à partir de la relation (43). 


ps (M) _ Ye fa2+22 

d'où il découle une intensité 
1 : 2 
I(M) = 5 pytisauel =. 
Quel que soit l'endroit ou l'on place l'écran, on doit observer une 
tache centrale d'intensité constante“ égale à l'intensité du faisceau 
incident. Ce résultat semblait tellement absurde pour Poisson que 
ça invalidait -selon lui- la théorie de Fresnel. Arago, un membre de 
l'Académie enthousiaste par les idées de Fresnel, fit l'expérience et 
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confirma la prévision de Fresnel : il y a effectivement une tache lu- 
mineuse au centre de l'ombre géométrique, appelé depuis tâche de 
Poisson-Arago (FIG. 41). 


Cette confirmation sera décisive dans Le succès de la théorie de Fres- 
nel et plus généralement dans la reconnaissance de la nature ondu- 
latoire de la lumière. La théorie corpusculaire vit alors ces dernières 
heures. Le coup de grâce sera rendu en 1849 quand Léon Foucault 
et Hippolyte Fizeau mesurêrent indépendamment la vitesse de La lu- 
mière dans l'eau. En montrant que la lumière s'y propage moins vite 
que dans l'air, ils confirmèrent une fois de plus la théorie ondula- 
toire. 


DIFFRACTION DE FRAUNHOFER 


Ce chapitre s'intéresse à la diffraction en champ lointain, dite dif- 
fraction de Fraunhofer. Après quelques précisions sur ses conditions 
d'observation, nous montrons comment elle joue un rôle dans la for- 
mation des images par un système stigmatique. Enfin, nous voyons 
comment la prise en compte de la diffraction modifie les résultats du 
Chapitre 3 sur les réseaux de diffraction. 


Version en ligne 


https://femto-physique.fr/optique/ 
diffraction-de-fraunhofer.php 
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Approximation de Fraunhofer 


Éclairons une pupille diffractante par une onde plane en incidence 
normale, puis observons la lumière diffractée sur un écran. À par- 
tir d'une certaine distance, la figure de diffraction présente un motif 
unique qui se contente de se dilater au fur et à mesure qu'on éloigne 
l'écran d'observation. C'est ce type de diffraction que l'on appelle dif- 
fraction de Fraunhofer. 


Plaçons-nous dans le contexte du chapitre précédent: une onde plane 
en incidence normale arrive sur une pupille plane diffractante (S) pla- 
cée en z = 0. On observe la répartition de l'intensité lumineuse sur 
un écran plan placé à la distance z de l'obstacle. Les notations sont 
les mêmes : P(x,y,0) repère un point de la pupille diffractante, et 
M(x’,y',2) un point de l'écran d'observation. 


L'approximation de Fraunhofer consiste à se placer dans l'approxima- 
tion paraxiale (x’,y” & z) et en champ lointain (z > x, y). Reprenons 
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FIG. 51 : Paramétrisation du problème 


de diffraction en champ lointain. 
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l'expression de l'onde diffractée prévue par la théorie d'Huygens-Fresnel: 


i eikr 
M) = à 7 #(P) dxdy avec r =PM 
(S) d 


expression dans laquelle Le facteur d'obliquité est pris égal à 1 car 
les rayons issus de P et arrivant en M sont peu inclinés par rapport à 
l'axe (Oz). Repérons Le point M à l'aide des deux angles 0, et ê,, que 
forme (OM) avec l'axe (Oz) (FIG. 51) : 


/ / 


T — 
OM y OM 


sin @, = 


Comme l'observation se fait à grande distance, r varie peu quand P 
parcourt le domaine d'intégration, de sorte que l'on peut approcher 
1/r par 1/0M. En revanche, pour le terme de phase kr il faut être plus 
précis, car lorsque P parcourt la surface diffractante, il suffit que la 
distance r varie de À/2 pour que le terme e-**" change de signe. On 
a 

t=PM=OM-OP d'où r? + OM° — 20M . OP + OP° 


Utilisons l'approximation V1 —e æ 1 —e/2, puis gardons seulement 
les termes d'ordre un en x et y. On aboutit à 


— — 


r OM TE = OM—xsin0, — ysind, 


l'onde diffractée en champ lointain s'écrit donc 


e kom 
Y(M) —— an ÎL. y(P eik(æ sin 0 +ysine,) drdy () (51) 


Une fois ce calcul effectué, on obtient l'intensité lumineuse en pre- 
nant le carré du module de (M). En pratique, on s'intéresse aux va- 
riations d'intensité dans Le plan d'observation. C'est pourquoi, on se 
contente souvent de calculer l'intégrale de l'équation (51) puisque le 
terme multiplicateur est constant en module (1/0M = 1/2): 


2 
) eik(x sin, +ysin0,) drdy (52) 


Cette dernière relation montre que la répartition de l'intensité dé- 
pend de la position de M via uniquement les variables sin 4, et sin 6. 
En d'autres termes, on a 


I(x',y,2) x f(x" /2,y/2) 


ce qui signifie que lorsque z augmente d'un certain facteur (on recule 
le capteur), le motif de diffraction subit une dilatation de ce même 
facteur. Finalement, si on oublie un instant le fait que l'intensité di- 
minue au fur et à mesure que l'on s'éloigne de la pupille diffractante, 
la tache de diffraction conserve sa forme au facteur de dilatation 
prés. 
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Conditions expérimentales 


Le montage le plus simple consiste à placer une source ponctuelle 
au foyer d'une lentille mince de façon à former une onde plane. On 
interpose ensuite la pupille diffractante à étudier, puis on recueille La 
lumière diffractée sur un écran placé suffisamment loin. On cherche 
ici à préciser ce dernier point. 


pupille diffractante 


point 
source 


2% a?/X 


Reprenons le raisonnement de la section précédente : 


OP? — 20M : OP 


F=PM=OM—OP soit r= om fr + 5 
OM 


L'approximation de Fraunhofer consiste à négliger l'influence du terme 
quadratique dans e‘*”, ce qui suppose 

OP* 

— «À VPE(S 

TT e(s) 
Dans les conditions paraxiales on a OM = z, et si l'on note a la taille 
caractéristique de la pupille diffractante, l'approximation de Fraun- 
hofer est valide à condition que 


a2 


de — Q (5.3) 


Finalement, on peut séparer le champ de diffraction en trois zones, 
chaque zone correspondant à un niveau d'approximation différent 
(TAB. 51). 


a? 
23 etz> — 
Fraunhofer 


z > À 
Huygens-Fresnel 


Distance pupille-écran z rw À 


Théorie valide 


Maxwell 


En pratique, il faut placer l'écran de diffraction assez loin pour que 
l'approximation de Fraunhofer soit valide. En lumière rouge (1 < 1 um), 


on trouve 
poura=1cm — z>100m 


pour a =1mm = 2>51m 
pour a=100um — 2% 1cm 


Cette contrainte s'accompagne d'une baisse de luminosité du phéno- 
mène. En effet, d'après la relation (51), l'intensité au centre de l'écran 


est donnée par 
2 


A 
T(0, 0, 2) —= x 2 lo <& L 


où 1, est l'intensité de la lumière incidente et .4 l'aire de la pupille 
diffractante. Par exemple, pour un trou de rayon a = 1 mm, on choi- 
sira z + 10m, et l'intensité au centre de l'écran sera de l'ordre de 


FIG. 5.2 : Observation de la diffraction 
dans le cadre de l'approximation de 
Fraunhofer. 


TAB. 51 : Les différents niveaux d’ap- 
proximation. 
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FIG. 5.3 : Dispositif d'observation de la 
diffraction de Fraunhofer. 


1: On peut démontrer ce résultat à 
l'aide de la formule d'Huygens-Fresnel 


I = 1,/100. La faible luminosité du phénomène impose souvent l'uti- 
lisation d'un laser. 


pupille diffractante 


point 
source 


Une autre méthode d'observation consiste à interposer entre la pu- 
pille diffractante et l'écran, une lentille convergente, puis à placer 
l'écran dans le plan focal image de la lentille. Ce montage présente 
l'avantage d’être plus intense et moins encombrant que la première 
méthode. Les rayons qui se croisent dans le plan focal sont issus 
de rayons diffractés parallèles entre eux, c'est-à-dire des rayons qui 
se couperaient à l'infini en l'absence de lentille. Par conséquent, les 
conditions de Fraunhofer sont de facto remplies. Les relations de pas- 
sage entre (x’,y") et (0,,0,,) sont, dans l'approximation paraxiale (pe- 
tits angles) : 


/ / 


: Ha ; y 
sind, =— et sing, =*+— 
F ne 
avec f’ la distance focale image de la lentille convergente. Ainsi, avec 
ce montage, la répartition de l'intensité lumineuse est donnée par 


1 
I(z’,y',L+ f") = 72 #72 


2 
2 F2 I] Y(P) eék(ez+u)/f drdy (5.4) 
NF Ts 


Cette relation a le mérite d'être exacte!. Notez que la distance L entre 
la pupille diffractante et la lentille ne joue aucun rôle sur la tache de 
diffraction observée dans le plan focal. 


En résumé 


L'approximation de Fraunhofer consiste à se placer dans l'approxi- 
mation paraxiale (9,,9, 1) et en champ lointain (z > a?/\). 


TI °Y 


Dans ce cadre, l'intensité de la lumière diffractée vaut 


2 
27 


Îl D(P) eik(æ sin0,+ysin0.,) dxdy avec k = — 
(S) . 


1 
IM SES 


Cette dernière relation devient exacte si l’on observe la lumière 
dans le plan focal d’une lentille. Il suffit de remplacer z par la 
distance focale image f”. 


Diffraction par une pupille rectangulaire 


Considérons une pupille rectangulaire de largeur 2a suivant (Ox) et 
de longueur 2b suivant (Oy). Envoyons une onde plane en incidence 
normale sur la pupille diffractante. L'état vibratoire dans Le plan de 
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FIG. 5.4 : Pupille rectangulaire. 


la pupille rectangulaire s'écrit 


y(P) = 


Yo Silzl <a et [y| <b 
0 sinon. 


où +, est une amplitude constante. L'onde diffractée à l'infini dans la 
direction donnée par 0, et 4, s'écrit donc 


w(8.,8,) = io EE ROM ? eik(usin8,) dy à eik(æsin 6) dx 
US. À OM J, ee 


relation qui fait intervenir l'intégrale 


To 1 | To | 
er dr Len] = 2r,SiNC(at,) 
. 1a 


—T9 


où l'on a défini la fonction sinus cardinal : sinc(x) + sinçe) (F1G. 5.5). 


sinc(æ) & Sin) [sinc(x)]2 

1 1 
0.8 
0.5 + — 0.6 |- 
0.4 |- 
0F 1 0.2! 

l L l L l 0 l L | L l 
—27 0 T 27 —27 0 T 27 
T T 


FIG. 5.5 : Graphes de la fonction sinus cardinal et de son carré. 


Ainsi, on obtient 


_., 4ab _;zom  : 2rasin0, \ . 2rbsin0, 
DB 0) = io ue sinc (EE) sinc (TS 


et l'intensité lumineuse vaut 


._ (2rasi __ [2rbsin6, \1” 
UN ME sine (ETS) sinc (=) (5.5) 


avec 1, l'intensité lumineuse Le long de l'axe optique (8, = 4, = 0). 


La FIG. 5.6 montre Le motif recueilli sur un écran situé dans la zone de 
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FIG. 5.6 : Pupille diffractante (à gauche) 
et tache de diffraction (à droite). Si- 
mulation réalisée pour À = 700nm, 
a = 0,56 mm, b = 3a et z = 7 m. 


2 : Rigoureusement, l'approximation 
de Fraunhofer n'est plus valide car 
max(a?,b?)/À — oo. Cependant, on 
peut montrer qu'en y’ = 0 on retrouve 
la formule de Fraunhofer si z > a?/À. 


Fraunhofer (: > max(a?,b?)/\). On peut voir qu'il existe des lignes 
d'intensité nulle correspondant à l'annulation de l’un des deux sinus 
cardinaux. Notez que la figure de diffraction présente une symétrie 
quadratique comme la pupille. Les éléments de symétrie de la pupille 
se retrouvent dans la figure de diffraction comme le veut le principe 
de Curie. 


pupille diffractante (2=0) diffractogramme (z = 7 m) 


Alors que l'optique géométrique prévoit une tache rectangulaire en 
vertu de la propagation rectiligne de la lumière, la prise en compte de 
la diffraction fait apparaître une tâche centrale de diffraction beau- 
coup plus large que l'image géométrique. En effet, la tache centrale 
est localisée dans un espace angulaire caractérisé par 
| À , À 
sin 4, — et (sing — 
| #1* 2a | v| < 2b 
Dans l'approximation paraxiale, on peut approcher sin 9, et sin @,, par 
respectivement x’/z et y’//z. Aussi la tache principale de diffraction 
est localisée dans la zone d'espace définie par 
Re 
HORS 4 — 2b 
Dans la zone de Fraunhofer (: > max(a?, b?)/)), on a nécessairement 
a > aetb > b. 


Si a diminue, le motif de diffraction s'élargit suivant (Ox’), et si b di- 
minue il s'élargit suivant (0y/). On peut montrer que la tache centrale 
concentre la majeure partie de l'éclairement lumineux (environ 80%). 
On observe également des «tâches satellites» beaucoup moins in- 
tenses (1 < 5% 1,,,) dont l'intensité décroît rapidement au fur et à 
mesure qu'on s'éloigne du centre. 


En conclusion, Le phénomène de diffraction de la lumière par une ou- 
verture rectangulaire est, dans l'approximation de Fraunhofer, d'au- 
tant plus prononcé que l'ouverture est étroite. Le motif de diffraction 
fait apparaître une tache centrale qui concentre l'essentiel de l'éner- 
gie lumineuse, et qui se situe dans un espace angulaire donné par 


; À . À 
[sin @,| < = et sing, | < = V) (5.6) 


Diffraction par une fente 


Le cas de la fente fine s'obtient en faisant tendre b vers l'infini2. En 
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vertu de ce que l'on a vu sur la pupille rectangulaire, on prévoit un 
éparpillement de la lumière selon (Ox’), et quasiment pas verticale- 
ment. Intéressons-nous donc à la répartition de l'intensité lumineuse 
en y’ = 0. En reprenant la formule (5.5), il vient 


2ra Sin 0 . 
1(0,,0, = 0) = as sine (Te) (57) 


On représente souvent cette distribution d'intensité en coordonnées 
polaires. On obtient alors l'indicatrice de diffraction d'une fente. Cette 
indicatrice fait apparaître un lobe principal de diffraction (la tache 
centrale) et des lobes secondaires d'intensités décroissantes (FIG. 
5.8). 


5.2 Formation des images 


Image d’un point source 


Considérons le montage classique de la projection d'un point source 
sur un écran à l'aide d'une lentille mince convergente L. Plaçons un 
diaphragme juste devant la lentille. En vertu des lois de l'optique 
géométrique, et en supposant la lentille exempte de tous défauts 
(chromatiques et géométriques), on s'attend à observer une image 
réelle ponctuelle À’ sur l'écran. Toutefois, on sait que la lumière qui 
arrive sur le diaphragme est diffractée de sorte que tous les rayons 
ne convergent pas en À. On peut légitimement se demander quelle 
est la répartition de l'intensité lumineuse lorsque l'on tient compte 
du phénomène de diffraction. 


FIG. 5.7 : Diffraction par une fente dans 
le plan z — 107X La simulation 
montre l'influence de la largeur sur le 
diffractogramme. 


FIG. 5.8 : Indicatrice de diffraction dans 
Le plan (xOz) pour 2a = 3x. 


Diaphragme Diaphragme 
| L Écran 
A 
\ = 
ke > 
d’ 


FIG. 5.9 : Équivalence des deux montages. 
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Pour cela, on peut toujours remplacer la lentille L par deux lentilles 
L. et L,, accolées, telles que À’ se situe dans le plan focal image de 
L, et À dans le plan focal objet de L, (FIG. 5.9). Dans ce cas, L, permet 
d'envoyer une onde plane en incidence normale sur le diaphragme et 
L, fait interférer tous les rayons émergeants du diaphragme à l'infini 
en les projetant dans son plan focal. On retrouve donc un montage 
équivalent à celui de La FIG. 5.3. Ainsi, la répartition de la lumière sur 
l'écran est donnée par la diffraction de Fraunhofer. On retiendra donc 
que lorsqu'une lentille conjugue un plan objet avec un plan image, 
tout point objet donne naissance à la figure de diffraction de Fraun- 
hofer du diaphragme placé juste avant (ou juste après) la lentille. 


C'est ce qui explique que la diffraction de Fraunhofer joue un rôle ca- 
pital dans la formation des images. Du point de vue mathématique, 
l'intensité lumineuse enregistrée sur l'écran est donnée par la for- 
mule (54) où f’ est à remplacer par la distance d’ = OA’: 


2 


IG I[ p(P) efk(es+)/d drdy (5.8) 
(S) 


1 
s X2d’?2 


Notez que cette formule est exacte et aucune condition sur d’ n'est re- 
quise. Nul besoin de choisir de grandes focales, ce qui permet d'avoir 
un phénomène lumineux. En revanche, la taille de la tache de diffrac- 
tion est d'autant plus petite que d’ est petit. 


À retenir 


L'image d'un point À par une lentille est une tache de diffrac- 
tion centrée sur l’image A’ prévue par l'optique géométrique. Cette 
tache de diffraction est donnée par la diffraction de Fraunhofer du 
diaphragme placé devant la lentille. 


Cas d’une pupille circulaire 


Le montage typique de la formation des images en éclairage inco- 
hérent est constitué d’un système convergent limité par une pupille 
circulaire. Chaque point objet a pour image une tache de diffraction 
centrée sur l'image géométrique. Pour simplifier, nous allons considé- 
rer un point À sur l'axe optique et déterminer la répartition de l'inten- 
sité sur Le plan conjuguë par une lentille mince. On note a Le rayon de 
la pupille et d’ la distance entre la lentille et l'écran d'observation. 


Le calcul est un peu technique. Pour une première lecture on peut aller 
directement au résultat (5.9). 


On sait que la répartition de l'intensité est donnée par la diffraction 
de Fraunhofer : 


2 


I(8 0 1| Y(P) eik(æ sin 0,+ysin0,,) drdy 
(s) 


1 
x? u) = 53qR 


5.2 Formation des images 


Le calcul est simplifié quand on exploite la symétrie de révolution 
du problème. Repérons donc P et M par leurs coordonnées polaires 
(p,@) et (p”,w'). L'élément de surface en coordonnées polaires s'écrit 
dx dy = pdpdw. Par ailleurs, vu la symétrie, il est intéressant de définir 
l'angle de diffraction 9 que forme (OM) avec l'axe (Oz). 


FIG. 510 : Pupille circulaire. 


Cet angle est relié aux «angles cartésiens » par 
p’' 


ns 
sin où : 


sind, =singcosg" ; sind, =singsinp 
de sorte que 
æsin0,+y sind, = psin (cos y cos L’+sin sin") = psin 4 cos(p—") 


On ré-exprime ainsi l'intensité lumineuse : 


a 27 : 
jh | Vo ekp sin cos(g—4") pdpdg 
p=0 p—0 


Comme on l'a dit, la symétrie de révolution implique l'invariance de 
l'intensité par rapport à y’. C'est-pourquoi on peut imposer w’ = 0 
pour simplifier le calcul : 


2 
1 


JL a 27 | 
I(0) = él | po | eikpsin 0 cos dy |? 
us ts = 


2rJo(kp sin 8) 


La dernière intégrale fait intervenir la fonction de Bessel d'ordre 0, 
notée J,, définie par 


1 27 
= (ix cos) d 
J(x) = 3 Î e g 


Posons x = kpsin@ puis choisissons x comme variable d'intégra- 


tion : 
ka sin 0 
2T 
TJO(t) dE X ——— 
j : k2 sin” 0 


2 
1 


OS 


Par définition, la fonction de Bessel d'ordre 1, notée J,, est reliée à J, 
via 
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x 
SRosonsee 


FIG. 511 : Profil d'intensité de la tache 
de diffraction par une pupille circu- 
laire. 


Finalement, on trouve 


2 


: 2 
2J(ka sin @ Ta? 
I(0) — Loax (ee) avec La — L (5) (5.9) 


L'évolution de l'intensité avec sin 8 est représentée sur la FIG. 511 dans 
l'espace (sin 4... sin 4,) équivalent -à un facteur d'échelle près et dans 
l'approximation paraxiale- au plan d'observation. On peut remarquer 
que l'essentiel de l'énergie lumineuse se concentre dans une tache 
centrale circulaire que l'on appelle tache d'Airy. Cette dernière est en- 
tourée d'anneaux de diffraction moins intenses (7 < 2%). Le premier 
anneau sombre est donné par l'annulation de J,(kasin@) et corres- 
pond à kasin® = 1,227. Il vient donc que la lumière diffractée se 
concentre dans un cône tel que 


, À 
| sin 6] = |8| <1,22 |© (510) 
2a 


Ce cône produit une tache centrale de diamêtre 


dans 
a 


Ainsi, contrairement aux lois de l'optique géométrique, même dans 
le cadre des rayons paraxiaux, l'image d'un point n'est pas un point 
mais une tache de diffraction dont la dimension et l'intensité sont de 


l'ordre de : 
Xd’ Ta? 
_ POI CET 
PERTE 0 (%) 


Par exemple, prenons un montage 2f/—2f’ avec f’ = 50 cm, limité par 
un diaphragme circulaire de rayon a = 5 cm. L'écran d'observation est 
placé à la distance d’ = 2f' = 1m. D'après nos calculs, l'image d'un 
point lumineux (À = 500 nm) est une tache dont l'essentiel de l’éner- 
gie se trouve dans un disque de diamétre et d'intensité de l'ordre 
de 


ra? 


2 
m1 t IL |—] <10®1 
(0) Oum e (5) I 


alors que l'optique géométrique prévoit o = 0 et Z = co. La tache est 
quasi ponctuelle mais reste de taille non nulle. Cette limite contraint 
le résolution des appareils optiques comme nous allons le voir. 


Résolution angulaire limite 


Le pouvoir de résolution d’un instrument d'optique est sa capacité 
à différencier deux objets ponctuels. On définit la résolution angu- 
laire 69 comme la séparation angulaire minimale entre deux sources 
ponctuelles que l'instrument peut différencier. 


De nombreux facteurs limitent le pouvoir de résolution d’un instru- 
ment d'optique : aberrations chromatiques et géométriques, granula- 
rité du capteur, turbulence atmosphérique, etc. Cependant, il existe 
une limite théorique à la résolution d’un appareil due au phénomène 
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de diffraction. En effet, comme on vient de le voir, un système op- 
tique ne peut pas donner d’un objet ponctuel une image ponctuelle 
à cause de la diffraction par le diaphragme limitant l'extension du 
faisceau. 


plan 
Diaphragme —— image 


Pour illustrer notre propos, traitons le cas de la lunette astronomique. 
Imaginons que l'objectif d'une lunette -assimilée à une lentille mince 
limitée par un diaphragme circulaire de rayon a-vise deux points A 
et B. Compte tenu du phénomène de diffraction, A et B sont trans- 
formés par l'objectif en deux taches d’Airy centrées sur leur image 
géométrique À et B’ On dit que le système optique résout les deux 
points, c'est-à-dire sépare les deux points, lorsque les taches d'Airy 
sont suffisamment séparées. Un critère largement utilisé, dit critère 
de Rayleigh, stipule que deux points images sont résolus quand leur 
séparation est plus grande que la demi-largeur de La tache d'Air, ce 
qui se traduit par la condition 


0 > 1,22 a. (5.11) 
2a 

Deux étoiles séparées d'un angle inférieur à 69 ne pourront pas être 
séparées par l'instrument. Ce résultat est également valable dans le 
cas des télescopes. Pour atteindre de très bonnes résolutions angu- 
laires, on a donc intérêt à augmenter la taille de la pupille d'entrée de 
l'instrument. En réalité, l'augmentation du diamètre des télescopes 
permet surtout de gagner en luminosité, car le phénomène de tur- 
bulence atmosphérique introduit une limite de résolution souvent 
plus contraignante. Il faut alors, soit se défaire de la turbulence at- 
mosphérique en envoyant les télescopes dans l'espace, soit utiliser 
des techniques de correction telle que l'optique adaptative, pour ten- 
ter d'approcher la limite donnée par (511). 


Limite de résolution 


Résolution spatiale d’un microscope 


La résolution spatiale 6£ désigne la séparation spatiale minimale 
entre deux points objets que l'instrument arrive à différencier. Cette 


FIG. 5.12 : Deux étoiles résolues par l'ob- 
jectif d'une lunette. 


FIG. 5.13 : Critère de séparation de Ray- 
Leigh : deux tâches d'Airy séparées par 
une distance inférieure au rayon d'une 
tâche ne sont pas résolues. 
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FIG. 514 : Images données par un ob- 
jectif de microscope. 


IL est possible de contourner la li- 
mite due à la diffraction en sondant 
l'onde diffractée évanescente au voisi- 
nage immédiat de l'échantillon à ob- 
server. On parle de microscopie en 
champ proche ou a sonde locale. 


notion est d'importance en microscopie où le but premier est d'ob- 
server les plus petits détails possibles. Considérons donc l'objectif 
d'un microscope constitué d'une lentille convergente limitée par un 
diaphragme de rayon a. Notons n l'indice de l'espace objet et n’ ce- 
lui de l'espace image. Deux points sources ont chacune pour image 
une tache d'Airy centrée sur leur image géométrique. Appelons d’ la 
distance qui sépare le plan image du centre de la lentille. 


En terme spatial, le critère de Rayleigh donne 


| \'d’ 
AB" > 3 = 1,22 ne 
où X’ est la longueur d'onde dans le milieu image. Si on note À la lon- 
gueur d'onde dans le vide de la radiation lumineuse, on a X’ = À/n’. 
Par ailleurs, définissons les angles à et a’ que forment les rayons ex- 
trêmes par rapport à l'axe optique. Si l'on suppose la propriété d'apla- 
nétisme vérifiée, la condition du sinus d'Abbe doit être remplie : 


nAB sin a = n’A\'B'sin a’ 


La contrainte dans le plan image se ramène donc à une contrainte 
dans le plan objet donnée par 
n’sin a’ Xd’ 


AB> ——— x 1,22 
nsna 2an’ 


l'angle a’ est en général petit de sorte que sin &’ = a/d’. Finalement, 


on trouve 1 
1B> —7— = ÔL 
2nsin a 


On obtient donc un bon pouvoir de résolution en choisissant une 
grande ouverture numérique nsin a et une petite longueur d'onde. 
Toutefois, dans le visible, on ne peut pas descendre en dessous de 
À = 400nm. En général, l'ouverture numérique étant de l'ordre de 
l'unité, on peut retenir que la résolution limite imposée par la dif- 
fraction est de l'ordre de À/2. Autrement dit, un microscope optique 
ne permet pas d'observer des détails plus petits que 200 nm. 


5.3 Retour sur les interférences 


Revenons sur différents phénomènes d'interférence par division du 
front d'onde pour voir l'influence de la diffraction. 


5.3 Retour sur les interférences 


Fonction de transparence 


Comme on l'a vu, le motif de diffraction de Fraunhofer est régi par 
l'équation 
2 


I(M) ” [ll wY(P) ei (xsin0,+ysin0,) drdy 
(S) 


1 
2212 


où l'intégration s'effectue sur la surface de l'ouverture diffractante. 
Si l'on envoie une onde plane d'amplitude #, en incidence normale, 
on a #(P) = 4, pour tout point P de l'orifice, et #(P) = 0 ailleurs. On 
peut aussi introduire la fonction de transparence t(x, y) définie par 


D(P) = (x, y) Vo 


avec t{x,y) = 0 pour les parties opaques, et t(x,y) = 1 pour les 
parties transparentes. 


Il arrive aussi que certaines parties transparentes introduisent des 
retards de phase variables d’un point à un autre. Dans ce cas, on 
définit une fonction de transparence complexe 


t(æ,y) = t(x, yje t$(eu) 


où p(x, y) est Le retard de phase. Par exemple, on peut voir une lentille 
mince comme une pupille circulaire introduisant un retard de phase 
proportionnel à l'épaisseur de la lentille et à l'indice de réfraction. 


Cette transparence étant définie en tout point du plan z = O, la dif- 
fraction à l'infini se réduit à 


I 2 


0 
22 X2 


I(M) — | Î t(x, y) ei (x sin 0,+ysin0,) drdy 


Théorème des réseaux 


Traitons le cas général de N pupilles diffractantes identiques répar- 


Sois 


définit la transparence d'une pupille placée en (0,0) par t(x, y), alors 
le réseau présente une transparence 


tn(x,y) a St(x — Try y) 


k 


Éclairée par une onde plane en incidence normale, l'intensité de l'onde 


diffractée à l'infini dans la direction (9,,0,,) vaut 


2 


| CA) ei (æsin0,+ysin0,) drdy 
réseau 


I 
IN (03,0 ) — PSE 
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FIG. 515 : À gauche : pupille diffractante. 


À droite : répartition de l'intensité dans 
l'approximation de Fraunhofer. 


ce qui donne après le changement de variable u = x — x, et u = 
U — UK: 


IN(@%5 0) = — _ 


Le premier terme exponentiel ne dépend pas de u et v ce qui permet 
de le sortir de l'intégrale, laquelle ne dépend pas de k. L'intégrale se 
factorise en deux termes : 


Îf + u, v) 27 (u sin 0, +usin0,,) La 


Le premier terme est tout simplement l'intensité 7, issue de La dif- 
fraction par une pupille centrée en ©. Quant au second, il s'agit d’un 
terme d'interférence relié à la position relative des différentes pu- 
pilles. Finalement, l'intensité de l'onde diffractée à l'infini par un en- 
semble de N pupilles identiques est égale à 


2 04) ie 
à k 


ZE J] «#% æ1 Sin 0, +yr Sin 0 u) t(u, ver (sind +vsin8,) dudu 


x|S'e ei (ær Sin 0, +yx Sin 0,,) 


In(e,8,)=1(8,08,)x|F|7 avec F,= $ ex (eesings+ysing,) 


FT) Ty 


(512) 


De manière générale, la diffraction à l'infini par un ensemble de N 
motifs diffractants se décrit comme le produit d'un terme de diffrac- 
tion qui module un terme d'interférence. La position des pics d’in- 
terférence donne un renseignement sur la disposition des motifs dif- 
fractants alors que la modulation des pics donne un renseignement 
sur Le motif diffractant. Cette propriété est générale. Par exemple, en 
radiocristallographie où l'on étudie la structure des cristaux par dif- 
fraction des rayons X, la position des pics de diffraction permet de 
remonter à la symétrie cristalline alors que la modulation des pics 
donne un renseignement sur le motif moléculaire (notamment son 
numéro atomique). 


Retour sur l'expérience d’Young 


Reprenons l'expérience des trous d'Young étudiée dans le Chapitre 
2 sur les interférences à deux ondes. Une source éclaire un écran 
percé de deux petits trous distants de a. Si la source et l'écran d'ob- 
servation sont suffisamment loin, on peut interpréter ce que l'on ob- 
serve comme le résultat de la diffraction à l'infini d'une pupille dif- 
fractante constituée de deux trous circulaires. Notons a, le rayon des 
deux trous. 


2 


5.3 Retour sur les interférences 


Comme on vient de le voir, la répartition de l'intensité lumineuse 
correspond à la tache de diffraction par un trou (une tache circulaire 
entourée d'anneaux) modulée par le carré du facteur d'interférence 


F,= ei (Gr SIN O+yr sin8,,) 
k 


Ici, on a une pupille P, située en(0, a/2) et une autre P, en (0, —a/2). 
Par conséquent, Le terme d'interférence vaut 


Ft etx(asin0,) + e ix(asind,) 9 cos (= 2) 
À 


Les conditions expérimentales correspondent à l'approximation pa- 
raxiale de sorte que sin@, + y'/D. En utilisant l'identité cos(2a) = 
2 cos? a — 1, on trouve 


L{M) = 21, (M) 1 + cos 2] avec (M) = Cie (nr 


AD ka, Sin 4 
On retrouve donc une modulation périodique verticale de la lumière 
avec un interfrange donné par ÀD/a. Toutefois, contrairement à ce 
que nous avons obtenu dans le Chapitre 2, les franges ne sont visibles 
que dans le champ de diffraction d'une pupille (F1G. 515). 


Réseau de Fentes 


Dans le Chapitre 3 sur les interférences à N ondes, on a montré que 
l'intensité diffractée dans la direction @,, par un réseau de fentes 
rectilignes périodiquement espacées, s'écrivait 


2 
sin (Ÿ# sin 6, ) 
sin(Æsine,) 


où a est Le pas du réseau. Ce résultat a êté obtenu en admettant que 
les fentes diffractaient l'onde incidente de façon isotrope (K indé- 
pendant de 6,). En réalité il faut tenir compte du fait que l'amplitude 
diffractée varie avec 4... 


En effet, pour une fente fine de largeur 2a, placée en (0,0), l'intensité 
diffractée vaut (équation 5.7) 


: 2 
FACE sine (ET) 


Quant au terme d'interférence, il s'écrit en prenant x; = ka et y, = 
0: 
D ettane. = 14 eine + (etes. )'. + (etfreane) 
F. = eix (x Sin 03) _ 1+eiasinos ei xasino, ONCE ei asin0z 
k=0 


où l'on reconnaît la somme des termes d’une suite géométrique de 


il 


N-1 
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: 2 € F5 ; ; : 
raison r = ex 456, Le terme d'interférence se simplifie : 


- 1—eixNasine ei" sin (Ne sing, ) 
= 


Rappelons que la somme des termes 
d'une suite géométrique de raison r 
s'écrit 


1—eikasine, Qi sin(Æsiné,) 


en Finalement, l'intensité diffractée par le réseau de fentes se met sous 


S=1+r+r?+..+rN-1 
1—-r 
la forme 


2 
Tao SIN .] Ë (Ma sin9,) | 


— 2 i 
OS sine ( À N sin (Æ sin8,) 


où l'on retrouve le terme d'interférence décrit dans le chapitre sur les 
réseaux, module par le terme de diffraction lié à la largeur non nulle 
des fentes. 


Réseau de 8 fentes avec a = 8 À et ag = 2 À. 


FIG. 516 : Distribution angulaire de l'in- 
tensité diffractée par un réseau de 
fentes rectilignes.  ---n--. = 


La prise en compte de la diffraction ne modifie pas la position des 
pics, mais leur intensité. En effet, un pic d'ordre p vérifiant sin@, = pà 
présente une intensité 


, pTan \1? 
Lie = N°1 [sinc ( : où] 
Comme on le voit sur la FIG. 516, la transmission optique d'un réseau 
de fentes est maximale pour le pic d'ordre 0. 


Un des principaux défauts des réseaux ordinaires réside dans la disper- 
sion de l'énergie lumineuse dans les différents pics d'interférences. En 
général, on préfère utiliser des réseaux, dits réseaux blazés, conçus pour 
que le maximum d'énergie lumineuse se concentre sur un pic dispersif 
particulier (cfChapitre 3, 8 3). 


COMPLÉMENT 


NOTION DE COHÉRENCE 


Tous les expérimentateurs le savent : il n'est pas si aisé d'observer 
des franges d'interférence en optique. En effet, les ondes lumineuses 
sont souvent le siège de fluctuations aléatoires qui produisent une 
dégradation du contraste, voire un brouillage complet. On parle alors 
de cohérence partielle et d'incohérence. 


Ce cours détaille Les notions de cohérence temporelle et spatiale, en 
les illustrant par des applications en spectroscopie et en astrono- 
mie. 


Version en ligne 
https://femto-physique.fr/optique/coherence.php 


A1 Cohérence temporelle 


Interférence et corrélation 


Considérons le phénomène d'interférence dans un interféromèêtre de 
Michelson réglé en lame d'air. Une source ponctuelle S émet une 
onde qui, après une division d'amplitude réalisée par la séparatrice, 
se recombine au niveau d'un détecteur placé au centre de l'interféro- 
gramme (système d’anneaux). 


Appelons x le déplacement du miroir mobile depuis le contact op- 
tique. (+) désigne l'onde (en notation complexe) qui parcourt le che- 
min le plus court et qui arrive à l'instant # au niveau du détecteur. 
Pour l'instant, la seule hypothèse que nous faisons consiste à suppo- 
ser le signal v(t) stationnaire, c'est-à-dire d'intensité indépendante 
du temps. L'autre onde présente, au même instant {, une amplitude 
y(t— Tr) avec 
_ 2xæ  Ô 
= 
C C 


La durée r est Le retard introduit par le déplacement x et 6 la diffé- 
rence de chemin optique correspondante. Le détecteur mesure ainsi 
une intensité lumineuse! 


= (Ip(E) +4 —r)f) 
= (I()P) + (bé — 717) +2Re (YE)Y'(E— 7) 


où # désigne le complexe conjugué de w, et () la moyenne tempo- 
relle réalisée par le capteur. 


Pour une source stationnaire, on a (|p(#)[?) = (|d(t—7)l?) = I, et 
on obtient 


(U(E)D' (ET) 


WE © (A1) 


I=21,[1+Relg(r))] avec g(r) = 


A1 Cohérence temporelle . . 77 
Interférence et corrélation 77 
Degré de cohérence . .. 78 
Doublet spectral . .... 79 
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À déplacement x 


capteur 


M 


s separatrice 


FIG. A1: Principe de l'interféromètre de 
Michelson. 


1: Par soucis de simplicité, Le facteur 
1/2 qui intervient dans la définition de 
l'intensité a été omis. 
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La grandeur g(r) est dite fonction d'autocorrélation normalisée ou 
degré de cohérence. Elle mesure combien l'onde est corrélée avec 
elle-même lorsqu'elle est décalée dans Le temps. 


> Siy(t) et #(t—7) sont deux grandeurs indépendantes (non cor- 
rélées), alors les statistiques nous enseignent que (#(t)W"(t — 


T)) = (d(t))(d'(t — r)). Vu que (Y(t)) = 0, on trouve g = 0 
et I = 21, dès que r £ 0. En d'autres termes, Les intensités 
s'ajoutent et il n'y a pas d'interférence : on dit que les sources 
sont incohérentes. 

Dans le cas où w(t) et 4(t— 7) présentent une certaine corréla- 
tion il y a interférence, et Le terme d'interférence Re (g(r)) est 
une mesure de cette corrélation dans le temps : on parle de 


cohérence temporelle. 


Y 


Degré de cohérence d’une source monochromatique 


Revenons un instant sur le cas traité dans le Chapitre 2, à savoir l'in- 
terférence à deux ondes monochromatiques synchrones de pulsation 
wo: 


En notations complexe on a 


Y(t) — Vo elwot et pt —_ T) _ Yo ete” vor 


Le degré de cohérence d'une telle onde vaut 


D - LOLE =D) 
SR CIE) 


et Le signal détecté s'écrit 


_ (eiwor) _ eiwor 


I =21,[1+ cos(wr)] = 21, [1 + cos (276/))] 


où l'on a utilisé la relation 7 — 6/c ainsi que le définition de la 
longueur d'onde À = c x 2r/w,. On retrouve donc la formule clas- 
sique : l'interférogramme présente des modulations périodiques, et à 
chaque fois que 6 augmente de \, on passe d’une frange brillante(resp. 
sombre) à une autre frange brillante (resp. sombre). C'est d’ailleurs 
en comptant le nombre de franges qui défilent lorsque l'on déplace 
le miroir mobile M, que l'on obtient une mesure de À. 


Spectre TA 


FIG. A.2 : Interférogramme. wo 


AT Cohérence temporelle 


Exercice - Montrer que si g est de la forme g(r) = Ae#{), alors |A] repré- 
sente le contraste de l'interférogramme. 

Rép. L'interférogramme vérifie la loi 1 = 21,[1 + Acosy(r)]. Les franges 
brillantes correspondent à 7,,, = 21,(1 + |A|) et les franges sombres à 
Lin = 27,1 — |A|). On en déduit le contraste 


min 


I f 


A = =max min — | A| 


Tax + fe 


Autrement dit le module du degré de cohérence donne accès au contraste. 
Cette propriété reste vraie si le module varie avec 7, à la condition que 
|g(r)| varie lentement par rapport à cos (7). 


On peut vérifier sur notre exemple que le contraste vaut 1 comme le 
module de g. 


Degré de cohérence d’un doublet spectral 


Considérons maintenant le cas où la source est constituée de deux 
composantes monochromatiques de même amplitude avec des lon- 
gueurs d'ondes À, et À, (pulsations w, et w,). C'est, avec une bonne 
approximation, la situation que l'on rencontre lorsque l'on utilise une 
lampe spectrale à sodium qui émet principalement une lumière issue 
d'un doublet jaune (1, = À, = 589 nm). 


Calculons le signal délivré par notre interféromêtre de Michelson avec 
une telle source. Posons 


Y(E) = pe“it+ypmest avec |W|?=|#,/? 
Le coefficient d’auto-corrélation vaut 
(br) = (Idi[2et27 + |po[?eiver 
de Ÿ 1h" el#2Telter-2)é + Vo an eretellie aie 


La moyenne est réalisée par le détecteur dont le temps de réponse 
est en général grand devant |[w, — w,| !, de sorte que (cos[(w, — 
wo)t}) = (sin[(w, — w,)t]) = 0. Finalement, le degré de cohérence 
du doublet spectral s'écrit 


D = LOSC) | 
À (UP) 


et l'intensité qui résulte de l'interférence 


1 1 
1e, É + 3 COS(w,T) + 3 COS(wT) 


Autrement dit, on obtient le même résultat que si l'on avait addition- 
né l'intensité produite par chacune des raies. On retrouve l'idée que 
deux raies non synchrones sont incohérentes entre elles, et se com- 
binent de façon additive aussi bien en terme d'amplitude qu’en terme 
d'intensité. 
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FIG. A.3 : Interférogramme caractéris- 
tique d'un doublet spectral. 


2 : Vous trouverez sur femto- 
physique.fr une simulation qui 
illustre ce phénomène avec une 
lampe à sodium. 


Spectre 


215(1+V(7)) T4 Anti-coincidence 


wi Wo 


On peut transformer l'expression précédente à l'aide de l'identité 
cos p + cos g = 2cos (254) cos (2-1) : 


1=21 É + cos (Er) cos (Aer) | 


Faisons intervenir la pulsation moyenne uw, = (w, + w,)/2 ainsi que 
la largeur du doublet Aw = fu, —w, |: 


A 
1=21,[1+Vcos(wr)] avec VŸ = cos (Sr) 


La grandeur Y désigne la visibilité des franges; elle est liée au contraste 
local via 7 = |V|. 


Exercice - Retrouver Le contraste à partir du résultat de l'exercice précédent. 


Rép. Écrivons le degré de cohérence en fonction de w, et Au: 


9 p 


1 9\- 9\- Aw 
ÿ= = (eitwo Aw/2)7 + eitwo+ Aw/2)r ) — elvoT COS ( , r) 
Le terme de phase (ei“or) Varie beaucoup plus vite que le module de sorte 


que l'on peut utiliser Le résultat de l'exercice précédent : le contraste est 
donné par le module du degré de cohérence. On a donc 


/ Aw 
= [gl = cos : r)| 


On observe (FIG. A3) qu'un phénomène de brouillage apparaît pério- 
diquement, à chaque fois que Ÿ = 0:on dit qu'ily a anti-coïncidence, 
car dans ce cas, Les franges sombres produites par l'une des raies se 
superposent aux franges brillantes produites par l'autre. Ce phéno- 
mène est local et sa mise en évidence permet de mesurer précisé- 
ment la largeur du doublet?. 


Exemple - Doublet jaune du sodium 


Avec une lampe à sodium, on rencontre le premier brouillage après avoir 
déplacé le miroir mobile d'une distance x = 145 um. Lors du premier 
brouillage on a 

PE ON Soit ADI T 


Supposons Aw < w,. En terme de longueur d'onde, on à Aw/w, = AX/X. 
À un déplacement x du miroir mobile correspond un retard r = 2x/c de 
sorte que la condition de brouillage devient 


AT Cohérence temporelle | 81 


Par spectroscopie on a trouvé À, æ 589 nm. On en déduit 


(589 - 10°)? 
4 x 145-106 


IN = 0,60 nm 


NB : on vérifie a posteriori que AX & s. 


Théorème de Wiener-Khintchine 


Comme on l'a vu précédemment, un système de deux raies mono- 
chromatiques non synchrones produit un phénomène de brouillage 
à chaque fois que le décalage temporel 7 augmente de 27/Aw. On 
comprend aisément que si la source est constituée d'une multitude 
de raies monochromatiques, un brouillage complet apparaît à partir 
d'un certain retard 7, ceci d'autant plus rapidement que la source est 
spectralement riche en harmoniques comme le montre la simulation 
ci-dessous. Il y a donc un lien entre le degré de cohérence et la com- 


Contributions de chaque harmonique 


Spectre 


Interférogramme résultant 


Anne 


FIG. A4 : Diminution du contraste due au caractère polychromatique de la source. 


position spectrale d’une source. C'est précisément ce qu'exprime le 
théorème de Wiener-Khintchine. 


Modélisons une source réelle comme une somme continue de raies 
monochromatiques. Notons S(w) la densité spectrale d'intensité, c'est- 
à-dire la répartition de l'intensité en fonction de la pulsation w. Le 
graphe de S{w) désigne le spectre de La source* et s'obtient facile- 
ment par spectroscopie. 


Chaque composante spectrale, d'intensité S(w) dw, étant incohérente 
vis-à-vis des autres composantes, on obtient l'intensité qui résulte de 
l'interférence en sommant l'interférogramme produite par chacune 
des composantes : 


TI = i 2S(w)[1 + cos(wr)] dw avec | S(w) du = 1, 


Définissons s(w) — S(w)/I,, la densité spectrale normalisée. L'inter- 
férogramme s'écrit 


Fais Ë + Le s(w) COS(wT) da) 


La quantité s(w) étant réelle et positive, elle vérifie La propriété 


Î k icon) di RE ( jl ; s(w)eiur du) 


3 : Mathém 
sente le car 


atiquement, S(w) repré- 
ré du module de La trans- 


formée de Fourier de l'onde. Par consé- 
quent, S(w) est positive et définie 
entre —c et +00. Cependant, comme 


S(w) est pa 
vent entre 0 


re, on la représente sou- 
et +0o, d'autant plus que 


c'est cette quantité que l’on mesure en 


spectroscop 


e. Ceci étant dit, peu im- 


porte le choix du domaine D de dé- 


finition (R o 
à ce que l'a 


u R*), il faut juste veiller 
ire sous la courbe donne 


l'intensité totale de la source. Ici nous 


faisons le c 
spectrale en 


hoix de définir la densité 
tre —oo et +oo. 
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4: Pour tout complément sur la trans- 
formée de Fourier, voir [14]. 


Spectre 


J\ 


wo 


FIG. A5 : Profil spectral gaussien. 


5 : Par exemple, la largeur à mi- 
hauteur de la raie vaut 2,350. 


Aussi, par identification avec la relation (A1), il découle 
g(T) - | s(w)eiT du 


Le degré de cohérence est lié au spectre normalisé via une transfor- 
mée de Fourier“. Cela constitue le théorème de Wiener-Khintchine 
qui concerne tous Les signaux stationnaires. 


Théorème de Wiener-Khintchine 


La fonction d'auto-corrélation (resp. normalisée) d'un signal tem- 
porel aléatoire stationnaire s'identifie à La transformée de Fourier 
de son spectre (resp. normalisée). 


((E}U* (E— r)) = 1 S{weis du 


Exemple - Degré de cohérence d’une raie gaussienne 


Considérons une raie dont le profil spectral est une gaussienne centrée 
en w,. La densité spectrale normalisée s'écrit alors 


Dans cette expression, « représente l'écart-type de la gaussienne et me- 
sure sa largeur”°. Calculons le degré de cohérence en prenant la transfor- 
mée de Fourier du spectre : 


1 D 
T)= e- 27) eivr du 

g(r) AwvV2T l. 
La transformée de Fourier d'une gaussienne est également une gaus- 
sienne (e-*/2 = e-“”/2), En appliquant les propriétés de la transformée 
de Fourier, on aboutit au résultat 


g(r = eivore- (or)? 


On en déduit l'interférogramme 


1 = 21, [1 + Re (g(r))] = 21, [1+ e7 (07) cos(wr)] 


Autrement dit, on observe une alternance de franges brillantes etsombres 
(terme cos(w,r)) dont la visibilité décroit exponentiellement avec Le dé- 
calage optique. 


Inversement, le spectre normalisé s'obtient par une transformée de 


Fourier du degré de cohérence : 


_ 1 cu —iwt 
=> | _gtbe-it di 


La spectroscopie par transformée de Fourier repose sur ce résultat. 
Dans un interféromètre de Michelson réglé en lame d'air, on déplace 
le miroir mobile tout en enregistrant l'interférogramme J(r7). Un calcul 
numérique de transformée de Fourier permet alors de remonter au 
spectre de la source. 


s(w) 


Modèle du train d'ondes aléatoires 


Le modèle de source monochromatique est -faut-il Le rappeler- une 
idéalisation peu réaliste (durée infinie, énergie transportée infinie). 
Une source lumineuse est constituée en réalité d'un grand nombre 
d'atomes se désexcitant de façon imprévisible (émission spontanée), 
et sur des durées finies. Le modèle du train d'ondes aléatoires, bien 
que simpliste, est une tentative de description stochastique qui a 
le mérite de dégager quelques idées essentielles. Dans ce cadre, on 
admet que la source produit une onde qui s'écrit 


q(t) = dy eltwot-r(t)) 


où 4 et w, sont des constantes, contrairement à y(t) qui varie de 
façon imprévisible. Notez que l'onde ainsi décrite n'est pas mono- 
chromatique, car 4 £ C®. Il s'agit en réalité d’une succession de pa- 
quets d'ondes décorrélés entre eux à cause des sauts de phase qui 
se produisent de façon aléatoire. En conséquence, chaque paquet 
a une «durée de vie» t, aléatoire. Adoptons une loi de probabilité 


ti t ta 
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Le facteur 1/(2x) est imposé par le 
choix des variables conjugués t & w. 
Si l'on choisit les variables t & v 
(temps-fréquence) on a la relation 


s(v) = fe g(t)e-i2rvt dé 


FIG. À.6 : Exemple d'évolution du champ #(t) d'un train d'ondes quasi-harmoniques. Les flèches indiquent les sauts de phase 


aléatoires. 


pour la variable w(t). Le plus simple consiste à supposer la variable 
p(t) uniformément distribuée sur [0,27] et que chaque changement 
de phase se produise avec une probabilité indépendante du temps. 
Plus précisément, entre l'instant t et £ + dt, la probabilité qu'il y ait 
un saut de phase vaut ; 

t 


To 


dP 


avec 7 Une constante homogène à un temps. 


Cherchons tout d'abord à donner un sens physique à ce paramètre 
7. Pour cela, calculons P,(t) la «probabilité de survie» d'un paquet 
d'ondes, c'est-à-dire la probabilité pour qu'aucun saut de phase n'ait 
lieu entre t — 0 et {. Puisque survivre jusqu'à l'instant £ + dt c'est 
survivre jusqu'à & et ne pas mourir pendant la durée dt, on a 


PORC FOQEX (: - “) 
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6 : IL s'agit d'un processus sans mé- 
moire dit processus de Poisson. 


Développons l'équation précédente sachant que dt est un infiniment 
petit : 


dP, 


PE) + dt = Pj(#) — =0 


FE Soi Lo 4 Po 


To To 


La solution de cette équation différentielle s'écrit, sachant que P, = 1 
àat=0, 


POS © (A2) 


La probabilité de survie d'un paquet d'ondes décroît exponentielle- 
ment au cours du temps, à l'instar d'un noyau atomique radioactif 
qui obéit au même type de processus aléatoiref. 


Calculons maintenant la durée de vie moyenne d'un paquet d'ondes 
que l'on note (+). Il suffit de sommer tous les instants £ compris entre 
0 et l'infini, en pondérant chaque instant de la probabilité de mourir 
entre t et t + dé. On obtient 


@= | t Pi(t) x = / Let dt 
0 0 


To To 


L'intégrale se calcule facilement en intégrant par parties : 
() = [te tr] + Î e#/7o dé = To 


Le paramètre 7, représente donc la durée de vie moyenne des pa- 
quets d'ondes. Déterminons maintenant Le degré de cohérence d'une 
telle source : 


(EE —T)) 


g(r) = — (elle) elwor 


(I?) 


Pour calculer (eils(t-r)-#()l) il faut distinguer deux cas : 


> Soit aucun saut de phase n’a eu lieu entre & — 7 et t, et dans 
ce cas ellr(t-7)-#(t)] = 1, ce qui se produit avec une probabilité 
e-T/T: 

» Soit un saut de phase a eu lieu entret—r ett, et alors eile(t-T)-v(#)] 
est nul en moyenne puisque les sauts de phases sont indépen- 
dants. Ce cas est à considérer avec une probabilité 1 — e-7/"0. 


Par conséquent, 
(eilrtn-#@) 21 x e-7/70 +0 x (1—e-7/%0) = 7/70 


Ajoutons que nous avons supposé r > 0 dans notre raisonnement. 
Pour ne pas se restreindre à ce cas, On doit remplacer 7 par |7| dans 
l'expression précédente. Finalement, Le degré de cohérence d'un train 
d'ondes aléatoires vaut 


g(T) = e-|7l/To eiwor 
et l'interférogramme correspondant est régi par la loi 


I = 21, [1+e-1/" cos(wor)] 


où l'on constate une décroissante exponentielle de la visibilité des 
franges. Le temps caractéristique de cette perte de cohérence est pré- 
cisément 7, la durée moyenne des émissions aléatoires. 


Temps et longueur de cohérence 


Comme on le voit sur Les exemples précédents, le caractère aléatoire 
et non monochromatique d'une source est à l'origine d'une perte de 
cohérence. On caractérise cette dégradation du contraste en définis- 
sant un temps caractéristique 7. de la décroissance de |g(r)|. 7 est 
appelé temps de cohérence. Différentes conventions existent pour 
définir r.; nous adopterons celle de Mandel[15] : 


| rs [led |© (A3) 


Exemple - Temps de cohérence d’un train d'ondes aléatoires 


Nous avons montré que le degré de cohérence d'un train d'ondes aléa- 
toires de durée de vie moyenne r,, s'écrit 


g(r) = e-l7l/To eiwoT 


Le temps de cohérence vaut donc 


re) lg(r)l? dr=2 / emo dr — 7, 
—00 0 


La durée moyenne des paquets d'ondes donne directement le temps de 
cohérence. C'est ce qui explique que la cohérence d'une lampe spectrale 
basse pression est meilleure que celle à haute pression. En effet, dans 
la lampe spectrale haute pression, la fréquence des collisions atomiques 
est plus importante ce qui induit plus de désexcitations. On a alors des 
paquets d'ondes de durée moyenne plus courte. 


À ce temps de cohérence correspond une longueur de cohérence 4. 
liée à 7. via la relation 


or © (A4) 


La longueur de cohérence représente la différence de chemin optique 
à partir de laquelle les ondes vont «mal interférer». Ce paramètre 
permet de préciser dans quel régime on se trouve : 


€ L. 4. > 
cohérence | cohérence partielle | incohérence 
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FIG. A7 : Interférogramme correspon- 
dant à un train d'ondes aléatoires de 
durée moyenne 7. 


[15] : MANDEL et al. (1995), Optical cohe- 
rence and quantum optics 
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TAB. A1 : 


sources. 


A NOTION DE COHÉRENCE 


Cohérence de différentes 


La TAB. A1 indique quelques ordres de grandeurs pour différentes 
sources lumineuses. Ces notions de longueur de cohérence et de 


Source Xo AX | 7 | £ 

Lumière du Soleil 600 nm 400 nm 2fs 0,6 um 
Lampe à mercure (HP) | 5461 nm 1nm 1ps 0,3 mm 
Lampe à hydrogène 656,2 nm | O1nm 10 ps & mm 
Lampe à mercure (BP) | 546,1 nm 1pm 1ns 30 cm 
Laser He-Ne 632,8 nm 1pm 1ns 30 cm 
Laser He-Ne stabilisé 632,8 nm | O0,01fm | 100 us 30 km 


temps de cohérence sont liées à l'étendue spectrale de la source 
comme nous allons le voir. Avant cela, adoptons une convention pour 
caractériser la largeur spectrale Aw du spectre autour d'une valeur 
centrale w,. Nous choisissons une définition intégrale : 


1 


Aw HORS Q (A5) 


On préfère parfois exprimer une étendue spectrale en terme de fré- 
quence (Av) ou de longueur d'onde (A): dans ce cas on peut utiliser 
les relations 


AÀ  Aw Av 


Aw=27rAry et 
À wo Vo 


SRPATIET 


Exercice - Vérifier sur un spectre uniforme, que la définition (A5) donne 
bien la largeur spectrale. 


Rép. Considérons une source dont Le spectre est centre autour de w, avec 
une largeur a. Autrement dit : 


A Spectre 
1/a + 
1/a  Si]w —wo| < a/2 
S(w) = : : : a 
0 sinon k— 
Sr 
w6 
On vérifie immédiatement que le spectre s(w) est bien normalisé 


(f s(w) du = 1). D'après la définition (A5), la largeur spectrale vaut 


J |s(w)|? du _ 


Le théorème de Wiener-Khintchine nous apprend que le degré de 
cohérence est la transformée de Fourier du spectre normalisé : 


= / s(w)eisr du avec / diet 


R R 


Or, Le théorème de Parseval relatif aux transformées de Fourier in- 


dique que 
fist dr = 2 let? do 
R R 


En utilisant Les définitions (A3) et (A5), l'identité de Parseval donne 


DOUDOU AEUN) © (A6) 


A2 Cohérence spatiale | 87 


Finalement la largeur du spectre détermine Le temps de cohérence et 
vice-versa. 


Exemple - Spectre d'un train d'ondes aléatoires 


Nous avons vu qu'un train d'ondes aléatoires de pulsation w, et durée 
de vie moyenne 7, présente un temps de cohérence 7, = 7,. Nous savons 
maintenant que son spectre s'étend autour de w, sur une largeur typique 
Aw = 2#/7,. Allons plus loin en cherchant la forme du spectre s(w). Le 
théorème de Wiener-Khintchine nous dit que 


il : 1 , 
s(w) Î Let — Jerie-voire-tir dt 
R 


2% 27 JR 


& 


Le calcul de l'intégrale aboutit au résultat suivant : 


s(w) Aw 
s(w) = ——— 
1+ [ro(w — wo)] 
uw 
0 


ILs’agit d'une lorenzienne centrée en w, et de largeur à mi-hauteur À;,, = 
2 = 2, l'étendue spectrale d'une raie lorentzienne définie par (A5) 


correspond à environ 3 fois la largeur à mi-hauteur. 


A2 Cohérence spatiale 


Description du phénomène 


Dans la partie précédente, nous avons vu comment le degré de cohé- 
rence d'une source ponctuelle était Lié à La façon dont l'onde qu'elle 
produit était corrélée avec elle même après un décalage dans le temps. 
Toutefois, le modéle de la source ponctuelle est une idéalisation; en 
réalité Le signal délivré par un interféromèêtre résulte de la superpo- 
sition d'ondes provenant de différents points d’une source étendue. 
Le degré de cohérence va de fait dépendre de la corrélation entre des 
ondes spatialement distincts. On parle alors de cohérence spatiale. 


point 
source 


ke D >| FIG. À.8 : Expérience des trous d'Young. 


Pour illustrer Le phénomène, reprenons l'expérience d'Young étudiée 
au Chapitre 2 où la source est monochromatique et provisoirement 
ponctuelle. Rappelons que siS est équidistant des deux trous d'Young 
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FIG. A9 : Influence d'un décalage spa- 
tial de la source sur le front d'onde et 
sur l'interférogramme. 


S. et S., la différence de chemin optique vaut ô = SM —S;M = ay/D, 
et les franges brillantes sont des lignes horizontales d'équation 


AD 
Yp =P—— avec peZz 
a 


ce qui donne un interfrange à = AD/a. 


Imaginons maintenant que l'on déplace S vers le haut, d'une hauteur 
angulaire 8 (FIG. A9). S, et S, ne vibrent plus en phase car le front 
d'onde arrive en S, avec un retard par rapport à 5,. On calcule ce 
retard aisément en considérant que les rayons SS, et SS, sont quasi 
parallèles puisque que les deux trous sont très proches. En terme de 
chemin optique, on trouve un décalage 6’ = asin@ = aë de sorte 
que les deux ondes qui interfèrent en M présentent une différence 
de chemin optique 


ô — [SS.M] — [SSM] 
— [SS] [SS:] [SM] [SM] 
ô ab+T 


On en tire l'équation des franges brillantes d'ordre p: 
D 
ô—=pÀ donne y, = 
a 


L'interfrange reste le même, mais l'ensemble des franges subit une 
translation vers le bas de DO (FIG. A9). Si D est petit devant l'in- 


point 
source 


terfrange, le système de franges est quasi superposable au système 
obtenu avant de la déplacement de S. Dans le cas contraire, le dé- 
calage est tel que la superposition du système de franges avec le 
précédent entraîne une dégradation du contraste. Dès lors, on com- 
prend qu'une source étendue puisse produire un interféerogramme 
peu contrasté, voire complètement brouillée. On peut d'ores et déjà 
donner une condition pour conserver une bonne cohérence spatiale : 
il faut 


AD . À 
DO & — soit 0 & — 
a a 
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Condition de brouillage 


Toujours dans le cadre de l'expérience des trous d'Young, calculons 
la répartition de l'intensité sur l'écran en supposant la source éten- 
due. Pour simplifier, considérons un segment lumineux de longueur 
b, contenu dans le plan (yOz) et perpendiculaire à l'axe (Oz). 


Source 
étendue 


FIG. A10 : Dispositif d'Young éclairée 
K L > D >| par une source étendue. 


Désignons a l'angle sous lequel on voit la source étendue depuis le 
milieu des trous d'Young, puis décomposons la source en une infinité 
de sources ponctuelles indépendantes placées en y’ € [—b/2,b/2] 
(FIG. A10). Chaque émetteur produit une onde qui, une fois arrivée en 
M après être passée par l’un des trous, présente une intensité 


dis = dy 


où 1,/b représente une intensité par unité de longueur, et 1, l'inten- 
sité produite en M par la source étendue lorsqu'un des trous est mas- 
qué. 

Ouvrons maintenant le deuxième trou. Un élément de la source situé 
en y’ donne lieu à une interférence à deux ondes dont l'interféro- 
gramme s'écrit 


di = 2di, É + cos (2r$)] 


où 6 est la différence de chemin optique entre les deux ondes qui 
interfèrent en M et dont l'expression a été établie précédemment : 


salt et D (approximation paraxiale) 


L'interférogramme produit par la source étendue s'obtient en som- 
mant celui produit par chacun des émetteurs de la source qui -rappelons- 
le- sont incohérents entre eux : 


21 PAR Le 2ray  2ray 
I = — 1 + cos + ) dy’ 
b Jp X AD 
21, de 27ray' 2ray .… f2ray'\ . (+) 
= — 1 + dy’ 
F Le | COS ( \E cos \D ) sin \E sin \D y 
_ 21 _ M. [Tab 27ray 
L = B + sn()cos (EE) 


En faisant intervenir l'angle a = b/£, on aboutit au résultat 
2 : 
Fi, [+ Vcos (TE) avec V = sinc (=) (A7) 


La figure d'interférence présente une visibilité V qui ne dépend que 
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FIG. A11 : Dispositif utilisé par Michel- 
son et Pease pour mesurer le diamètre 
apparent de Bételgeuse. L'écartement 
a est réglable, et définit la base de l'in- 
terféromètre. 


7 : Bételgeuse, ou aOrionis, est une 
étoile supergéante rouge située dans 
notre système solaire, dans la constel- 
lation d'Orion. C'est probablement 
l'une des étoiles Les plus brillantes de 
notre système solaire. 


de l'angle sous lequel la source étendue est vue depuis les trous 
d'Young. Lorsque à — 0, le contraste est maximum (|V| = 1) : une 
source ponctuelle monochromatique est parfaitement cohérente comme 
on pouvait s'y attendre. En revanche, quand a augmente (en rappro- 
chant la source par exemple) le contraste diminue jusqu'à s'annu- 
ler une première fois. La figure d'interférence disparaît alors complè- 
tement : il y a brouillage par incohérence spatiale. La condition de 
brouillage s'écrit 


| V=sinc( 2) =0 d'où nu Q (A.8) 


Application à l’interférométrie stellaire 


Ce phénomène de brouillage par incohérence spatiale fut mise à pro- 
fit en interférométrie stellaire afin de déterminer le diamètre appa- 
rent de certaines étoiles. Par exemple, en 1920, Michelson et Pease 


M 


Télescope 


—— capteur 


utilisérent un télescope couplé à un dispositif équivalent à des trous 
d'Young (FIG. A11) dans le but de déterminer le diamètre apparent 
de l'étoile Bételgeuse/. Le télescope seul avec son diamèêtre de 2,5 m 
rendait impossible cette détermination à cause de la limite imposée 
par la diffraction (cf Chapitre 5). Le dispositif additionnel provoquait 
une division du front d'onde puis une interférence au foyer du téles- 
cope. Comme dans l'expérience des trous d'Young, le contraste est 
limité par le diamètre apparent de l'étoile. En ajustant la distance a 
entre les miroirs de façon à provoquer un brouillage des franges, on 
en déduit le diamètre apparent de l'étoile a via la relation (A8). 


En réalité, la formule (A.8) est à modifier pour tenir compte du fait que 
la source est plus proche d’un disque que d'un segment. La condition 


de brouillage devient 


a = 1,227 
a 


Exercice - En observant l'étoile Bételgeuse, Michelson et Pease obtinrent 
un premier brouillage pour a = 3,06 m avec À = 575 nm. Déterminer le dia- 
mêtre apparent de Bételgeuse en millisecondes d'arc. 


Rép. la relation précédente donne le diamètre apparent de l'étoile en ra- 
dian : 
a = 1,227" — 229.10 ° rad 
3,06 


ce qui correspond à 0,047" d'arc, soit 47 millisecondes d'arc. 


Notez que plus la base a de l'interféromètre est grande et meilleure 
est la résolution angulaire. C'est sur ce résultat que s'appuie l'interférométrie 


à très longue base [16] qui consiste à coupler plusieurs télescopes 
entre eux et à faire interférer les signaux recueillis par chacun. Le Ve- 
ry Large Telescope Interferometer situé au Chili dans le désert d'Ata- 
cama en est l'illustration la plus célèbre. 


Théorème de localisation 


Comme on l'a vu précédemment, l'extension de la source produit 
une dégradation, voire un brouillage de la figure d'interférence. De 
cette perte de contraste on peut en déduire des propriétés de la 
source elle-même, comme on le pratique couramment en astrono- 
mie. Toutefois, il ne faudrait pas conclure hâtivement que l'élargis- 
sement d’une source nuit systématiquement à la qualité de l'interfé- 
rogramme. Nous allons voir que dans certains cas, cela améliore sa 
luminosité sans perte significative de contraste. 


Considérons une source S ponctuelle monochromatique envoyant 
deux rayons dans un interféromêtre quelconque qui en réalise l'in- 
terférence en un point M. Le signal en M dépend de la différence de 
chemin optique ô = L, — L, entre les deux trajets. Cette différence 
est fonction de la position M et de la position de la source. Dépla- 
çons légèrement la source de façon à l'amener en S’. Cette opération 
s'accompagne d’une variation de 6 qui, si le déplacement est suffi- 
samment faible, vaut 


d’=d£,-dL,=SS .(u; —4ü;) 


Démonstration 


Considérons un rayon lumineux AB traversant un dioptre plan séparant 
deux milieux d'indice n, et n,. Appelons ü, et uw, les vecteurs unitaires 
dirigés respectivement de A vers | et de | vers B, où | est Le point d'inci- 
dence du rayon sur le dioptre. Le chemin optique parcouru par la lumière 
entre À et B vaut 

L=n;(a Al) +n,(8 -IB) 


Si nous déplaçons À en A’ alors le point | se déplace en |’, ce qui conduit 
à une variation du chemin optique donné, au premier ordre, par 


d£ = n,d(&;-Al)+n,d(w-IB) 
= na-dA+ndu -Al+n,u-diB+n.du-IB 


= nû-dA+nAlux - du; + n, 0 - diB +n,lBuw - du 


d£ — n,u;:dAl+n,u,:diB 
où l'on a utilisé le fait que u, - du; = uw : du, = 0, conséquence de 
ui —= un = 1 (il suffit de différentier). Sachant que dAÏ = Il — AA et 
diB = —1f, il vient 


d£ = nur: AA + (nu —n,ü)-Il 


Enfin, la loi de la réfraction n, sini, —n,sint, = 0 traduit le fait que le 
vecteur n,ü; —n,uz est perpendiculaire au vecteur Il. On obtient alors Le 
résultat 

d£ = -n,ü; -AÀ 
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Interféromètre 


s 4 


Uo 
Source ? 


étendue 


FIG. A12 : Source étendue éclairant un 
interféromètre. 


FIG. A13 : Calcul de la variation de che- 


min optique. 


M(x, y) 
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relation qui reste vraie si Le chemin optique est curviligne; il suffit de le 
décomposer en une série de petits segments infinitésimaux. 


Cette variation est à l'origine de la dégradation du contraste de la f- 
gure d'interférence, car Les ondes issues des différents points d'une 
source élargie n'arrivent plus en phase au point M. Cependant, il 
existe une configuration pour laquelle touts les points d'une source 
étendue donneront le même déphasage en M ce qui aura l'avantage 
d'amplifier La luminosité du phénomène sans trop détériorer Le contraste. 
Cette condition de non brouillage s'écrit 


SS .(u-%)=0 © (A9) 


Ce résultat suppose simplement que l'élargissement de la source 
reste limité pour que le développement au premier ordre dont il est 
issu soit justifié. 


Analysons ce résultat. Deux configurations remplissent ce critère de 
non brouillage : 


> Soit l'élargissement de la source se fait dans une direction qui 
garantit que (az — ar) L SS': 

> Soit Les rayons qui interfèrent sont issus du même rayon inci- 
dent (uj = &). 


La première configuration impose une géométrie particulière à la 
source. Par exemple, dans l'expérience des trous d'Young, rempla- 
cer la source ponctuelle par une fente source horizontale quand les 
trous sont verticaux (et vice versa) est bénéfique puisque (A9) est vé- 
rifiée : La luminosité du motif d'interférence est renforcée sans perte 
de contraste. 


La deuxième configuration ne porte pas sur la source mais sur l'inter- 
féromètre. En effet, la condition u, = & n'est remplie que dans les 
interféromètres à division d'amplitude où un rayon incident unique 
est divisé en deux. Toutefois, cette condition à un coût : Le lieu des 
points M où interfèrent ces rayons est en général une surface pré- 
cise; on dit que les interférences sont localisées. Bien entendu, on 
observe des interférences au voisinage de cette surface de localisa- 
tion, mais plus on s'en éloigne et plus Le contraste est mauvais, voire 
nul. 


Théorème de localisation 


Les interféromètres à division d'amplitude donnent lieu à un phé- 
nomèêne d'interférences contrastées en présence d’une source éten- 
due. Toutefois, l'extension de la source produit un phénomène de 
localisation des interférences. La surface de localisation est le Lieu 
des intersections des rayons émergeant issus du même rayon in- 
cident partant deS. 


La FIG. A14 illustre sur quelques dispositifs classiques de division 
d'amplitude, la façon dont on détermine la surface de localisation. 
Notez que sur la FIG. A14, la source étendue est suffisamment loin du 
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S S S 
Es JL + 
(a) (b) (c) 


FIG. A4 : (a) Lame d'air à faces parallèles. Localisation à l'infini. (b) Coin d'air en incidence normale. Localisation sur Le coin d'air. 
(c) Coin d'air en incidence oblique. Localisation au voisinage du coin d'air. 


dispositif pour considérer que les rayons qui subissent une division 
d'amplitude arrivent avec la même inclinaison. 
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Grandeurs physiques et symboles 


mathématiques 


Constantes physiques définies par Le SI (valeurs exactes) 


Constante de Planck 

Vitesse de la lumière dans le vide 
Fréquence hyperfine du H3Cs 
Charge élémentaire 

Constante de Boltzmann 

Nombre d'Avogadro 

Constante des gaz parfaits 


Efficacité lumineuse 


Autres constantes physiques 


G 
€o 
Ho 
Me 
ur 


ma 


Constante gravitationnelle 
Permittivité diélectrique du vide 
Perméabilité magnétique du vide 
Masse de l'électron au repos 
Masse du proton au repos 


Masse du neutron au repos 


Grandeurs physiques 


Ve 


Vt 


Grandissement longitudinal (sans unité) 


Grandissement transversal (sans unité) 


Longueur d'onde (m) 
Pouvoir de réflexion (sans unité) 


Fréquence (Hz) 


Célérité de la lumière dans le vide (m.s-1) 


Distance focale objet (m) 
Distance focale image (m) 
Grossissement (sans unité) 


Angle limite (rad) 


6,626 070 15 x 1074] Hz! 
299 792 458 ms! 

9 192 631 770 Hz 

1,602 176634 x 10° C 
1,380 649 x 1072 JK-1 
6,022 140 76 x 1023 mol 
8,314 462618] K-1 mol ” 


683 LmW! 


6,67430 x 10-11 m3 kg 52 
8,85418781 x 10-12Fm-1 
1,256637062 x 1075 Hm-1 

9,10938370 x 10-31 kg 
1,672621923 x 10-27 kg 


1,674927498 x 10727 kg 


L Chemin optique (m) 


m Masse (kg) 

n Indice de réfraction (sans unité) 
R Rayon de courbure (m) 

V Vergence (6 dioptrie) 


è 


Vitesse (m.s-1) 


Symboles mathématiques 


—= Relation de définition 


nm Égal en ordre de grandeur 

A> B À très grand devant B 

A & B A très petit devant B 

Î Moyenne d'ensemble 

dg Dérivée première par rapport au temps 

DE Dérivée n-ième par rapport au temps 

(Cu x Dérivée partielle de S par rapport V, les variables U et X étant maintenues constantes 


JAM) : dé Circulation de À Le long du circuit C 
J£A(M) ds Flux d'un champ vectoriel A 
IF, (M) dr Intégrale de volume 
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Preface 


Ce cours de mécanique classique s'adresse plus particulièrement à des étudiants de premier cycle 
universitaire ou élèves des CPGE. Toutefois, au travers des compléments de ce cours, le futur enseignant 
pourra également y trouver matière à réflexion et approfondissement. 


Ce cours couvre les aspects fondamentaux de la mécanique newtonienne : notion de force, lois de New- 
ton, point de vue énergétique, moment cinétique, forces d'inertie etc. Par ailleurs, des sujets importants 
comme la chute libre, l'oscillateur, les forces centrales, les solides sont également traités. On privilégie 
une présentation naturelle en essayant d'éviter un formalisme trop abstrait comme celui des torseurs 
ou celui de la mécanique analytique. Éventuellement, les aspects plus techniques sont abordés dans 
des compléments. 


J'ai essayé le plus possible d'illustrer Les différentes notions par des exemples ou de simples exercices. 
Mais pour un entraînement plus poussé, j'invite Le Lecteur à se procurer Les eBooks 


> Mécanique classique - 1partie - 60 exercices et problèmes corrigés; 
> et Mécanique classique - partie - 60 exercices et problèmes corrigés. 


disponibles à l'adresse payhip.com/femto 


Enfin, je tiens à remercier vivement Quentin Vuillemard pour son rigoureux travail de relecture. 


Jimmy Roussel 
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CINÉMATIQUE DU POINT 
MATÉRIEL 


La cinématique étudie le mouvement du point indépendamment des 
causes qui lui donnent naissance. Elle repose sur une description eu- 
clidienne de l'espace et d'un temps absolu. Dans ce cours, on illustre 
les notions de vitesse et d'accélération en se limitant aux mouve- 
ments dans le plan. 


Version en ligne 


https: 
//femto-physique.fr/mecanique/cinematique.php 


11 Temps et espace 


Le temps 


Nous sommes tous familiers avec cette «machine» qui réactualise 
constamment le présent, qu'on appelle Le temps et que l'on réduit 


souvent à ces quelques attributs : chronologie, durée, flèche du temps... 


Pourtant, les philosophes le savent bien, la question du temps est 
difficile[1] et toute tentative de définition mène au mieux à des mé- 
taphores. 


Quelques métaphores du temps 


Le temps est l'image mobile de l'éternité immobile. - Platon 
Le temps, c'est ce qui passe quand rien ne se passe. - Giono 
Le temps est un fleuve fait d'événements. - Marc Aurêle 


Cela explique sans doute pourquoi l'introduction du temps en phy- 
sique n'allait pas de soi. En effet, il a fallu attendre Le XVIIfsiècle avant 
que le temps devienne un concept fondamental en physique. On s’ac- 
corde en général sur le fait que la physique moderne est née suite 
à l'introduction du temps mathématique par Galilée lors de ses tra- 
vaux sur la chute libre!. Newton formalisa plus rigoureusement l'idée 
d'un temps absolu et publia en 1687 l'ouvrage qui le rendit célèbre, 
Philosophiæ Naturalis Principia Mathematica, dans lequel il fonde sa 
mécanique et où le temps devient une variable mathématique notée 
t. Le postulat que fait Newton est de réduire le temps à une variable 
scalaire (à une dimension donc) qui croît continüment, ceci indépen- 
damment de tout observateur et de tout phénomène. Cette variable 
permet alors d'ordonner les événements observés pour produire une 
chronologie. La chronologie, dans ce contexte, devient alors absolue 
puisque le temps «s'écoule » de la même manière pour tout observa- 
teur. Pour les mêmes raisons, la notion de simultanéité est absolue?. 
La course du temps est en général représentée par un axe orienté qui 
indique le futur. Cet axe est linéaire et non circulaire pour respecter 
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[1] : KLEIN (2004), Les tactiques de Chro- 
nos 


1: Galilée, lors de ses premières expé- 
riences, utilisa son pouls pour décrire 
le mouvement de corps en chute libre 
sur des plans inclinés. 


2 : C'est en réfléchissant sur le 
concept de simultanéité dans Le cadre 
des phénomènes électrodynamiques, 
qu'Albert Einstein  révolutionnera 
la physique par l'invention d'une 
nouvelle théorie en 1905 : la relativité 
restreinte dans laquelle la simulta- 
néité et la chronologie deviennent 
relatives à l'observateur. 
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3: L'irréversibilité du temps traduit la 
course du temps, à ne pas confondre 
avec la flèche du temps qui traduit l'ir- 
réversibilité de certains phénomènes. 


un principe fondamental de physique qui, jusqu'ici, n’a jamais été 
infirmé : Le Principe de Causalité. 


Principe de Causalité 


La cause est, pour tout observateur, antérieure à l'effet qu’elle 
produit. De manière plus générale, la chronologie de deux évé- 
nements reliés causalement est toujours la même, quel que soit 
l'observateur. 


Autrement dit, Le temps est irréversible : il n’est pas permis de re- 
monter son passé. Enfin, cette course du temps produit de la durée, 
grandeur qui mesure l'éloignement dans le temps de deux évêne- 
ments. Si la date +, repère l'événement À et t}, l'événement B, la 
durée 

At=tz th 


est indépendante de l'observateur et du choix arbitraire de l'origine 
des temps. La mesure des durées s'effectue grâce à une horloge et 
nécessite la définition d'une unité de temps : la seconde du Système 
international. 


L'étalon seconde 


La seconde est aujourd'hui réalisée avec une exactitude relative 
de 10-14, à l'aide d'une horloge atomique, matérialisant la période 
de transition dans l'atome de césium : 


La seconde est la durée de 9192631 770 périodes de la radiation 
correspondant à la transition entre Les deux niveaux hyperfns de 
l'atome ::,Cs dans son état fondamental. 


NB : Initialement la seconde était définie à partir du jour solaire 
moyen ] par la relation J — 86 4005. Aujourd'hui, avec la définition 
de l'étalon seconde, on a J — 86400, 0035. 


Cependant, il ne faut pas s'y tromper, même si la mécanique new- 
tonienne avec son temps absolu a remporté un succès durant près 
de deux siècles, la question du temps refit surface avec la théorie 
de la relativité restreinte (Einstein 1905) dans laquelle la durée, la 
simultanéité et la chronologie deviennent des grandeurs relatives à 
chaque observateur : Le temps absolu disparaît. Aujourd'hui, certains 
théoriciens pensent qu'il faut examiner à nouveau la question du 
temps physique et que le prix à payer pour aboutir à une théorie en- 
fin unifiée de la Physique sera peut-être l'abandon du temps comme 
concept fondamental. Le temps pourrait n'être qu'une illusion, une 
propriété émergente. L'introduction du temps annonça la naissance 
de la physique moderne, sa disparition annoncera peut-être sa ma- 
turité.. 


L'espace 


L'expérience montre que le mouvement possède un caractère relatif. 
En d'autres termes, on ne peut pas dire qu'un corps est «en mouve- 


ment » (ou «au repos ») sans préciser par rapport à quoi. Pour décrire 
le mouvement il est donc nécessaire de préciser un système d'axes 
qui nous permette de repérer la position d'un point : c'est Le repère 
d'espace constitué de trois axes orientés munis d'une origine arbi- 
traire et d'une échelle spatiale permettant de faire des mesures de 
longueur. 


Dans le cadre de la mécanique newtonienne, l'espace est supposé à 
trois dimensions, euclidien (obéissant à la géométrie d’Euclide), ho- 
mogêène et isotrope. Cet espace est absolu et ses propriétés sont in- 
dépendantes de la matière qui s'y trouve. Armés des lois de la géomé- 
trie euclidienne, nous pouvons alors mesurer la distance entre deux 
points ainsi que l'orientation de n'importe quel axe à condition de 
définir une unité de longueur : le mêtre du Système international. 


L'étalon mètre 


Le mêtre a connu en deux siècles quatre définitions successives : 
d'abord lié à un système supposé invariable, la longueur du mé- 
ridien terrestre (1795), le mètre devient en 1889 associé à un bloc 
particulier en platine iridié; Les progrès de la spectroscopie et de 
la physique quantique conduisent à retenir en 1960 un multiple 
de la longueur d'onde d'une radiation émise lors d'une transition 
électronique dans l'atome de krypton. Enfin, depuis 1983 le mètre 
est défini à partir du phénomène de propagation de la lumière 
dans le vide. 


La distance parcourue par la lumière dans le vide pendant 1 se- 
conde vaut, par définition du mètre, 


L = 2997929458 m 


L'étalon mètre est donc relié à l'étalon seconde. 


NB : Initialement, Le mêtre était défini à partir de la longueur du 
méridien terrestre : L — 40 000 km. Aujourd'hui, avec l'étalon mêtre 
actuel (Lié à l'étalon seconde) L = 40008, 08 km; la différence est 
donc imperceptible pour les utilisateurs courants. 


Pour décrire le mouvement d'un corps matériel il est nécessaire de 
préciser par rapport à quel repère d'espace on fait les mesures de 
distance et par rapport à quelle horloge on mesure le temps. Le re- 
père d'espace associé à un repère temporel forme un référentiel. En 
général, on précise uniquement le repère d'espace puisque le temps 
newtonien est absolu. Insistons sur le fait que parler d'un mouve- 
ment sans définir le référentiel n’a aucun sens! 


La théorie de la Relativité Générale inventée par A. Einstein en 1915 est 
une théorie relativiste de la gravitation. Cette théorie remet en cause 
l'idée d'un espace euclidien inerte et indépendant de son contenu ma- 
tériel. Par exemple, au voisinage de la Terre, les lois d’Euclide ne sont 
pas rigoureusement vérifiées ; on observe des écarts relatifs de l'ordre de 
10°.[2] 
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[2] : Damour et al. (1995), «Relativité » 
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1.2 Repérage d’un point 


Considérons un point M décrivant une trajectoire au cours de son 
mouvement par rapport à un référentiel Æ. l'équation horaire est 
l'équation qui permet de repérer le point M à chaque instant t dans 
le référentiel . Par souci de simplicité on se limitera aux mouve- 
ments dans le plan sachant que la généralisation à trois dimensions 
ne pose pas de difficulté particulière. 


Vecteur position 


—— 


Par définition, Le vecteur position est le vecteur #(t) = OM(t). 


Si l'on munit Le plan d'un repère d'origine O (fixe dans Le référentiel 
R) et de deux directions indépendantes définies par la base (u;',&), 
on peut toujours exprimer le vecteur position en fonction de ces deux 
vecteurs de base : 

F(E) = c(éjus + (tu 


On obtient alors l'équation horaire exprimée dans la base (uj,u); 
les coefficients c, et «, désignent les coordonnées de M dans cette 
base. 


IL est pratique d'utiliser une base orthonormée c'est-à-dire un en- 
semble de vecteurs tel que 


ag-{) sii£j 


193 1 sinon 


De sorte que la coordonnée c, s'obtient simplement à l'aide d'un pro- 
duit scalaire 


G=T'U; 


— 


La base cartésienne (a, u,) fait partie de cette classe avec pour par- 
ticularité que les vecteurs unitaires sont fixes dans Æ. Il est alors 


traditionnel de noter x et y les coordonnées de M. 


Exemple : le mouvement circulaire 


Considérons un point M décrivant un mouvement plan muni d'un repère 
(O,u,u,) d'équation paramétrique cartésienne : 


D 9 


m z(t) = Rcoswt a 


y(t) =  RsSinwt 
M décrit une courbe fermée de façon périodique puisque 
x(0) =x(2kn/w) et y(0) =y(2kn/w) avec kEZ 


Par ailleurs, OM? = x? + y? = R? pour tout t. M décrit donc un cercle de 
centre O, de rayon =, à la fréquence 


uw 
V = — 
27 
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Abscisse curviligne 


Supposons que l'on connaisse la courbe sur laquelle se déplace le 
point M. Dans ce cas, la connaissance de la distance à laquelle se 
trouve M d’un point particulier de la courbe suffit à repérer ce point. 
Pour cela, on commence par orienter la courbe, c'est-à-dire que l'on s(t) = M,M(t) 

définit arbitrairement un sens positif. Ensuite, on choisit un point par- M 

ticulier sur la courbe que nous noterons M,. Enfin, on définit la dis- 

tance curviligne s(t) comme étant la mesure algébrique de la distance Mo 

d'arc MoM(*) le long de la trajectoire. Munis de M,, de la courbe et de trajectoire 
s(t), nous sommes capables de repérer le point M à chaque instant 

‘ FIG. 11 : Notion d'abscisse curviligne. 


Exemple du mouvement circulaire 


Reprenons le cas précédent d’un point M décrivant une trajectoire d'équa- y + 
tion paramétrique cartésienne : Fe 
mi z®) = Rcosut 2 M(t) 
y(t) = Rsinwt 
R 
Nous avons vu que le point M décrit un cercle. Si l'on fixe une origine en 
É . à se Rte Eur m wt M 
M, = (R, 0), alors l'abscisse curviligne est liée à l'angle O(t) = wt : : y i 0 
a z 


s(t) = RO(t) = Rut 


La distance algébrique parcourue croît linéairement avec Le temps. On dit 
que le mouvement est uniforme. 


1.3 Vitesse d’un point 
Définition 


La vitesse est une grandeur qui mesure l'évolution de la position par 
rapport au temps. Par ailleurs, cette grandeur est vectorielle car le 
mouvement d’un point se caractérise par une direction et un sens, 
attributs des vecteurs d'espace. Si l'on note M, la position d'un point 
à l'instant t et M’ sa position à l'instant #4 + At, alors on peut définir 


un vecteur vitesse correspondant au trajet MM": trajectoire 
2 MM _.— : 
UM = AN FIG. 1.2 : Définition du vecteur vitesse. 


Cette grandeur désigne le vecteur vitesse moyenne entre deux ins- 
tants. Cependant, cette quantité possède l'inconvénient de ne pas 
donner d'information sur Le mouvement entre t et t + At. C'est pour- 
quoi on fait tendre la durée At vers 0 pour définir le vecteur vitesse 
instantanée du point M. 
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FIG. 1.3 : Système cartésien. 


4: On adopte la notation de Newton : 


ä 


_ de 
_ dt 


rs 


Vecteur vitesse instantanée 


On appelle vecteur vitesse instantanée du point M par rapport au 
référentiel À le vecteur 


Ee 


. def. _ _. OM(t+At)—OM(t)  dOM 
D NT ue tt EU fer 


Le vecteur vitesse est donc la dérivée du vecteur position. Il en 

résulte que le vecteur vitesse est tangent à la trajectoire. La norme 

du vecteur vitesse, que nous appellerons vitesse, se mesure en 
= 

MS ! 


Insistons sur le fait que la vitesse est une notion relative à un référen- 
tiel d'observation. Une fois le référentiel choisi, la vitesse d'un point 
ne prend qu'une valeur à un instant t. Cependant il existe différentes 
façons d'exprimer le vecteur vitesse puisque l'on peut choisir diffé- 
rentes bases de projection. Dans tous les cas, la vitesse scalaire ne 
dépend pas de la base choisie. Le choix de la base est en général 
guidé par la symétrie du problème. 


1. ILest des situations où il importe de préciser le point en mouve- 
ment et le référentiel d'étude. On adopte alors la notation ü,,X2 pour 
désigner le vecteur vitesse du point M par rapport au référentiel Æ. 

2. De façon générale, la vitesse |ü,]| = ]dOM/dél  dOM/dt. Par exemple, 
un point M en mouvement circulaire de centre O garde une distance 
OM constante alors que sa vitesse est non nulle. 


Expression du vecteur vitesse en coordonnées 
cartésiennes 


Considérons un point M en mouvement dans un plan muni d'un re- 
père cartésien d'origine O et de base orthonormée (x, a). Les vec- 
teurs unitaires de la base cartésienne sont fixes par rapport au réfé- 
rentiel d'étude . 


Le vecteur position s'écrit OM — Tru, + yu, OÙ æ et y sont Les coor- 
données du point M en mouvement dans le référentiel Æ. Le vecteur 
vitesse du point M s'obtient en dérivant son vecteur position par rap- 
port au temps : 


dE, dE, du, du 
MT ge TT du dev TT 


: : ” — dü s : 
Les vecteurs unitaires étant fixes dans Æ, on a es = _. = (0. Fina- 
lement, les composantes de la vitesse sont simplement les dérivées 
temporelles des coordonnées de M. On trouve“ 


ele _ o (12) 


Exemple du mouvement circulaire 


Considérons le mouvement plan d'équation paramétrique cartésienne : 


M AU = ne avec uw = CE 
y(t) =  Rsinwt 


On a déjà vu que la trajectoire est un cercle de centre O et de rayon R. 


Le vecteur vitesse s'écrit 


5 — à —= —RuwsSinut 
Hbc Rw COS wt 


On constate que le mouvement s'effectue à vitesse constante puisque 


2 2 
Un = 4/0? +0? = Rw 


IL s'agit donc d'un mouvement circulaire uniforme. 


Expression du vecteur vitesse en coordonnées polaires 


Dans le plan on peut aussi repérer un point à l'aide d’une distance 
et d'un angle orienté. Dans le système polaire on définit 


r=OM et 0=ur 


On associe à ces coordonnées deux vecteurs unitaires u; et ug. Ces 
deux vecteurs forment une base orthonormée. 


Ainsi Le vecteur position s'écrit dans la base polaire 


—— à 
F= ru, — Rd ur 


La base cartésienne étant fixe dans Æ, la base polaire ne l'est donc 

pas. Or la direction a, dépend du temps par l'intermédiaire de l'angle 

O(t). Par conséquent, on a 
du, 


: du; dé 


dt — d0 ” dt 


La dérivée d'un vecteur unitaire par rapport à l'angle qui définit sa 
direction s'obtient en utilisant la règle suivante : 


À savoir 


La dérivée d'un vecteur unitaire par rapport à l'angle qui définit 
sa direction, est Le vecteur unitaire qui lui est directement ortho- 
gonal. 


Lorsque l'on effectue une rotation dans le sens direct de 7/2 du vec- 
teur u,, on obtient wy. Ainsi 


Ga nr 7 
dé — CET => Tu — rÔ = % © (13) 


1.3 Vitesse d'un point | 7 


y a 
ug 7: 
M(r(t), O(t)) 
S 
a o(t) 
ET HA 


FIG. 1.4 : Système polaire. 
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5 : Jean Frédéric Frenet (1816-1900) : 
Mathématicien français normalien 
dont les travaux ont essentiellement 
porté sur la géométrie différentielle 
des courbes gauches (Sur les courbes 
à double courbure 1847). 


6 : Le cercle osculateur est Le cercle 
qui est tangent à la trajectoire en M(t) 
et qui possède la même courbure en 
ce point. 


Trajectoire 


FIG. 1.5 : Repère de Frenet. 


Exemple 


Reprenons le mouvement circulaire d'équation paramétrique cartésienne 


OR avec  w= ct 
y(t) =  RSinwt 
Si l'on décrit ce mouvement à l'aide des coordonnées polaires on obtient 
M ARE avec  w—cCt® 
AE) = 


L'application de la formule (13) donne 


D = f=i 


D = rô = Rw 


D'une part, le vecteur vitesse est bien tangent au cercle puisque selon 
ag. On retrouve d'autre part le fait que la vitesse est constante et égale à 
v = Ruw. 


Expression du vecteur vitesse dans la base de Frenet 


Le repère de Frenet* a pour origine Le point M(#) et pour base or- 
thonormée (£, ñ). Cette base mobile est construite de la façon sui- 
vante : 


1. on définit arbitrairement, un sens positif Le long de la trajec- 
toire; 

2. le vecteur unitaire #, dit vecteur tangent est, comme son nom 
l'indique, tangent à la trajectoire et orienté dans le sens positif; 

3. le vecteur unitaire vi, dit vecteur normal, est quant à lui ortho- 
gonal à £ et orienté vers le centre du cercle localement tangent 
à la trajectoire dit cercle osculateur® représenté en tirets sur la 
figure. 


M est la position du point matériel à l'instant £ et M’ celle pour l'ins- 
tant t + At. Quand At — 0 la corde qui relie Les points M et M'tend 
vers la longueur d'arc MM' de sorte que 


CN LU ee 
MT Ai At Ai0 At dé 
On retiendra que la donnée de l'abscisse curviligne s(t) ainsi que la 
trajectoire permettent de connaître la position du point M, la direc- 


tion du vecteur tangent ainsi que le vecteur vitesse via 


1.4 Accélération d'un point 


Exemple 


Reprenons le mouvement circulaire qui nous sert de fil rouge pour ce 
chapitre. On peut Le décrire à l'aide de l'équation horaire 


s(t) = Rwt — hu = pi Rut 


Supposons que le mouvement soit toujours dans le même sens et 
que l'on oriente la trajectoire dans le sens du mouvement. Dans ce 
cas s(t) s'interprête comme la distance parcourue à partir de l'origine 
M, Cette grandeur s'obtient par intégration de la vitesse : 


ds | 
7 . — !\ dt’ 
nr = s(t) — s(0) Î u(t’) dt 


Notez que si la vitesse est constante, on dit que le mouvement est 
uniforme et l'on a s(t) = vt + s(0). 


La distance parcourue d,, entre Les instants #, ett, > #, s'écrit 


== À o(t) dé 


1 


Relation qui reste valable si le mouvement change de sens. 


1.4 Accélération d’un point 


Vecteur accélération 


Le vecteur accélération est une grandeur d'évolution qui mesure la 
variation du vecteur vitesse, en norme et en direction. 
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F1G. 1.6 : Définition du vecteur accélé- 
ration. 


… d? 
7: On note à = ŸF etc. 


Notez qu'un mouvement rectiligne uniforme se caractérise par un 
vecteur accélération nul puisque le vecteur vitesse garde une norme 
et une direction constantes. Autrement dit, Le vecteur accélération 
peut être vu comme une mesure d'un écart au mouvement rectiligne 
uniforme. 


mA lim _ 
dy = + 
At-0 At trajectoire M 


L'expression du vecteur accélération s'obtient donc en dérivant Le vec- 
teur vitesse. Donnons son expression dans différents systèmes de co- 
ordonnées. 


Expression du vecteur accélération en coordonnées 
cartésiennes 


Les vecteurs unitaires étant fixes par rapport au référentiel d'étude, 
il suffit de dériver les composantes de la vitesse’ 


Exercice - Un point M décrit le mouvement plan d'équation paramétrique 
cartésienne : 


avec w = Cie 


x(t) —  Rcosut 
y(t) =  RsSinwt 


Montrer que le vecteur accélération est toujours dirigé vers le même point 
que l'on identifiera. 


Expression du vecteur accélération en coordonnées 
polaires 


Nous avons montré que la vitesse d'un point M repéré par ses coor- 
données polaires s'écrit 


Wu =, + rôug 


Pour obtenir l'accélération il faut dériver à nouveau par rapport au 
temps : 
.dug 


dû du : 
de Un =Fu+t D HFO(E) üg + rôug + r0 
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On a déjà vu que 


du; 
Fr 


Si l'on applique à cette relation, la transformation 4 H 4 + 7/2 on 
obtient 
duy 


üu,. R üg Up —U, et H — —Ou,. 


Finalement l'accélération s'écrit 


5 — r0? = (2 

Ne (1.7) 
M r0 +2r0 = a; 
De la même manière que les composantes du vecteur vitesse ne sont 
pas obtenues en dérivant les composantes du vecteur position, les 
composantes du vecteur accélération ne sont pas non plus obtenues 
en dérivant simplement les composantes du vecteur vitesse. 


Exercice - Un point M décrit un mouvement circulaire d'équation polaire 
r(t) = R et 0 = wt avec w = C. Montrer que l'accélération vaut v?/R. 


Expression du vecteur accélération dans la base de 
Frenet 


IL est intéressant de montrer que l'accélération présente deux as- 
pects : c'est non seulement une mesure du caractère non uniforme de 
la trajectoire mais aussi de son caractère non rectiligne. La formule 
de Frenet résume parfaitement cette idée. 


Partons de l'expression (14) et dérivons-la par rapport au temps : 


à _d'sr, ds df 
MT Ge dt dt 


Or, le vecteur unitaire £ change de direction au cours du temps puis- 
qu'il est lié au mouvement de M. Par définition du rayon de courbure 


local Ron a 
ds 


) 
——= — À avec VU = — 
R ft dt 


Complément sur Le rayon de courbure 


On a vu que lors d'un mouvement circulaire uniforme de rayon R, l'accé- 
lération est centripète et vaut v?/R. Ainsi 
v? dé 


d D = Feu _v. 
CET Ur dr 


Dans le cas d'une trajectoire quelconque, on peut toujours appliquer 
cette relation entre deux instants suffisamment proches pendant lesquels 
le mouvement peut être considéré uniforme. Dans ce cas, le rayon de 
courbure devient une notion locale évoluant au cours du trajet et qui 
s'interprète comme le rayon du cercle osculateur$ à La trajectoire, en M. 


8 : Le cercle osculateur est le cercle 
qui épouse le mieux possible la 
courbe en ceci qu'il présente la même 
tangente et a la même courbure que la 
courbe en M. 
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FIG. 1.7 : Mouvement rectiligne 


En substituant dans l'expression de l'accélération, on trouve la for- 
mule de Frenet : 


Le vecteur accélération possède donc deux composantes : 


1. une composante tangentielle liée au caractère non uniforme de 
la trajectoire; 

2. une composante normale liée à la courbure de la trajectoire. 
Notez que le rayon de courbure au point M varie, a priori, au 
cours du temps. 


À partir de la formule de Frenet, nous constatons que le produit sca- 
laire dy + à s'écrit 

seu dt Id 

MORE 2 di 


Ainsi, Le signe de ce produit scalaire nous renseigne sur le caractère 
ralenti (|v,| diminue au cours du temps) ou accéléré (lv,| augmente) 
du mouvement. On retiendra la règle suivante : 


1.5 Quelques mouvements simples 


Le mouvement rectiligne 


Considérons un point M en mouvement sur une droite orientée et 
appelons s(t) = OM(t) l'abscisse curviligne algébrique par rapport à 
un point O de la droite. Le trajet étant rectiligne, La courbure 1/R est 


É 
M(+) 
s(t) 
nulle. On a, d'après les formules de Frenet : 
._. ds- , da 


Les vecteurs vitesse et accélération sont dirigés suivant la trajectoire. 


Le mouvement rectiligne uniforme - On dit que le mouvement est 
rectiligne uniforme lorsque le vecteur vitesse est uniforme. Dans 
ce cas, l'accélération est nulle et l'équation horaire s'écrit 


s(t) =vt+so | © (1.9) 


Entre deux instants, le trajet augmente proportionnellement à 
la durée : As = v,At. 

Le mouvement rectiligne uniformément accéléré - Il s'agit d'un mou- 
vement rectiligne pour lequel l'accélération est constante. Dans 
ce cas, en intégrant deux fois l'accélération, on obtient 


Q (110) 


s(t) 


L' 
out Up. 


où v, et s sont respectivement la vitesse algébrique et l'abs- 
cisse curviligne à l'instant & — 0. 


Le mouvement circulaire 


Considérons un point M décrivant un cercle de rayon R et notons 0 
l'angle formé par l'axe (Ox) et Le rayon vecteur OM. 


Mouvement circulaire uniforme - Le mouvement est uniforme quand 
ÿ augmente linéairement avec le temps : 


0 = wt 


w représente donc une vitesse angulaire et s'exprime en rad.s”1. 
Ici, Le cercle est décrit à vitesse angulaire constante ce qui est ca- 
ractéristique du mouvement circulaire uniforme. Ainsi Le point 
M fait un tour au bout d'une durée constante T'appelée période 


= (111) 


&w 


M) 


et le nombre de tours effectuës en 1 seconde s'appelle la fré- 
quence v et se mesure en hertz en hommage à Heinrich Rudolf 
Hertz? (Symbole Hz) : 


Q (112) 


Comme nous l'avons déjà montré, la vitesse est constante et 
l'accélération centripète. On retiendra 


= Rwt et V) (113) 


Mouvement circulaire non uniforme - Supposons maintenant que @(t 


varie de façon quelconque. Par définition de l'angle exprimé en 
radians, l'abscisse curviligne s'écrit s(t) = M,M(t) = RO(t) d'où 


1.5 Mouvements simples 


Remarque -— Ent 
tona 


2 


2 
Va — V] 


13 


re deux instants #, et 


= 2a(s3 — 5) 
Tu 
M(#) 
R 
o(t) 
_ x 


FIG. 1.8 : Mouvement circulaire. 


9: Heinrich Rud 


olf Hertz est né à Ham- 


bourg en Allemagne (1857-1894). Physi- 


cien cél 
mière 6 
radio en 
mètres 
preuve de la vali 
tromagnétique 
milieux scientifi 
comme le décou 
la raison pour 


ëêbre po 
mission 
1887, S 


ur avoir réussi la pre- 
et réception d'ondes 
ur une distance de 20 


donnant du même coup une 


dité de la théorie élec- 
de Maxwell. Dans les 
ques, il est considéré 
vreur de la radio. C'est 
laquelle on a donné 


le nom d’ “ondes hertziennes” aux si- 


gnaux radio et 


pourquoi l'unité de la 


fréquence qu'on 
part, a été remp 


) 


appelait cycles au dé- 
lacée par hertz. 
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la vitesse 


= {= Ru(t)é avec uw(t) = O(t) | © (114) 


w désigne la vitesse angulaire instantanée. 
Le vecteur accélération s'écrit grâce à la formule de Frenet 


dy = R—t+ Run | © (115) 


POSTULATS DE LA DYNAMIQUE 


Isaac Newton (1642-1727) - physicien et mathématicien anglais — fut 
le théoricien le plus respecté du XVII® siècle. IL publie en 1687 son 
ouvrage phare Naturalis Philosophiæe Principia Mathematica dans 
lequel il jette Les bases mathématiques de sa mécanique : il réussit 
le tour de force d'unifier les lois de la mécanique terrestre (chute des 
corps) avec les lois de la mécanique céleste. Son traitement du mou- 
vement des planètes en accord avec les lois de Kepler, transformera 
cette théorie en un véritable pilier de la physique moderne pendant 
plus de deux siècles, jusqu'à l'arrivée d’un certain Albert Einstein. 
Newton fonde sa théorie sur trois principes que nous allons détailler. 
Insistons sur le fait que ces trois principes forment un tout indisso- 
ciable et cohérent. 


Version en ligne 


https://femto-physique.fr/mecanique/ 
postulats-de-la-dynamique.php 


21 Lois de Newton 


Notion de point matériel 


La mécanique newtonienne repose sur un concept clé : Le point ma- 
tériel. En effet, on admet que tout système mécanique peut, à par- 
tir d'une certaine échelle, se décomposer en points matériels, sans 
structure interne (on peut penser aux atomes mais ce n'est pas né- 
cessaire) qui interagissent les avec sur les autres via des forces qu'il 
s'agit de modéliser. 


Le point matériel 


Un système mécanique sera assimilé à un point matériel si son 
état (position, mouvement) est complètement décrit à l’aide de 
trois coordonnées spatiales au maximum. 

De plus, un point matériel se caractérise par une propriété dyna- 
mique : la masse inerte notée m mesurant l'inertie du mouvement. 
Cette quantité est un scalaire positif et s'exprime en kilogrammes 
(symbole kg) dans le Système international d'Unités. 


La connaissance des lois qui régissent le mouvement d'un point ma- 
tériel permet de décrire l'évolution de tout système matériel. La méca- 
nique céleste, la mécanique des solides et la mécanique des fluides 
reposent sur cette approche réductionniste. 
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1: La position de G ne dépend pas du 
choix de O. En effet, si nous considé- 
rons un autre point fixe O' la définition 
de G peut s'écrire 


m00°+m 0'G = ÿ[m; (00 + O'M;) 
ä 
c'est-à-dire 
m 0'G = ÿm,0M, 
è 


Par ailleurs, si l'on place O en G on ob- 
tient une autre définition de G: 


Dm, NE = 0 
i 


Nous verrons plus tard qu'il est possible, dans certaines conditions, 
d'assimiler un système macroscopique à un point matériel. Pour l'ins- 
tant il suffit d'admettre qu'il existe une échelle à partir de laquelle 
ce réductionnisme est possible. 


Quantité de mouvement 
Définition 


Un point matériel Men mouvement dans un référentiel À, acquiert 
une quantité de mouvement (ou impulsion) 


Em, (21) 


avec m désignant la masse inerte du point matériel 


La quantité de mouvement d'un système de points se construit en 
sommant les contributions de chaque point matériel. Ainsi, la quan- 
tité de mouvement d'un système mécanique &$ formé de N points 


sea PT MT TT Sri liés 


N N PET 

L - dOM, 

Ps — | Mu, — | mi dt - 
i=1 i=1 


Si maintenant nous définissons le centre d'inertie G comme étant le 
barycentre des masses inertes! : 


i=1 î 


il vient alors, par dérivation : 
d0G = dOM, 

dt — D dé 

Ainsi, la quantité de mouvement d'un système de points matériels 


S, de masse totale m, est la même que celle d’un point matériel de 
même masse et situé au centre d'inertie G. 


D = MS = mi Va (22) 


Principe d'inertie 


Le principe d'inertie est un des piliers de La mécanique newtonienne. 
C'est Galilée qui en eût l'intuition et Newton qui Le formalisa dans ses 
Philosophiæ Naturalis Principia Mathematica. L'idée sous-jacente du 
principe d'inertie est l'homogénéité de l'espace : un corps isolé n'a 
aucune raison d'aller plus à droite qu'à gauche ni plus vers l'arrière 
que vers l'avant; le mouvement naturel est le mouvement rectiligne 
uniforme. 


Principe d'inertie 


Dans un référentiel galiléen, un point matériel isolé (Libre de toute 
influence extérieure) conserve sa quantité de mouvement. En consé- 
quence, sa trajectoire est rectiligne uniforme. 


Insistons sur le fait que ce principe définit la notion de référentiel ga- 
liléen. On montre dans le Chapitre 8 sur les référentiels non galiléens, 
que tout référentiel en translation rectiligne uniforme par rapport à 
un référentiel galiléen est lui-même galiléen. C'est pourquoi, il suffit 
de trouver un référentiel galiléen pour en trouver une infinité. Cepen- 
dant, le caractère galiléen étant lié à la validité du principe d'iner- 
tie, il est tributaire de la précision avec laquelle on procède à cette 
vérification. Ainsi, nous ne connaissons pas de référentiels absolu- 
ment galiléens mais seulement des référentiels approximativement 
galiléens sur une certaine échelle de temps. Par exemple, Le référen- 
tiel terrestre n'est pas galiléen mais les manifestations de son carac- 
têre non galiléen sont, en première approximation, négligeables. Par 
conséquent, sauf avis contraire, Le référentiel terrestre sera considéré 
galiléen. 


Principe fondamental de La dynamique 


Nous venons de voir que dans certains référentiels, si les actions exer- 
cées sur un point matériel M se compensent, sa quantité de mouve- 
ment se conserve. Ainsi, toute variation de quantité de mouvement 
est la signature d'une action non compensée de l'environnement que 
l'on modélise à l’aide du concept de vecteur force. La deuxième loi de 
Newton -dite aussi principe fondamental de la dynamique- postule 
simplement que l'action d'une force est de faire varier la quantité de 
mouvement de façon proportionnelle : 


Principe Fondamental de la Dynamique (PFD) 


Dans un référentiel galiléen , un point matériel M soumis à une 
force f voit sa quantité de mouvement varier d'autant plus vite 
que la force est importante. l'équation du mouvement est donnée 
par 


du + 
ae = Me f (23) 


Détaillons certains aspects de ce postulat : 


- Tout d'abord on voit ici que la masse m mesure l'inertie du point 
matériel dans le sens où plus sa masse est importante plus 
il sera difficile de modifier son vecteur vitesse. Par ailleurs, la 
mécanique newtonienne suppose l'invariance de la masse par 
changement de référentiel. 

La grandeur f est un vecteur qui décrit l’action de l'environne- 
ment extérieur sur Le point M. La force présente un point d'ap- 
plication (ici M), une direction, un sens et une intensité. Notez 
bien, que la seconde loi de Newton n'est pas une définition de 


Y 
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2 : Notez cependant que le principe 
d'inertie et le principe fondamental de 
la dynamique sont conservés en relati- 
vité restreinte à condition de redéfinir 
la quantité de mouvement. 


[3] : HACYAN (2009), «What does it 
mean to modify or test Newton's se- 
cond law?» 


3: La troisième loi suppose implicite- 
ment que l'action se propage de façon 
instantanée. En fait, un des résultats 
importants de la théorie de la Relati- 
vité est qu'il est impossible de trans- 
mettre une information plus vite que c, 
c'est pourquoi le principe des actions 
réciproques n'est plus valide en relati- 
vité. 


la force mais bien un principe d'évolution qui dit comment la 
nature se comporte. C'est en associant ce postulat aux lois d'in- 
teraction que l'on peut prévoir les mouvements. De même que 
pour la masse, la force est invariante par changement de réfé- 
rentiel en mécanique classique. 

+ L'équation du mouvement est une équation vectorielle qui peut 
s'écrire comme trois équations différentielles de La forme 


mÉ un Fr 02,ut) 
my = J, (2,9, 2, €, Ÿ,2,t) 
mi — A EE A 


On peut montrer que, moyennant quelques hypothèses mathé- 
matiques peu restrictives, la solution existe et est unique à 
condition de connaître la position et La vitesse du point M à 
l'instant initial. 


Dans le Système international d'unités, une force se mesure en new- 
tons (symbole N) en hommage à Isaac Newton. L'analyse dimension- 
nelle de l'équation du mouvement permet de relier Le newton aux 
autres unités de base du Sl: 


[f] = MLT 2 — 1N=1kg.m.s ? 


La seconde loi de Newton est valide tant que les vitesses envisagées 
sont petites devant c + 3,0-108 m/s. Dans Le cas contraire Le problème 
relève de la Relativité Restreinte? (Einstein 1905). 


Dans le cadre newtonien, c'est-à-dire pour des vitesses faibles devant c, 
certains auteurs remettent en cause le PFD pour les très faibles accéléra- 
tions (a S 10712 m.s-?) et proposent une théorie modifiée (théorie MOND 
pour MOdified Newtonian Dynamics[3]) ce qui leur permet de justifier 
l'anomalie du profil des vitesses dans les galaxies sans avoir recours au 
concept mystérieux de masse cachée. 


Théorème du centre d'inertie 


Newton ajoute enfin un troisième principe. 


3° loi de Newton ou principe des actions réciproques 


Tout corps À exerçant une force sur un corps B, subit de la part de 
B une force d'intensité égale, de même droite d'action et de sens 
opposé?. Autrement dit, Les actions réciproques sont opposées et 
coaxiales. 


Ce principe permet d'établir Le théorème du centre d'inertie. Considé- 
rons un système 8 de N points matériels M, ;:4.. m3 (Cf FIG. 21). Ce 

système est Le siège d'actions extérieures f;°* (pesanteur par exemple) 
et d'actions internes f,; du point M; sur le point M;. 


Système $ de points matériels 


Lorsque l'on applique le PFD à chaque particule M, on obtient, dans 
le référentiel d'étude supposé galiléen, 


dm  — _ 
dt — FE + D 
JF? 


Par ailleurs, en vertu du principe des actions réciproques, les forces 
internes se compensent deux à deux. Aussi, sommons toutes les équa- 
tions du mouvement de chaque particule de façon à annuler les ac- 


tions internes : Le 
Pi __ Us _ “p'ext 
dé de DE 


Et compte tenu de la relation (22), on obtient le théorème de la ré- 
sultante cinétique. 


Théorème du centre d'inertie (TCI) 
Dans un référentiel Æ galiléen, Le centre d'inertie d’un système 
matériel vérifie l'équation 


dbs _ 
2 = jo, = FE 
dt de 


où FX désigne la résultante des forces extérieures. 


Ainsi, le centre d'inertie a le même mouvement qu'un point maté- 
riel de masse m soumis à la force FX. 


Le théorème de la résultante cinétique signifie donc que le mouve- 
ment du centre d'inertie ne dépend que de la connaissance des ac- 
tions extérieures au système. Cependant il ne signifie pas que l'on 
peut assimiler un système matériel à un point matériel (ici G affecté 
de la masse m) au sens où la résultante des forces extérieures peut 
ne pas dépendre exclusivement des coordonnées de G mais d'autres 
variables liées à La structure interne du système. Pour s'en convaincre 
il suffit de faire dévaler à un œuf une pente : suivant que l'œuf est 
cuit où pas, on observera deux mouvements différents“. 


En revanche, si Le système n'est pas trop grand par rapport aux corps 
avec lesquels il interagit et suffisamment éloigné d'eux, alors la ré- 
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FIG. 21 : Illustration du théorème du 
centre d'inertie. 


4: Dans cet exemple on peut montrer 
que la force de frottement solide dé- 
pend de la structure interne de l'œuf. 
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5 : Dans un système planèête-Lune, 
les mouvements de marée dissipent 
progressivement l'énergie ce qui en- 
gendre une circularisation des orbites 
ainsi qu'une synchronisation des rota- 
tions propres. Dans le cas de la Terre, 
la puissance dissipée est de l'ordre de 
4 TW ce qui produit une augmentation 
de la durée du jour d'environ 2 ms par 
siècle et un éloignement de la Lune 
d'environ 4 cm par an. On voit donc, 
qu'à l'échelle de l'année ces phéno- 
mênes sont totalement négligeables 
[voir 4]. 


sultante des forces ne dépend que de la position (et éventuellement 
de la vitesse) du centre d'inertie G. Par ailleurs, si le système est ri- 
gide et en translation (éventuellement associée à une rotation uni- 
forme), alors la dynamique du corps ne dépend que des coordon- 
nées du centre d'inertie. Dans ce cas, on peut assimiler Le système à 
un point matériel de masse, la masse totale et de position celle du 
centre d'inertie. Par exemple, le mouvement orbital de la Terre peut 
être assimilé à celui d'une masse ponctuelle située en son centre liée 
par gravitation avec les autres astres (notamment le Soleil) de l'Uni- 
vers. En effet, d’une part les distances qui séparent les astres sont très 
grandes devant le diamètre terrestre (environ 13 000 km) et d'autre 
part la Terre est une boule relativement rigide en rotation quasi uni- 
forme. Il faut cependant avoir à l'esprit qu'il s'agit bien d'une idéalisa- 
tion car si l'on y regarde d'un peu plus près, notre planète est consti- 
tuée de parties déformables (un noyau liquide, des océans et une 
atmosphère) qui ont une influence sur La rotation propre de la Terre 
ainsi que sur son orbite. La Lune qui est l'astre le plus proche exerce 
une action légèrement différente sur Les océans et sur Le centre de la 
Terre de sorte que cela modifie Le mouvement relatif des différentes 
parties®. 


Le théorème du centre d'inertie possède N fois moins d'information que 
le principe fondamental de la dynamique puisqu'il ne permet d'obtenir 
que le mouvement du centre d'inertie (3 équations scalaires) contraire- 
ment au PFD qui donne accès au mouvement de tous les points du sys- 
tème (3N équations). 


2.2 Interactions fondamentales 


Généralités 


Dans l’état actuel de nos connaissances, l'étude de la matière depuis 
l'échelle subatomique jusqu'à l'échelle cosmique permet de postuler 
l'existence de seulement quatre interactions fondamentales permet- 
tant d'expliquer tous les phénomènes de la Nature. Ces interactions 
se caractérisent par des intensités et des échelles d'action très diffé- 
rentes (cf. TAB. 21). 


l'interaction gravitationnelle est l'interaction la plus faible dans la na- 
ture et paradoxalement la première décrite. Cette interaction est res- 
ponsable de la pesanteur, des forces de marée et des phénomènes 
astrophysiques. Pendant plus de deux siècles, la description newto- 
nienne a prédominé jusqu'au début du XX° siècle où Albert Einstein 
interpréta la gravitation en termes géométriques, comme une défor- 
mation de l'espace-temps, nouveau concept issu de la théorie de La 
relativité restreinte inventée quelques années auparavant. 


Du fait de l'électroneutralité de la matière macroscopique, l'interac- 
tion électromagnétique fut correctement modélisée plus tardivement 
puisqu'il a fallu attendre Le début du XIX° siècle et les travaux de 
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Coulomb, Biot, Savart, Laplace, Ampère, etc. L'interaction électroma- 
gnétique est à l'origine de La plupart des phénomènes de notre quoti- 
dien : électricité, magnétisme, forces de contact, réactions chimiques, 
propagation de la lumière, transport de l'information, cohésion des 
atomes. Les travaux de Faraday sur l'induction magnétique ont per- 
mis de faire un pas décisif vers l'unification du magnétisme et de 
l'électricité. C'est James Clerk Maxwell qui, en 1864, réalise cette uni- 
fication en proposant une nouvelle théorie dite théorie électroma- 
gnétique dont l'une des conséquences est l'existence d'ondes élec- 
tromagnétiques. Il faudra attendre 1887, huit ans après la mort de J. 
C. Maxwell, pour que Hertz confirme cette prédiction. Après le succès 
de la mécanique quantique au début du XX° siècle, on a cherché à 
décrire l'interaction électromagnétique en termes de champs quan- 
tiques. Cette entreprise, qui débuta par les travaux de Dirac (1928), 
aboutit à la naissance de l'électrodynamique quantique (Quantum 
Electrodynamics - Feynman et al). 


l'interaction forte, confinée à l'échelle subatomique, est à l'origine de 
la cohésion des noyaux atomiques, de la fusion et de la fission nu- 
cléaires. C'est Hideki Yukawa qui élabore la première théorie de l'in- 
teraction forte en 1935 mais il faudra attendre les années 1970 pour 
qu'une théorie plus fiable se fasse jour : la chromodynamique quan- 
tique, c'est son nom, décrit correctement l'interaction forte à condi- 
tion de postuler l'existence de nouvelles particules appelées quarks, 
qui, entre 1967 et 1995, furent toutes découvertes. 


l'interaction faible, malgré ses conséquences vitales pour l'espèce 6: Sans l'interaction faible, le Soleil ne 
humainef, opère sur des échelles sub-nucléaires (101$ m) avec une  Pourrait pas briller... 

intensité relativement faible. Elle est à l'origine de l'instabilité du neu- 

tron et explique notamment la radioactivité bêta. 


TAB. 21 : Les quatre interactions fondamentales. 


Interactions Caractéristiques Théories 

Gravitationnelle Attractive, de portée infinie. Notion de Mécanique classique (1687); Relativité gé- 
masse grave. f + 107%7 N. nérale (1915). 

Électromagnétique Attractive ou répulsive, de portée infinie. No-  Électromagnétisme classique (1865); Élec- 
tion de charge électrique. f < 10 N. trodynamique quantique (1949). 

forte nteraction de très courte portée entre Chromodynamique quantique (1970). 
quarks. Notion de charge de couleur. 
fr 10 N. 

faible. nteraction de très courte portée. Théorie électrofaible (1961-1967). 
f102N. 


f représente la force ressentie par deux protons distants de 5 fermis (1 fermi = 10715 m) 


C'est Isaac Newton qui le premier unifia la mécanique céleste avec 
la mécanique terrestre en postulant l'existence d’une interaction at- 
tractive entre tous les corps matériels. Cette volonté de simplifier se 
poursuivit avec les travaux de Maxwell qui procéda à la seconde uni- 
fication de la physique en inventant l'interaction électromagnétique. 
Depuis, l'unification de toutes les interactions résiste aux tentatives 
des physiciens. En effet, à l'heure actuelle, Les quatre interactions 
fondamentales sont décrites séparément mais trois d’entre elles (Les 
interactions faible, électromagnétique et forte) Le sont en termes de 
champs quantiques dans un même formalisme mathématique : le 
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A - Newton AE - Einstein 
Gravitation 
Coulomb 
Ébébitude 1785 
Électrostatique Eéynmarétal 
[Maxwell y : - Physique 
. 1864 1949 fée? 
Biot et Savart Unifiée : 


Magnétisme 1820 
Becquerel Fermi 
Data ou le oies at RU Ur don our Le os, ag. ie ht eus AO oué Ver ho ll, ui Must a eu er eus aan a ie ne, ‘Re ue ou on lee ou & 
Interaction Faible 1896 1934 
Yukawa 
Interaction Forte 1935 


FIG. 2.2 : Chronologie des différentes théories. 


modèle standard dont le succès s'est traduit récemment par la dé- 
couverte du boson de Higgs en 2013 au CERN de Genêve. La gravita- 
tion quant à elle s'explique très bien dans le cadre de la théorie de 
la Relativité Générale qui n'est pas une théorie quantique. De nom- 
breux physiciens pensent que la quantification de la gravitation est 
la clé qui ouvrira les portes à une Physique Unifiée. L'avenir nous le 
dira. 


Gravitation 


La gravitation est une interaction attractive qui concerne toute la ma- 
tière. Deux masses ponctuelles s'attirent proportionnellement au pro- 
duit de leur masse et à l'inverse du carré de la distance qui les sé- 
pare. Formellement, la force cn qu'exerce une masse ponctuelle m, 


‘az F sur une masse ponctuelle m, s'écrit 
(m) J'12 (mo) 
FIG. 2.3 : Interaction gravitationnelle FE MM. 
PU | Ji2 = on V (24) 


La dépendance en 1/r? a été vérifiée expérimentalement sur une 
échelle allant de 100 4m jusqu'aux dimensions du système solaire. 
Dans le Système international d'unités, les masses, dites masses graves, 
7: Voir le principe d'équivalence au s'expriment en kilogrammes/ et la constante de gravitation univer- 
Chapitre 3. selle vaut 
4 = 6,67.1074 kg! .mi.s? 


La constante de gravitation universelle 


En 1798, Henry Cavendish réussit Le tour de force de «peser la Terre » à 
l'aide d'une balance de torsion. Cavendish ne s'intéresse pas à la constante 
[5] : LAUGINIE (2003), «La pesée de la de gravitation mais son expérience revient à la déterminer [5]. De nos 
Terre » jours, la mesure de SG utilise toujours le principe de la balance de tor- 
sion associé à quelques raffinements techniques. Pourtant la constante 
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de gravitation reste la constante fondamentale la moins bien connue. À 
l'heure actuelle on l'estime à 


G = (6,674 30 + 0,000 15.107141 m°.kg 1.52 [Source : 2018 CODATA] 


Lorsqu'on approche un point matériel M de masse m près d’un sys- 
tême matériel 8 ce dernier exerce sur M une force de gravitation qui 
dépend de la répartition de la matière au sein de S&. Si l'on décom- 
pose Le système en un ensemble de N points matériels P, de masse 
m,, et en supposant que la force de gravitation obéit au principe de 


superpositioné on pourra écrire que le système & exerce sur Mune 8 : Le principe de superposition est 
une conséquence de la linéarité des 


force N. équations qui régissent le champ de 
+ mm; - force. Si un système S, produit, seul 
F — — z PE — M Fat : re : 
ne r? ui = mÿ(M) une force f, sur un point matériel et 
i= 


qu'un système $, produit sur ce même 
où u; est un vecteur unitaire orienté de P, vers M. Par définition, g(M) point une force f,, alors le principe de 


désigne le champ de gravitation au point M. De DO ONE ARAle AUS SERRE 
têèmes, agissant simultanément, pro- 


Pr ; ; duiront une force f, + f,. En toute ri- 
2 1 2 
Une des propriétés étonnantes des interactions en 1/r° est que lorsque aueur. les équations de la relativité gé- 


la distribution de masse présente une symétrie sphérique”, Le champ nérale n'étant pas linéaires, la gravita- 
de gravitation en M ne dépend que de la distance OM et de la masse tion ne respecte pas le principe de su- 


contenue dans la sphère de rayon OM. perposition. Cependant, il s'agit d'une 
bonne approximation si les champs de 
gravitation sont faibles ce qui est le 
À : cas pour tous les corps du système s0- 

A retenir Dire. 
Le champ de gravitation produit par une répartition de masse à 9 : ILexiste alors un centre O d'où la 
symétrie sphérique de centre O. vaut : répartition de la matière est identique 
É ’ quelle que soit La direction dans la- 

Gm(r) quelle on regarde. 
gr) = 5% 


où r est la distance OM, a; le vecteur unitaire radial centrifuge et 
m(r) la masse contenue dans la sphère de rayon r. 

Une conséquence immédiate est qu'une boule à symétrie sphé- 
rique de masse m et de rayon R produit, à l'extérieur de la boule, 
un champ de gravitation identique à celui qu'exercerait une masse 
ponctuelle de masse m située au centre de la boule : 


gr >R)=-—uù 


Sur Terre, la force de pesanteur P, ou poids, à l'origine de la chute 
des corps est essentiellement due à la force de gravitation terrestre 
(cf. Chapitre 11 pour une étude détaillée de la pesanteur terrestre) 
et l'on peut écrire P & mÿ. Au voisinage du sol, ÿ est uniforme et a 
pour intensité g = 9,8 N.kg-1. Tant que la dimension du corps reste 
faible devant le rayon terrestre, on montre que le poids s'applique | 


&! 


au barycentre des masses et ne dépend que de la position du centre 
d'inertie. C'est pourquoi lorsque l'on étudie la chute des corps on 


assimile ces derniers à des points matériels. Sol terrestre 
4 
Exercice - Calculer le poids d'une roche de masse m = 1 kg située à la FIG. 2.4 : Poids d'un corps. 
surface de la Lune sachant que La masse de la Lune vaut m, = 7,35.10?? kg 


et son rayon À, = 1737 km. 
Rép. P = 1.62N 
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FIG. 2.5 : Forces de Coulomb 


10 : Les équations qui régissent les 
effets électromagnétiques étant li- 
néaires, les forces électromagnétiques 
obéissent au principe de superposi- 
tion. 


Interaction électromagnétique 


L'interaction électromagnétique possède deux aspects : la force élec- 
trique et la force magnétique. La force électrique entre deux parti- 
cules électriquement chargées est soit attractive soit répulsive. L'état 
électrique des particules est caractérisé par leur charge électrique a, 
scalaire positif ou négatif. Deux charges ponctuelles de même signe 
subissent des forces répulsives opposées et coaxiales en accord avec 
le principe des actions réciproques. Lorsque les deux charges élec- 
triques sont de signes opposés, les forces sont attractives. 


En 1785, Charles-Augustin Coulomb met en évidence, à l'aide d'une 
- balance de torsion qu'il a réalisée lui-même, la loi qui porte désor- 
mais son nom. La force électrique -dite aussi force coulombienne- 

entre deux charges ponctuelles immobiles dans le vide varie comme 

l'inverse du carré de la distance qui les sépare et dépend de leur 
quantité de charge : 


Fo = KB | © (25) 


Dans le Système international d'unités, les charges s'expriment en 
coulombs (symbole : C) et la constante K vaut 


K= = 9,0.10° m.F 


ÂTEO 


où €, désigne la permittivité diélectrique du vide. 


Exercice - Dans l'atome d'hydrogène, comparer la force électrique que res- 
sent l'électron de la part du proton avec la force gravitationnelle. On donne 


» charge élémentaire : e — 1,6.10 !° C; 
>» masse de l'électron : m, = 9,1.107%! kg; 
> masse du proton : m, = 1,67.107*7 kg, 


Rép. Le rapport de la force électrique sur la force gravitationnelle vaut 
2,3.10%°. 


SEE 


cées en P, et une charge test q placée en M. Cherchons à exprimer la 
force électrique qu'exerce cet ensemble de charges sur la charge test. 
D'après le principe de superposition! Les forces qu'exercent chacune 
des charges a, sur la charge q ont pour résultante : 


En È Gi U - di P,M PA 
F=qd 5 = = GE(M) 


où E(M) désigne Le champ électrique créé en M par la distribution 
de charges. Notez que la force électrique et la force de gravitation 
sont mathématiquement analogues : la masse et Le champ de gravi- 
tation sont à la force de gravitation ce que sont la charge et Le champ 
électrique à la force électrique. 


Mises en mouvement, ces charges font apparaître une composante 
supplémentaire dite force magnétique. Par exemple si l'on considère 
deux charges électriques q, et 4 animées de vitesses respectives v, 
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et v, la force électromagnétique que produit g, Sur q s'écrit sous la 
forme 


GUN (2.6) 


où B, désigne, par définition, le champ magnétique produit par la 
charge q,. Notez que la force magnétique qu À B, est toujours or- 
thogonale à w, et de ce fait viole Le principe des actions réciproques 
puisqu'elle n’est pas nécessairement portée par la droite qui joint Les 
deux charges. 


Les champs magnétiques sont produits à l'aide de courants élec- 
triques ou de matériaux aimantés et se mesurent en teslas (symbole : 
T) dans Le Système international d'unités. 


Les interactions nucléaires 


Les interactions faible et forte ont la particularité d'être des interac- 
tions de très courte portée : elles agissent sur une distance caracté- 
ristique de l'ordre du fermi (1 fermi = 1 femtomètre = 10715 m). À cette 
échelle, la physique newtonienne n'opère plus et une description 
quantique est nécessaire. C'est pourquoi nous n'envisagerons que 
les interactions électromagnétique et gravitationnelle par la suite. 


2.3 Lois phénoménologiques 


Lorsque deux corps entrent en contact, dans un premier temps, ce 
sont les atomes en surface qui interagissent via des interactions de 
courte portée de nature électromagnétique, lesquelles seront respon- 
sables de l'apparition, à l'échelle macroscopique, de ce que l'on ap- 
pelle Les forces de contact. Dans un deuxième temps, si ces actions de 
contact sont suffisamment importantes, elles peuvent avoir un effet 
au sein même du solide et perturber la cohésion du corps ce qui pro- 
voque une déformation macroscopique. Nous donnons ici quelques 
lois phénoménologiques associées à ces actions, sans chercher à les 
justifier par des modèles atomiques. 


Contact solide-solide 


Le contact entre deux solides fait apparaître deux forces : une force 
N normale au support et une force T tangentielle au support, dite 
force de frottement solide qui s'oppose au glissement. 


Amontons (1699) et Coulomb (1785) ont établi les lois du frottement 
solide que l'on peut résumer ainsi. 


1. En l'absence de frottement, T = 0. 
2. En présence de frottement on distingue deux cas de figure. 


a) IL y a adhérence et donc absence de glissement tant que 
T < y, N où nu, désigne le coefficient de frottement sta- 
tique. 


Loi de comportement qui permet de 
décrire, dans un certain domaine de 
validité, un phénomène. En général, 
cette loi fait appel à des paramètres 
déterminés par l'expérience. Une loi 
phénoménologique n'est pas fonda- 
mentale. 


“4 


FIG. 2.6 : Forces de contact solide- 
solide. 
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11: La vitesse de glissement est la vi- 
tesse d’un point M du solide situé au 
voisinage de la surface de contact, par 
rapport au support. 


TAB. 2.2 : Quelques valeurs de coeffi- 
cient de frottement statique. 


He ee 


: _ p 
ligne d'écoulement 
— 


———e— 


=> 
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FIG. 2.7 : Traînée et portance. 


12 : Une portance apparaît cependant 
lorsque l'obstacle sphérique est en ro- 
tation sur lui-même : c'est l'effet Ma- 
gnus. 


b) Lorsque la condition ci-dessus ne peut plus être respectée, 
il y a glissement avec frottement. La force de frottement 
est opposée à la vitesse de glissement!! et T = u,N où 
4 désigne le coefficient de frottement dynamique. Les 
coefficients y, et 1, Sont assez proches et en général on a 
Hs > Ha. La TAB. 2.2 donne quelques valeurs de y. 


Interfaces acier/acier acier/téflon pneu/route bois/bois 
ls 0,18 0,04 = 0,8 0,65 


Contact fluide-solide 


Considérons un obstacle solide plongé dans un fluide de masse vo- 
lumique »-. Nous distinguerons deux cas suivant qu'il y a écoulement 
ou non autour du solide. 


Le fluide est au repos - Lorsque le fluide est à l'équilibre dans le 
référentiel lié au solide, Les seules forces à considérer sont des forces 
de pression. La poussée d’Archimède Il désigne la résultante de ces 
forces dans le cas courant où Le fluide est à l'équilibre dans Le champ 
de pesanteur. On retiendra l'énoncé suivant. 


Théorème d’Archimède (250 av. J.-C.) 


Tout corps immergé partiellement ou totalement dans un fluide 
subit de la part de celui-ci une poussée verticale, dirigée vers le 
haut, appelée poussée d’Archimède, dont l'intensité est égale au 
poids du volume de fluide déplacé. 

Le point d'application de cette force est le centre de poussée; il 
est différent, en général, du centre de gravité. 


Le fluide est en mouvement - Supposons un solide plongé dans 
un fluide en écoulement permanent de vitesse à loin de l'obstacle. 
l'écoulement autour de l'obstacle fait apparaître, en plus de la pous- 
sée d'Archimède, des forces de friction, dites forces de viscosité dont 
la résultante se décompose en deux actions. 


+ La traînée F de même sens que ÿ et donc opposée à la vitesse 
relative du solide par rapport au fluide, est toujours présente 
dans un fluide visqueux; cette force est responsable de la résis- 
tance au déplacement dans un fluide. 

> La portance F,, orthogonale à la vitesse, est responsable du 
maintien en vol des avions (quand elle est opposée au poids) 
ou du maintien au sol de certains véhicules de course (elle est 
dans ce cas dirigée vers le sol). 


Pour des raisons de symétrie, la portance disparaît quand l'obstacle 
présente un axe de symétrie de même direction que &. C'est pour- 
quoi, un corps sphérique ne subit pas de portance, quelle que soit la 
direction dans laquelle il se déplace". 
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Une analyse dimensionnelle montre que ces forces peuvent s'expri- 


mer ainsi : ; 
2 
F, —= 5PrS Cr 


F, = pr SC, v? 


où C!, et C, désignent les coefficients de traînée et de portance, »; 
la masse volumique du fluide, v la vitesse d'écoulement et S une 
section droite de l'obstacle. Les coefficients C, et C, sont sans di- 


mension et dépendent de façon complexe du régime d'écoulement. 
Pour simplifier, on retiendra les deux cas limites suivants. 


» À grande vitesse ces coefficients sont quasi constants et les 
forces varient alors de façon quadratique avec la vitesse. 


Obstacle | Sphère Plaque Voiture moyenne Obstacle profilé 
C 0,41 1,2 0,35 £&O,1 


» | 


>» À faible vitesse", les coefficients C!, et C, varient comme l'in- 
verse de la vitesse de sorte que les forces de friction varient 
proportionnellement à la vitesse. Dans le cas particulier d'un 
corps en mouvement lent suivant son axe de symétrie, la force 
de frottement fluide qu'il subit s'écrit 


F=av avec a—=c' 


Loi de Stokes 


Stokes a montré que dans le cas d'un corps sphérique de rayon 
r, le coefficient a vaut 6m nr où n désigne la viscosité du fluide. 
Cette loi n’est valide qu'à condition que le nombre de Reynolds 
R, = 2p-vr/n soit petit devant 1. La physique des suspensions 
(particules solides mélangées à un liquide) et des émulsions (mé- 
lange non miscible de gouttelettes liquides dans un autre liquide) 
est régie par cette loi. 


Tension 


Lorsque l'on tire sur un fil extensible (élastique) ou un ressort celui-ci 
s'allonge, dans un premier temps, proportionnellement à la force ap- 
pliquée. On dit que le comportement est élastique. Ce comportement 
est caractéristique de la matière solide et est réversible. En revanche, 
lorsque la force dépasse une valeur seuil, le comportement n'est plus 
réversible; on obtient alors un comportement plastique qui prévient 
en général la rupture. 


Considérons le cas du ressort à spires non jointives : lorsque l'on étire 
légèrement un ressort d'une longueur A4, il produit sur l'agent qui Le 
déforme une force, dite tension élastique, proportionnelle à A£ dans 
une direction opposée à l'étirement. De même si l'on comprime un 
peu le ressort d'une quantité A4, ce dernier produit une force iden- 
tique mais dans la direction opposée. Formellement, en définissant Le 


TAB. 2.3 : C, à grande vitesse pour dif- 
férents obstacles. 


13 : En mécanique des fluides, le ré- 
gime d'écoulement est caractérisé par 
le nombre de Reynolds. Ce nombre 
sans dimension vaut R; = psud/n 
où d désigne une dimension caracté- 
ristique de l'obstacle et n la viscosi- 
té du fluide. On entend par «grande 
vitesse», un régime d'écoulement à 
fort nombre de Reynolds (typique- 
ment 105) et par «faible vitesse» un 
régime à faible nombre de Reynolds 
(<1). 


FIG. 2.8 : Tension élastique. 
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FIG. 2.9 : Fil tendu sur un support. 


vecteur unitaire u, orienté de l'extrémité fixe vers l'extrémité mobile 
du ressort, cela donne : 


T=—k(£— Las | © (27) 


avec /, la longueur au repos, £ sa longueur et k La constante de rai- 
deur. La constante de raideur est une donnée phénoménologique 
qui mesure la résistance à l'allongement et qui s'exprime en N.m-1. 
Notez que pour un élastique, la tension n'existe que si lefilesttendu, 
c'est-à-dire si { > 4,. Par contre, un ressort peut être comprimé ou 
étiré de telle sorte que la loi 2.7 est valable quel que soit Le signe de 
l'allongement x = { — K. 


Interrogeons-nous maintenant sur la façon dont la tension est trans- 
mise le long d’un fil tendu. Supposons que l'on tende un fil en appli- 
quant à son extrémité une force de tension cal le fil étant éventuel- 
lement en contact avec un surface (gorge d’une poulie par exemple). 
Isolons par la pensée une portion de fil située entre s et s + ds où 
s désigne l'abscisse curviligne le long du fil. Cette portion de masse 
dm est soumise à quatre forces : 


* une force de cohésion T(s + ds) due à la partie se trouvant à 
droite du système: 

* une force de cohésion T(s) exercée de l'autre côté; 

* une force de contact df: 

* et la pesanteur dP = dm. 


Si l'on note à(s) l'accélération au point de coordonnée 5, le principe 
fondamental de la dynamique impose 


dmä(s) = Ts) + T(s + ds) + df + dmÿ 


Ainsi cette relation associée aux lois sur le frottement et aux lois de 
l'élasticité permet d'étudier la dynamique du fil On peut retenir un 
résultat particulièrement simple concernant les fils sans masse glis- 
sant sans frottement. En effet dans ce cas 


T(s) = T(s + ds) — Ts) =C 


La tension est donc uniforme le long du fil. Par continuité on déduit 
que T = 7, 


En conclusion, Un fil sans masse se déplaçant sans frottement, trans- 
met intégralement la tension. 


PROBLÈMES DE CHUTE 


Version en ligne 


https://femto-physique.fr/mecanique/ 
problemes-de-chute.php 


31 Principe d'équivalence 


Énoncé 


Le principe d'équivalence est la pierre angulaire de la théorie de la 
Relativité Générale qu'Albert Einstein proposa en 1915 pour traiter la 
gravitation dans un cadre relativiste. En l'état actuel de nos connais- 
sances, ce principe ne trouve pas d'explication, ce qui explique qu'on 
l'érige en principe. Il identifie deux propriétés de la matière concep- 
tuellement différentes : 


>» La masse inerte m qui mesure l'effort à exercer pour changer 
l'état de mouvement d'un corps. Plus cette masse est grande, 
plusilest difficile de changer la vitesse d'un corps. Il s’agit d'une 
propriété qui se rapporte à l'inertie du mouvement. 

>» La masse grave m* qui mesure le couplage entre un corps et le 
champ de gravitation. Plus cette masse est grande, plus la force 
d'attraction dans le champ de gravitation sera importante. 


Principe d'équivalence 


Pour tous les corps, la masse grave est proportionnelle à la masse 
inerte. Plus exactement, le rapport k = m“*/m est indépendant de 
la composition chimique. On choisit k = 1 ce qui permet d'adopter 
une seule unité pour la masse grave et inerte : Le kilogramme!. 


Tester le principe d'équivalence 


Une conséquence de ce principe est l'universalité de la chute libre 
dans le vide. En effet si l'on considère un corps matériel de masse 
inerte m, de masse grave m* tombant dans le vide dans un champ de 
pesanteur g, alors l'équation fondamentale de la dynamique mäà = 
m“g donne, Sim = m*, 
ä—=ÿ pour tous les corps 

Ainsi une plume et un marteau tombent à la même vitesse dans le 
vide. Pour l'anecdote, cette expérience fut réalisée sur la Lune en 1971 
lors de la mission Apollo 15, par Le commandant David Scott’. 


31 Principe d'équivalence . . 29 
Énoncé 


3.2 Chute libre sans frottement 30 


Cas unidimensionnel . . . 31 
Cas bidimensionnel ... 31 
3.3 Chute libre avec frottement 32 
Cas unidimensionnel . . . 32 
Cas bidimensionnel ... 34 
Ordres de grandeur ... 35 


1: Depuis mai 2019 Le kilogramme est 
défini en fixant par décret la valeur 
de trois constantes de La nature : la 
constante de Planck, la célérité de la 
lumière dans le vide et la fréquence de 
transition dans le Césium 133. 


2 : une vidéo est disponible sur 
le site de la NASA à l'adresse 
http://nssdc.gsfc.nasa.gov/ 
planetary/lunar/apollo_15_ 
feather_drop.htmtl 
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[6] : NIETO (1989), « Actually, Eotvôs did 
publish his results en 1910 it's just that 
no one knows about it...» 


La violation du principe d'équivalence signerait l'émergence d'une 
nouvelle physique; c'est pourquoi il est important de savoir avec 
quelle précision est vérifiée ce principe ne serait ce pour fixer des 
contraintes sur les nouvelles théories alternatives. 


Avant la fin du XIX® siècle, l'étude précise de l'isochronisme des pen- 
dules permit de vérifier le principe d'équivalence avec une précision 
de 105 près (Bessel 1830). On doit au Baron Von Eütvôs, un scien- 
tifique hongrois, un test du principe d'équivalence en 1890, avec un 
gain de précision de trois ordres de grandeur. Eôtvôs inventa une ba- 
lance de torsion capable de mesurer très précisément Les variations 
de pesanteur et réalisa que son appareil pouvait également servir à 
tester le principe d'équivalence : deux masses de composition diffé- 
rente sont suspendues aux extrémités d'un pendule de torsion; la 
mesure consiste à vérifier que le bras du pendule tourne de 180° 
lorsque la tête du fil de suspension tourne de la même quantité. Les 
masses subissant l'attraction gravitationnelle de la Terre et la force 
centrifuge due à la rotation de celle-ci, une différence devait être 
enregistrée si Le rapport & = m*/m dépendait de La composition chi- 
miquel6]. Eôtvôs vérifia ainsi Le principe d'équivalence avec une pré- 
cision de 5.10 $. Plus récemment, Adelberger trouva avec la même 
technique, une précision de 2.107. 


À partir de La fin du XX° siècle, des expériences de chute libre dans des 
tours à vide furent également réalisées. Dans ces tours, la précision 
est limitée par la résistance de l'air résiduel et par le bruit sismique. 
Elle est de l'ordre de 10710—1012 tout de même. Le meilleur vide que 
l'on connaît étant celui qui rêgne dans l'espace, l'étude des astres du 
système solaire en chute libre dans le champ de gravitation du Soleil 
permet également de tester Le principe d'équivalence. Par exemple, 
grâce aux réflecteurs installés sur la Lune lors des missions Apollo, 
les scientifiques peuvent, par télémétrie laser, mesurer précisément 
la position de la Lune. Les compositions internes de la Terre et de la 
Lune étant différentes, ces deux astres devraient être accélérés diffe- 
remment vers le Soleil en cas de violation du principe d'équivalence. 
La télémétrie laser confirme le principe d'équivalence avec une pré- 
cision de 2.107151 


3.2 Chute libre sans frottement 


Commençons tout d'abord par traiter Le problème simple de la chute 
libre dans le vide. Considérons un point matériel M de masse m en 
chute libre dans un champ de pesanteur uniforme. Le principe fon- 
damental de la dynamique associé au principe d'équivalence nous 
dit que 

d=ÿ — =ÿt+0% (31) 
où w désigne la vitesse initiale. Le mouvement uniformément accé- 


léré est alors soit rectiligne soit plan. Analysons ces deux cas de f- 
gure. 
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Cas unidimensionnel 


Si Le corps est lancé avec une vitesse initiale colinéaire à g, la trajec- 
toire est nécessairement rectiligne puisque l'accélération est à chaque 
instant colinéaire à la vitesse. Notons z(t) l'altitude du point matériel 
à l'instant t et À l'altitude initiale. l'équation (31) aboutit à 


1 
2=vo—-g — 2= vtt +h 


IL est facile de montrer que le corps atteint le sol avec une vitesse 
v = /v8 + 2gh. Dans le cas particulier où le corps est lâché sans 
vitesse initiale on obtient la fameuse formule : 


v = V2gh | © (322) 


La vitesse de chute est indépendante de la masse et de La forme du 
corps. Notez que cette loi est la même que celle à laquelle obéissent 
les liquides peu visqueux lors de la vidange d'un récipient cylindrique. 
La vitesse d'écoulement varie comme la racine carré du niveau d'eau 
entre la surface libre et l'orifice de sortieÿ. 


Cas bidimensionnel 


Si initialement le corps est lancé avec un vecteur vitesse non coli- 
néaire à g, la trajectoire n'est plus rectiligne. En revanche elle est 
nécessairement plane“. 


Plaçons Le corps matériel à l'origine d'un système d'axes (x02) et lan- 
çons le avec une vitesse vw, formant un angle 4 par rapport à l'axe 
(Ox). l'équation (31) projetée sur l'axe Or donne 


à = v9 COS 0 — æ = Vot COS Ÿ 


Le mouvement suivant Ox est uniforme. En projetant selon Oz on 
obtient 


| . 1 
à = vo sin 0 — gt — 2 = vtsin 0 — gt 


Le mouvement suivant Oz est uniformément accéléré. L'élimination 
du temps permet de trouver l'équation de la trajectoire : 


1 g 9 
2=—2-—— 21 +zxtan8 
2 'v8 cos? 0 


Le point M décrit une trajectoire parabolique. 


3: cf. formule de Torricelli à l'adresse 
https://femto-physique. 
fr/mecanique_des_fluides/ 
fluides-parfaits.php 


4 : On observe une trajectoire plane 
quand le vecteur accélération et le 
vecteur vitesse restent constamment 
dans le même plan; propriété violée 
par exemple lorsqu'on tient compte de 
la rotation terrestre dans l'étude de la 
chute libre 


FIG. 31 : Position du problème. 
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FIG. 3.2 : Influence de l'angle à sur la 
trajectoire. 


La portée r,,., du lancé désigne la distance à laquelle retombe le 
projectile. Il est facile de montrer que 


vÿ Sin 20 
g 


Lmax — 


La valeur de l'angle 4 qui permet de lancer le projectile Le plus loin 
possible correspond donc à 


sin 20 = 1 soit 0 — 45° 


LES 
 BEESR 
| 


3.3 Chute libre avec frottement 


77) 


Envisageons maintenant la présence de frottements et cherchons l'in- 
fluence qu'ils ont sur la trajectoire et la vitesse. Pour simplifier, on 
considère que le frottement se résume à une force de traînée F.. 


Cas unidimensionnel 


Lâchons un corps matériel de masse m, de volume Ÿ et de masse vo- 
lumique » dans un fluide de masse volumique p4. On observe une 
phase accélérée suivie d'un mouvement uniforme à la vitesse 
dite vitesse limite. En effet, à suffisamment grande vitesse, la force 
de frottement F, compense les effets de la pesanteur (poussée d’Ar- 
chimède inclue) ce qui impose une accélération nulle et donc une 
vitesse constante. La poussée d'Archimêde, étant l'opposée du poids 
du fluide déplacé, s'écrit 


FT 2 Pf 
H=-pVg— sr 


de sorte que la somme du poids et de la poussée d'Archimède peut 
s'interpréter comme un poids apparent de champ de pesanteur g' 


P+Il=mÿ avec ÿ = DE 


et la vitesse limite est donnée par l'équation m|g’| = F, La vitesse 
limite dépend donc de la masse et du fluide. Cherchons la durée ca- 
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ractéristique de la phase accélérée ainsi que l'expression de la vitesse 
limite en étudiant deux modèles simplistes. 


Dans le cas des petites vitesses, on peut modéliser la force de traînée, 
en première approximation, par une force linéaire en vitesse 


—_— 


F = -aù 


où a désigne un coefficient de frottement qui dépend de la taille du 
corps et de la viscosité du fluide. La vitesse limite s'écrit v,, = mg'/a. 
A partir de la vitesse limite et de la pesanteur apparente, on peut 
construire une grandeur homogène à un temps que nous appellerons 
T = %,./g". La relation fondamentale de la dynamique se met alors 
sous une forme canonique 


. / . v OO 
MU=Mg A > Vv+-—= — 
T Er 


dont la solution est 
ut) = vs [1 — e-#/7] 


Le temps caractéristique r représente donc le temps de relaxation 
de la vitesse. Pour une durée de 5r on fait une erreur inférieure à 1% 
en écrivant v = v,,.. On pourra donc considérer que 57 représente la 
durée du régime transitoire. 


—— frottement linéaire 
—— frottement quadratique 


Lorsque la vitesse est assez grande, la force de frottement varie gros- 
so modo comme le carré de la vitesse : v(t) 


_ 1 
F,=—fBvi avec 5 = PS Cr 
où le coefficient C, est un coefficient aérodynamique qui dépend 


de la forme du corps et de l'écoulement autour de celui-ci. S est la 
section droite. Ici la vitesse limite vaut 


> _ mg _ | 2mg’ T 
Peo— B à prSC, FIG. 3.3 : Vitesse de chute - Comparai- 
son entre le frottement linéaire et le 


frottement quadratique. 


Elle varie donc comme ,/m. l'équation du mouvement donne 


ÿ=g — a = g! Ë ” (2)] (33) 


Si l'on pose, comme précédemment, 7 = v,,/g’ et x = v/v,, l'équa- 
tion devient après séparation des variables 


v/v 1 t 
en 
6 1—x T 


ce qui donne la solution 


e* —e * 


t 
v(t) = v, tanh (:) avec  tanh(x) = == 
F Se ss 


La fonction tanh(x) est monotone croissante sur R et tend asymp- 
totiquement vers 1 quand x — oo. La vitesse croît donc de façon 
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monotone jusqu'à la vitesse limite et ce régime accéléré a une durée 
caractéristique de l'ordre de 7. La FIG. 3.3 montre notamment que la 
vitesse limite est atteinte plus rapidement avec un frottement qua- 
dratique qu'avec un frottement linéaire. 


ILest également possible d'exprimer la vitesse en fonction de la dis- 
tance parcourue s = h — z. En effet, on peut transformer l'équa- 
tion (33) en utilisant 


du fdv ds\ du  du?/2 
de  \as/\d) ds" ds 


On obtient alors l'équation différentielle linéaire suivante 


d 2g' 
TR +tius2g avec u=v 
S o) 


2 


Cette équation différentielle linéaire à coefficients constants admet 
des solutions de la forme 


2 
u = v2, + Ci exp (= ) 
VyT 


La condition initiale u(0) = 0 permet de déterminer la constante d'in- 
tégration. Finalement la vitesse s'écrit 


v(s)=vLV1—-e-s/t avec L= … = gr 
La grandeur £ homogéne à une longueur, représente la distance carac- 
téristique sur laquelle la particule est accélérée. On retrouve d'ailleurs, 
par un développement limité, que v = /2g's lorsque s  £. Un calcul 
numérique montre que l'on fait une erreur inférieure à 1% en écrivant 
v & v,.,, lorsque s > 44. 


Cas bidimensionnel 


Traitons maintenant le problème du mouvement d'un corps lancé 
avec une vitesse initiale w, dans un fluide visqueux. Considérons le 
cas le plus courant pour lequel la force de frottement est quadratique 
en vitesse F — —Buü. l'équation du mouvement projetée sur Les axes 
usuels (Ox) et (Oz) donne deux équations scalaires : 


Ÿ — OR ru. 
mm 
à — nn. +2 
mm 
IL s'agit d'un système d'équations non linéaires couplées qui peut 


se mettre sous la forme d'un système de quatre équations différen- 
tielles du premier ordre : 


d LA = -g - ÉrVETE 
B 


8 = : 
Ur — Ur oh 
m 
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ILexiste de nombreuses méthodes numériques pour résoudre ce type 
d'équation, comme par exemple la méthode de Runge-Kutta®. La FIG. 
34 montre un exemple de trajectoire calculée numériquement. Les 
différences avec la chute libre tiennent essentiellement dans la di- 
minution de la portée et de la flèche de la trajectoire ainsi que dans 
l'apparition d'une asymptote verticale. En effet, le mouvement sui- 
vant (Ox) n'étant que freiné, la vitesse v, ne cesse de diminuer jus- 
qu'à s’annuler. Pour ce qui est du mouvement verticale, il tend vers 


un mouvement uniforme de vitesse v,, = me. 


Ordres de grandeur 


Arrêtons nous un instant sur les ordres de grandeur et prenons deux 
Cas : 


1. une bille d'acier (p — 7850 kg.m-*) de diamètre 12,6 mm est 
âchée dans l'air (p$ = 1,2 kg/m°). 
2. la même bille d'acier est lâchée dans l'eau (p- = 1000 kg/mÿ). 


Les tables indiquent que le coefficient aérodynamique d'une sphère 


vaut environ €, = 0,44 à suffisamment grande vitesse. On obtient 
les résultats suivants 


fluide | g'(m.s 2?) B(kgm!) v,(m.s 1!) £(m) r(s) 


air = g 33-10 6 49,5 125 5 
eau 0,87 g 27 -10 1,6 015 0,2 


On constate que dans l'air, en première approximation, on peut négli- 
ger les frottements si l'on s'intéresse au mouvement de cette bille sur 
les premiers mêtres. En revanche, dans l'eau, les frottements jouent 
un rôle assez vite, dès les premiers centimêtres. 


5 : cf https://femto-physique. 
fr/analyse-numerique/ 
runge-kutta.php 


FIG. 3.4 : Chute libre avec frottement 
quadratique - Comparaison avec la 
chute libre sans frottement. 


TAB. 31 : Quelques ordres de grandeur 
pour une bille d'acier lâchée dans l'air 
et dans l'eau. 


APPROCHES ÉNERGÉTIQUES 


Hormis quelques systèmes simples, les équations du mouvements 
s'avêrent souvent difficile à résoudre et requièrent des méthodes nu- 
mériques. Toutefois, on peut souvent déterminer des lois de conser- 
vation qui permettent, si ce n'est de résoudre Le problème, au moins 
de caractériser partiellement l'évolution du système. Le concept d'éner- 
gie mène à ce type de loi comme nous allons le voir. 


Version en ligne 


https://femto-physique.fr/mecanique/ 
approches-energetiques.php 
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Travail d’une force 


Lorsqu'une force s'exerce sur un point matériel M, c'est sa compo- 
sante le long de la trajectoire qui modifie la norme de la vitesse. 


Pour mesurer combien une force f travaille à accélérer ou a ralentir 
un point matériel, on définit une grandeur, appelée travail mécanique 
de f et notée W, 8 : 


VI (41) 


où dé désigne le vecteur déplacement infinitésimal du point M le long 
du trajet C8. Le travail est donc une intégrale curviligne dont le ré- 
sultat dépend, a priori, de la force et du trajet. On remarque que si La 
force fait un angle aigu avec le vecteur déplacement, alors W,_,8 > 0: 
On dit que le travail est moteur. Si, au contraire, la force fait constam- 
ment un angle obtus avec le vecteur déplacement, W,_ ,& < 0:le 
travail est résistant. Enfin si La force est orthogonal au déplacement, 
alors W,_,8 = 0: la force ne fait qu'incurver la trajectoire sans modi- 
fer la norme de la vitesse comme nous le verrons plus loin. 


Dans le Système international d'unités, le travail s'exprime en joule 
(symbole : J) en hommage à James Prescott Joule!. Une analyse di- 
mensionnelle donne 


[W] = MLT-2 = LI=tkems 


Notez que l'expression du travail se simplifie dans le cas d'une force 
uniforme : pour un trajet ©,8 on obtient 


Wis=f'AB si f=Cce 


41 Concept d'énergie .... 37 
Travail d'une force .... 37 
Puissance d’une force .. 38 
TECH ess samté ss 39 

4.2 Énergie mécanique . . .. 40 
Forces conservatives . .. 40 


Th. de l'énergie mécanique 42 
Systèmes non conservatifs 43 
Systèmes unidimension- 


els: ses ik Le dtes 43 
4.3 Système de points 46 
TÉCs se us 4 6 8 6e 46 
Théorème de Kœnig . .. 47 
Conservation de l'énergie 48 
Lien avec la thermo ... 50 


1: James Prescott Joule (1818-1889) : 
Physicien anglais qui montra l'équiva- 
lence entre le transfert thermique et 
le travail mécanique. IL découvrit avec 
William Thomson (qui deviendra plus 
tard Lord Kelvin) l'effet Joule-Kelvin à 
l'origine des systèmes frigorifiques. 
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F1G. 41 : Calcul du travail de pesanteur. 


A 
be T 


o 


_ B 


FIG. 4.2 : Calcul du travail des forces de 
frottement. 


Exemple : travail de la pesanteur 


Calculons le travail de la force de pesanteur lorsque le centre de gravité 
G d'un corps matériel se déplace du point À au point B. Le poids étant 
une force constante, on a 


Me, PB Emgh (4.2) 


où h désigne la dénivellation (k > 0). On mettra le signe + quand G des- 
cend (travail moteur) et Le signe - quand G monte (travail résistant). 


On remarque ici que le travail du poids ne dépend pas de la forme du 
trajet mais seulement de la dénivellation. Par conséquent, si le centre 
d'inertie revient à sa position initiale, Le poids n'aura produit aucun 
travail, globalement. On verra que le poids appartient à l'ensemble 
des forces conservatives. En revanche, les forces de frottement ont 
la particularité de travailler en résistance et ce d'autant plus que le 
trajet est long. 


Exemple : travail d’un frottement solide 


Une lugeuse glisse sur une piste de forme quelconque et l'on suppose 
que la force de frottement qu'exerce la neige sur La luge est constante et 
vaut T. Calculons Le travail produit par les forces de contact après avoir 
parcouru une distance L. Tout d'abord, l'action normale à la surface ne 
travaille pas puisqu'elle est orthogonal à la vitesse de glissement. Le tra- 
vail des forces de contact s'identifie donc avec le travail de la force de 
frottement : 
ins | Tdi | Tdé=TL 
Cas Cas 

Contrairement au poids, le travail des forces de frottement dépend de la 
longueur du trajet et donc de la forme du chemin parcouru. 


Puissance d’une force 


Pour mesurer à quel rythme une force travaille, on introduit La notion 
de puissance mécanique. La puissance d'une force, que nous note- 
rons ?, est le quotient du travail fourni sur la durée lorsque cette 
durée tend vers 0: 
._ 6W …. f-dé — 
P=lim—=lim——=f.v 4.3 
6t—0 Ôt 6t-0 Ôt 1 9) 
où v est la vitesse du point d'application de la force. La puissance est 
donc une grandeur instantanée. Finalement, le travail d'une force sur 
un trajet ©,8 peut se calculer à partir de la puissance : 


ts 
Lt 


A 


où t, et & sont les instants où Le point M se trouve en A et B. Dans le 
cas particulier où la puissance est constante, on a tout simplement 


Wie = P x At 


avec At = t8 — t,, la durée que met le point d'application à aller de 
À vers B. 


Dans le Système international d'unités , la puissance s'exprime en 
watt (symbole : W), en hommage à James Watt?. Une analyse dimen- 
sionnelle donne immédiatement 


1W=1)]J.5 


Théorème de l'énergie cinétique 


Considérons un point matériel M de masse m animé d'une vitesse d 
dans un référentiel galiléen Æ et soumis à un ensemble de forces f,. 
La relation fondamentale de la dynamique nous donne 


dv — 
dr = D 


Multiplions par v cette expression. En remarquant que 


il vient 


Le terme de droite correspond à la somme des puissances méca- 
niques. Le terme de gauche est la dérivée de la quantité 


(4.5) 


EM) = Jmv Q 


Une analyse dimensionnelle donne [£.] = ML?T? ce qui correspond à 
la dimension d'un travail. Cette quantité qui ne dépend que du point 
matériel et de son mouvement est appelée énergie cinétique et s'ex- 
prime en joule. Nous avons donc obtenu une équation d'évolution 
de l'énergie cinétique : 


d 
a (6e) = 2 


Si nous intégrons cette équation sur Le temps entre Les instants #, et 
t , On obtient : 


def : 
AËe _ Ec(B) — Ec(A) = SWËE 
k 
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2 : James Watt (1736-1819) : Ingénieur 
écossais qui apporta de nombreuses 
innovations à la machine à vapeur. On 
lui doit également l'unité de «cheval- 
vapeur» encore utilisée dans le do- 
maine automobile : 1 ch = 736 W. 
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l'opérateur V est un opérateur dif- 
férentiel linéaire. IL s'applique à une 
fonction scalaire de l'espace (champ 
scalaire) et retourne une fonction vec- 
torielle de l'espace (champ vectoriel). 
IL se lit gradient ou nabla et se note: 


gradf(x,y,z) où Vf(x,y,2) 


L'expression de l'opérateur gradient 
dépend du système de coordonnées. 
En coordonnées cartésiennes on re- 
tiendra la formule suivante : 


_ 0f_. 0f_, 0f_, 
Via = Eu St + LU 


Théorème de l'énergie cinétique (TEC) 

Dans un référentiel galiléen , l'énergie cinétique €.(M) E ALLIE 
d’un point matériel M subissant Les actions f, vérifie La Loi d'évo- 
lution : 


L (He [Formulation différentielle] (4.6) 
k 


AE, = ÿ ie [Formulation intégrale] (4.7) 
k 


Arrêtons nous un instant sur le contenu physique de ce théorème. On 
peut considérer que Le point matériel possède -de part son mouvement- 
une quantité que nous appelons énergie cinétique, laquelle évolue 
suite à un transfert d'énergie dirigé de l'environnement extérieur vers 
le point matériel. Ce transfert d'énergie s'identifie ici avec le travail 
des forces d'interaction de l'environnement extérieur sur le point M. 
Autrement-dit, l'énergie cinétique ne varie que si Le point matériel 
reçoit de la puissance mécanique. Une conséquence immédiate est 
qu'un point matériel conserve son énergie cinétique si Les forces qu'il 
subit ne travaillent pas : seule la direction de la vitesse peut changer, 
pas sa norme. 


Exercice - Un canon tire un obus à la vitesse v — 100 m.s-' suivant la verti- 
cale ascendante. Le référentiel terrestre est considéré galiléen et Le champ 


de pesanteur terrestre vaut g = 9,8 m.s 2. Calculer l'altitude maximale h 
atteinte par l'obus, si l'on néglige La résistance de l'air. 
Rép. h = 510 m. 


4.2 Énergie mécanique d’un point 


Forces conservatives 


Par définition, une force est dite conservative lorsqu'elle s'exprime 
comme le gradient d'une fonction scalaire de l'espace €, (x, y, z) dite 
énergie potentielle d'interaction : 


—06,/0x 
OA PO) Q (4.8) 
—0Ë,/0z 


On remarque immédiatement que la fonction €, a bien la même di- 
mension qu'un travail puisque [f] = [£,]/L ce qui explique son ap- 
pellation. l'énergie potentielle £, s'exprime donc en joule. 


Méthodologie - IL y a deux façons d'obtenir l'énergie potentielle as- 
sociée à une force : 


1. Soit on cherche la fonction scalaire €, (x, y, z) qui vérifie 


— —VE, (x, y, 2) 


4.2 Énergie mécanique d'un point 


en résolvant trois équations aux dérivées partielles; 
2. Soit on cherche la fonction scalaire €, (x, y, z) à partir de la re- 
lation 
ôW = f: dé = de, 


Par exemple cherchons l'énergie potentielle associée à la pesanteur 
P = mjÿ. l'espace étant munis d'un repère cartésien d’axe Oz vertical 
ascendant, on obtient 


0 — —0€,/0r 
P=-mgu — 0 — —0€,/0y 
—mg = —06,/0z 


Les deux premières relations traduisent le fait que l'énergie poten- 
tielle ne dépend que de z. L'intégration de la dernière relation donne 
€ (2) = mgz+ Ce. 


On peut aussi exprimer le «travail élémentaire » : 
6W = P. dé = —-mgdz = -dé, 


ce qui donne immédiatement €,(2) = mg z + C®. 


La détermination de l'énergie potentielle introduittoujours une constante 
scalaire. Cette constante n'a aucun sens physique puisqu'elle n'intervient 
pas dans les grandeurs que l’on peut mesurer (la force, le travail...). C'est 
pourquoi, on peut arbitrairement la poser à 0 (ce qui revient à poser 
une origine des énergies potentielles) ou la conserver dans Les calculs 
sachant que les grandeurs physiques mesurables n'en dépendront pas. 


Calculons Le travail d’une force conservative f Le long d’un trajet quel- 
conque C8. En coordonnées cartésiennes, le déplacement infinitési- 
mal s'écrit d£ = dru, + dyu, + dzu; et donc le travail 


Autrement dit, une force conservative produit un travail qui ne dé- 
pend pas de la forme du trajet mais uniquement de la position des 
points À et B. En conséquence, si Le trajet se referme sur lui-même, Le 
travail est nul. La réciproque est vraie, c'est-à-dire qu'une force dont 
le travail dépensé est nul quel que soit le circuit fermé parcouru par 
le point d'application est forcément conservative. Pour résumer, 


— 


DIE ve = f--VE, 


Les forces de frottement sont nécessairement non conservatives puis- 
qu'elles s'opposent, par nature, au mouvement. En effet, 


f=-atvi = gr. dé = à a(u)v? dt < 0 


Un autre propriété de la force conservative est qu'elle est toujours di- 
rigée vers Les valeurs décroissantes de l'énergie potentielle. La force 


41 


42 


4 APPROCHES ÉNERGÉTIQUES 


aura donc tendance à amener le point matériel dans la zone d'éner- 
gie potentielle minimale. La TAB. 41 résume quelques énergies po- 
tentielles associées à quelques forces. 


TAB. 41 : Caractère conservatif ou non de quelques interactions classiques. 


3 : IL existe cependant un formalisme 
dit formalisme lagrangien qui permet 
d'obtenir toutes les équations à par- 
tir d'une fonction qui a une interpré- 
tation énergétique. 


Force Expression Statut Énergie potentielle 
Force de gravitation f--g72% Conservative Êr= _ SPAM | cie 
Force électrostatique f= True a Conservative Êre . ct 
Force magnétique f=qinB Ne travaille pas 

Pesanteur uniforme P=mÿ Conservative Es, = mgz+ (ie 
Frottements solide/solide R=N+T non conservative 

Frottements fluide/solide _f=—a(v)i non conservative 

Tension élastique T=-k(£—£)ju;  Conservative Ep = She — Lo)? + Cie 


Théorème de l'énergie mécanique 


Lorsqu'un système dynamique est soumis à des forces conservatives 
et/ou des forces ne travaillant pas, on dit que Le système est conserva- 
tif. Notons & l'énergie potentielle associée aux différentes forces F. 
que subit un point matériel M et appliquons le théorème de l'énergie 
cinétique entre deux positions quelconques A et B de M. On obtient 


E(B) — (4) = SCWE 8 = — S (EË(B) — 5 (4)) 
k 


k 


d'où l'on tire €ç(A) + 31, ES(A) = €. (B) + >, ES (B). 


Théorème de l'énergie mécanique 


Pour tout système conservatif, la quantité, appelée énergie méca- 
nique, somme de l'énergie cinétique et des énergies potentielles, 
se conserve au cours du mouvement. 


def 


En = é+ DE = constante (4.9) 
k 


Cette relation est appelée intégrale première du mouvement comme 
toute relation de conservation ne faisant intervenir que les dérivées 
premières des coordonnées par rapport au temps. Bien qu’en général, 
cette relation possède moins d'information que le PFD, elle présente 
l'intérêt non négligeable de relier entre elles des grandeurs scalaires 
ce qui évite Le formalisme vectoriel. Par exemple, quand on cherche 
une relation entre vitesse et position, il peut être judicieux d'écrire 
la relation de conservation de l'énergie mécanique. Enfin, dans les 
systèmes conservatifs à un degré de liberté (cf 5), elle fournit di- 
rectement l'équation du mouvement. En dehors de ce cas particulier, 
il faut chercher des relations supplémentaires pour pouvoir espérer 
résoudre le problème. 
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On notera que la relation (4.9) possède la propriété d'être invariante 
par renversement du temps. En effet, la transformation &’ = —{change 
le signe de la vitesse mais n'affecte ni l'énergie cinétique ni Les éner- 
gies potentielles. On dit que les systèmes conservatifs sont réver- 
sibles. Concrètement, cela signifie que si un point matériel M évolue 
sur une trajectoire € entre t = O0 ett = +, et que l'on inverse la vi- 
tesse précisément à l'instant #, (ce qui revient à inverser le sens du 
temps), Le point M évoluera en empruntant la trajectoire à l'envers 
pour retrouver son état initial à l'instant & — 24,. Cette propriété est 
également valable pour un système conservatif de N points matériels 
et fut à la base d'une des critiques formulées à Ludwig Boltzmann 
contre sa tentative d'expliquer la flèche du temps“ à l'aide d'une théo- 
rie corpusculaire : en effet comment concilier la réversibilité des lois 
de la mécanique à l'œuvre à l'échelle des molécules avec l'irréversi- 
bilité de certains phénomènes observés à l'échelle macroscopiques ? 
Cette question est connue sous Le nom de paradoxe de Loschmidt. 


Lorsque l'on met en place une résolution numérique d'un problème 
conservatif, on fait appel à des méthodes numériques dites symplec- 
tiques, particulièrement adaptées aux systèmes conservatifs et supé- 
rieures aux méthodes classiques dans le sens où elles conduisent à 
une dérive de l'énergie faible aux temps longs. Une des raisons de 
l'inefficacité des méthodes classiques (Euler, Runge-Kutta) est leur 
caractère non réversible en temps. L'algorithme de Verlet” fait partie 
de ces méthodes symplectiques. 


Systèmes non conservatifs 


Lorsqu'une des forces n'est pas conservative, comme c'est le cas pour 
les forces de frottement, on dit que le système n'est pas conservatif. 
Le théorème de l'énergie cinétique donne alors 


AËÇ = Wie + Wie = — AË$ + Wii, 
k k 
où W1°.,, désigne le travail des forces non conservatives. Autrement 
dit, l'énergie mécanique ne se conserve pas : 
AËm = Em(B) — Em(A) = WiSs 


Dans le cas des forces de frottement, le travail est résistant puisque 
la force est opposée au sens du mouvement : WA, < 0 et l'énergie 
mécanique diminue au cours du temps. 


Systèmes conservatifs à un degré de liberté 


Considérons un point matériel M soumis à un champ de force conser- 
vatif et dont l'état est décrit à l'aide d'un seul degré de liberté que 
nous noterons x. Supposons que la conservation de l'énergie méca- 
nique se traduise par une relation de la forme 


1 
sm + 6, (&) = Em (410) 


4 : Certains phénomènes spontanés, 
comme la diffusion de la chaleur, ont 
lieu dans un sens, jamais dans le sens 
contraire 


5 : cf https://femto-physique. 
fr/analyse-numerique/ 
methode-de-verlet.php 
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6 : Il arrive que le statut de certains 
états d'équilibre dépende de la tem- 
pérature. En effet, une position d'équi- 
libre peut être stable vis à vis de pe- 
tites perturbations mais instable vis à 
vis de perturbations plus importantes : 
on parle alors d'états métastables. 


où m est un scalaire positif, €,(x) une fonction de x et €, un sca- 
laire. On constate que cette équation est la même que celle qui régit 
le mouvement d’une particule en mouvement sur un axe (Or) et sou- 
mis à une force axiale f, — e_—. et dont l'énergie mécanique vaut 
€). Profitons de cette analogie pour extraire quelques résultats qua- 
litatifs sur Le mouvement. 


ILexiste des états particuliers x, pour lesquelles lorsque on y place 
M sans vitesse, il y reste indéfiniment. Ces positions d'équilibres s'ob- 


tiennent par 
dé, 
Fr (Een) =0 = — x (eq) 


Autrement dit l'état x = x.4 est un état d'équilibre si €, est extre- 
mum en ce point. Un équilibre mécanique peut être stable ou in- 
stable. 


Stabilité 


Plaçons un point M sur une position d'équilibre et écartons le lé- 
gèrement de cette position : 


> Si les actions qui apparaissent tendent à ramener le point M 
vers la position d'équilibre, on dit que l'équilibre est stable: 

> Si les actions qui apparaissent tendent à l'en éloigner, on dit 
que l'équilibre est instable. 


Dans la réalité seuls les équilibres stables sont observés du fait de 
l'existence de perturbations (forces perturbatrices, agitation thermique, 
fluctuations quantiques etc.) qu'il est impossible de supprimer com- 
plètementt. D'un point de vue plus formel, supposons qu'une pertur- 
bation déplace Le point M de sa position d'équilibre d'une quantité 
arbitrairement petite 6x. La force que ressent le point M peut s'appro- 
cher par le développement de Taylor 


df, dE 
ls (8e +ôx) = Jatee) + x (re) = —0x Ge (ed) 


L'équilibre est stable si 


x >0 — f,<0 et üx<0 — f,>0 


IL en découle la condition de stabilité : 


dE, 


Par conséquent, la fonction €, (x) présente un minimum au point cor- 
respondant à un équilibre stable. A l'inverse, la présence d'un maxi- 
mum traduit l'existence d’un équilibre instable. 


Le profil £,(x) permet d'extraire quelques informations qualitatives 
sur le mouvement. Tout d'abord la condition #? > 0 implique que les 
états permis sont ceux pour lesquels 


Ep(x) £Ëm 


4.2 Énergie mécanique d'un point 


ILest alors judicieux de porter sur un graphe y, = &x et y = €, (x) 
pour déterminer les domaines permis. Plusieurs cas peuvent se pro- 
duire. Considérons la situation décrite ci-contre. Supposons que M se 
trouve initialement en x, > x; avec une «vitesse » & < 0. Au cours du 
temps, x diminue et Le point M se rapproche de l'état x. IL atteint ce 
point avec une «vitesse » nulle d'après l'équation (410) et subit une 
force f, — —d€,/dx > 0 de sorte que le M repart dans l'autre sens. 
La position x = x, agit ainsi comme une barrière infranchissable; on 
parle de barrière de potentiel. 


Supposons maintenant la situation où x, Se trouve entre x, et x. 
Le point M va atteindre la barrière x, puis rebrousser chemin pour 
rencontrer une autre barrière en x,. Finalement le point va osciller 
entre ces deux états : on dit que le M est piégé dans un puits de 
potentiel. Sur l'exemple précédent on constate que selon l'état initial, 
les états accessibles par M sont soit bornés (x € [x,,r,]), soit non 
bornés (x € [x3, ol). On parle d'états liés (bornés) ou non liés (non 
bornés). 


La conservation de l'énergie mécanique permet de résoudre complé- 
tement les problèmes à un degré de liberté tout en évitant le forma- 
lisme vectoriel. En effet, si l'on dérive par rapport au temps l'équa- 
tion (410), on trouve l'équation différentielle 


dont la solution est unique si les conditions initiales x, et à, sont 
connues. Par ailleurs, on peut obtenir l'équation horaire t = f(x) par 
simple intégration puisque d'après (410) on a 


2(Em . Eh(x)) 


m 


où le signe + dépend de l'histoire du mouvement : à chaque ren- 
contre avec une barrière de potentiel, + change de signe. Finalement, 
après séparation des variables on peut écrire 


a(t) m 
ét =x [ V2, 8,0) 


Exemple : le pendule simple 


Considérons un pendule simple plan rigide de longueur £ et de masse m, 
dont l'état est décrit à l'aide de l'écart angulaire 8. La tension ne travaille 
pas et la pesanteur est une force conservative : le pendule simple est 
donc un système conservatif à un degré de liberté. 


L'énergie potentielle de pesanteur s'écrit 


Eh = —mgl cos 0 


Le profil de l'énergie potentielle montre une position d'équilibre stable 
(9 = 0) et une position d'équilibre instable (9 = x). 


états liés 
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états non liés 


FIG. 4.3 : Profil énergétique 
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Deux cas de figures sont à envisager. 


1. L'énergie mécanique €,, > mgl : 0 conserve alors le même signe et 
le pendule tourne indéfiniment (mouvement révolutif). 

2. l'énergie mécanique &,, < mg£ : Le pendule oscille entre deux va- 
leurs symétriques +6, vérifiant €,, = €, (0 


max" a 


Dans tous les cas, la relation de conservation de l'énergie mécanique 
donne une équation différentielle non linéaire du premier ordre : 


il : 1 : 
En = 5 (40) — mg cos 0 = 5 (200) — mglcos6, 


avec 6, et 4, Les conditions initiales. En dérivant la relation obtenue par 
rapport au temps, on retrouve l'équation du mouvement auquel aboutit 
l'application directe de la relation fondamentale de la dynamique : 


b+ sing = 0 


4.3 Bilan d'énergie pour un système de points 


Considérons maintenant un système &$ de N points matériels que 
nous noterons M, avec i — (1,...,N). Ce système est le siège d'actions 
extérieures Fe et d'actions internes a du point M; sur le point M;, 
dans le référentiel À supposé galiléen. 


Théorème de l'énergie cinétique 


FIG. 4.4 : Système S de points maté- 2 . 
riels. Écrivons le principe fondamental pour chaque point matériel: 


dE ee 
me =) FD de 
ji 
Multiplions chaque équation par v; puis sommons les : 


Drm eDPrrDRn 
âi 


ï ii 


Le terme de gauche s'identifie avec la variation temporelle de l'éner- 
gie cinétique du système 


1 
FOIE: 


4.3 Bilan d'énergie pour un système de points 


On reconnaît à droite, Les puissances des forces extérieures et des 
forces internes. On retiendra le théorème suivant : 


Ainsi les forces internes jouent un rôle dans Le bilan d'énergie bien 
qu'elles se compensent deux à deux et, de ce fait, n'aient pas d'effet 
sur le mouvement du centre d'inertie (cf théorème du centre d'iner- 
tie). L'énergie cinétique d’un système de points varie d’une part suite 
à un transfert de travail d'origine externe et d'autre part suite à un 
transfert de travail interne. 


Théorème de Kœænig 


Dans le théorème de l'énergie cinétique nous avons distingué l'in- 
fluence des actions externes et internes ce qui nous a amené à dé- 
finir deux termes de transfert. On peut poursuivre cette démarche 
dans l'expression de l'énergie cinétique. Cherchant à découpler le 
mouvement d'ensemble du mouvement interne, nous définissons le 
référentiel lié au centre d'inertie G, dit référentiel barycentrique et 
noté R*. Appelons % la vitesse du centre d'inertie et 5° = üu,/#. la 
vitesse de M, dans le référentiel barycentrique. La loi de composition 
du mouvement donne 


+ 


Vi — Vi — VG 


L'énergie cinétique du système matériel S peut s'écrire : 


NT no RL ol wo (Rs, — 
ES) = ÿ =MÛ = on ZMEUE + ÿ MU + Ÿ_miv * Ve 
2 1 2 1 2 1 


Or, on a montré que la quantité de mouvement du système corres- 
pondait à celle d'un point matériel de masse m = ÿm, situé en 
G: 
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7 : Il faut ajouter cependant que le 
contact entre l'œuf dur et Le support 
n'étant pas absolument ponctuel, il 
existe un frottement de contact qui 
produit un travail extérieur résistant 
responsable du ralentissement qui f- 
nit tôt ou tard par arrêter l'œuf. 


Finalement, si l'on pose €* l'énergie cinétique barycentrique, on trouve: 


1 
EE) = SV +Et |©Q (414) 


Cela constitue le théorème de Kœnig relatif à l'énergie cinétique. Ce 
théorème exprime simplement que l'énergie cinétique d’un système 
possède une contribution collective (mouvement d'ensemble) et une 
contribution interne. Le théorème de l'énergie cinétique se reformule 
donc de la façon suivante : 


1 . 
AË* + A(Smvé) = WE pin | © (415) 


Exemple : Le système isolé 


En l'absence de forces extérieures, on dit que le système est isolé. Dans ce 
cas W* — 0 et, selon Le théorème du centre d'inertie, Le vecteur vitesse 
du centre d'inertie est nécessairement constant. Le théorème de l'énergie 
cinétique prend alors la forme : 


AL 


Relation qui exprime le fait qu'un système isolé peut voir son énergie ci- 
nétique varier du fait des actions internes. Par exemple, lorsque l'on fait 
tourner un œuf frais comme une toupie, sa rotation est très vite ralen- 
tie contrairement au cas de l'œuf dur; cela constitue d’ailleurs un test 
expérimental pour distinguer un œuf frais d'un œuf dur. Dans Le cas de 
“œuf frais, Le liquide intérieur est mis en mouvement par les forces de 
frottement visqueux qui de part leur travail résistant, dissipent l'énergie 
cinétique, alors que dans le cas de l'œuf dur, la rotation est solide : toutes 
es parties de l'œuf tournent à la même vitesse angulaire et les forces in- 
ternes ne travaillent pas. 


Conservation de l'énergie 


Allons plus loin en faisant l'hypothèse que les forces internes sont 
conservatives. Exprimons le travail des forces internes W" : 


Ë LA LA 
. B_, L 1 B_, . B__, . 
pee frame (rams fra) 


ji ta dj 


Or, en vertu de la troisième loi de Newton, les actions réciproques 
sont opposées et coaxiales de telle sorte que 


int 1 ee dr: #1 d 
Li >) | Ji dj = | Du ji 
A 


ij#i a ii 


où r; = Tr; —r; représente le rayon vecteur dirigé du point M; vers 
M,. On constate alors que les forces internes ne travaillent que si Les 
différentes parties voient leur distances mutuelles varier, c'est-à-dire 
si le système se déforme. 


4.3 Bilan d'énergie pour un système de points 


Exercice — Ecrire Le théorème de l'énergie cinétique pour un solide parfait 
(système indéformable). 
Rép. A (mi, + Et) = W®X. 


Dans le cas d'un système déformable, le calcul du travail des forces 
internes nécessite de connaître la loi de force. Traitons le cas particu- 
lier important où la force inter-particulaire ne dépend que de Ti (on 
peut inclure les forces qui ne produisent aucun travail telles que les 
forces magnétiques). Dans ce cas, l'énergie potentielle d'interaction 
E, ;; est telle que 

fa dr; = —dé pi 
Ainsi, le travail des actions internes s'écrit 


t 


wit = _- » 


ë,ji "ta 


déj — —AEN 


avec l'énergie potentielle d'interaction du système définie par 


int def 1 
ES 2 pi V) (416) 
1,3F 


Exemples 


Un système constitué de N masses ponctuelles en interaction gravita- 
tionnelle possède une énergie potentielle d'interaction 


1 MM; 
RES CN | 
ECS 
éji ij 


Un système constitué de N charges ponctuelles en interaction électrosta- 
tique possède une énergie potentielle d'interaction 


; 1 did; 
ent — d) 
NE) > ATE0T;; 


Finalement le théorème de l'énergie cinétique se met sous la forme 
générale suivante 


1 ; 
A ( SVG + EE + ci) SUN © (417) 


En conclusion, il existe une fonction € dite énergie du système, somme 
de l'énergie cinétique et de l'énergie potentielle interne, qui a La pro- 
priété de se conserver lorsque le système est isolé : 


AB 0 si. We 0 


Cette loi de conservation est valable pour tout système de particules 
soumises aux interactions fondamentales (électromagnétique, gravi- 
tationnelle, forte et faible) et par extension à tout système macrosco- 
pique. 


Lorsque le système n'est pas isolé, son énergie augmente de W®*t qui 
peut donc s'interpréter comme un transfert d'énergie de l'extérieur 


49 


50 


4 APPROCHES ÉNERGÉTIQUES 


vers le système. 


Lien avec la thermodynamique 


Le bilan d'énergie (417) est souvent inutilisable pour un système ma- 
croscopique quelconque, notamment parce qu'il n'est pas toujours 
possible d'expliciter la travail échangé en terme macroscopique. C'est 
pourquoi, la thermodynamique a cherché à rendre ce bilan d'énergie 
opératoire en postulant un principe qui ne trouvera une justification 
qu'après la naissance de la physique statistique. L'approche de la 
thermodynamique repose sur l'idée qu'il est possible de découpler 
l'échelle microscopique -échelle siège de fluctuations chaotiques - 
de l'échelle macroscopique. D'une part on définit l'énergie interne U 
comme étant la partie de l'énergie mécanique qui décrit Les interac- 
tions et les mouvements internes : 


UE eæ+ent | © (418) 


D'autre part, on considère que la travail W®* réunit deux modes de 
transfert d'énergie opérant à des échelles d'espace et de temps dif- 
férentes : 


1. Le transfert de travail macroscopique que nous notons W : Il 
s'agit du transfert de travail associé à des modes macrosco- 
piques de mouvement. Ce terme est donc associé à la variation 
d'une grandeur d'état macroscopique extensive X en fonction 
d'une grandeur de contrainte extérieure macroscopique inten- 
sive Y®*. De façon générale, W s'écrit : 


te 
W = Î tax 
ta 


Par exemple lorsque l'on comprime un gaz, le transfert W s'ex- 
prime simplement en fonction de la pression extérieure p°*t ap- 
pliquée en chaque point du système qui voit alors son volume 
macroscopique V varier : 


te 
w= | —p*t dv 
ta 


2. Le transfert thermique Q : il s'agit d'un transfert de travail qui 
ne peut pas se décrire en termes macroscopique. Autrement dit, 
par définition 

Q def Wet _W 


Le bilan d'énergie s'écrira 
1 2 
AU + SVG) =W+Q (419) 


Insistons sur le fait que cette relation n'est qu'une simple définition 
du transfert thermique Q. L'apport majeur de la thermodynamique 
est de postuler un principe qui n'a rien de trivial : 
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L'énergie interne d'un système macroscopique à l'équilibre thermody- 
namique ne dépend que des variables macroscopiques d'état. De plus 
l'énergie interne est une fonction extensive. 


Ce principe trouve une justification en Physique Statistique moyen- 
nant quelques hypothèses®. Associé au second principe, il forme une 
science phénoménologique - la Thermodynamique - de grande im- 
portance pour la chimie, l'énergétique etc. 


8 : IL faut notamment supposer d'une 
part l'ergodicité qui, pour simplifier, si- 
gnifie l'existence d’un chaos molécu- 
laire et d'autre part une portée des in- 
teractions intermoléculaires petite de- 
vant la taille du système. Par exemple, 
une étoile n'obéit pas au premier prin- 
cipe par le fait que Les interactions in- 
ternes sont gravitationnelles et donc 
de portée infinie : l'énergie interne gra- 
vitationnelle viole en effet Le premier 
principe par son caractère non exten- 
Sif. 


OSCILLATEURS MÉCANIQUES 


Si l'on consacre un chapitre à étudier un système aussi simple qu'une 
masse accrochée à un ressort c'est que ce système mécanique per- 
met d'introduire un concept important aussi bien en mécanique que 
dans de nombreux autres domaines de la science (chimie, physique 
des matériaux, électricité, génie civil etc) : l'oscillateur. L'essentiel de 
ce chapitre est donc consacré à l'étude de l'oscillateur harmonique 
en régime libre et forcé; on terminera par une introduction aux effets 
non linéaires. 


Version en ligne 


femto-physique.fr/mecanique/oscillateurs-mecaniques.php 


51 Notion d'oscillateur harmonique 


Pendule élastique non amorti 


Le pendule élastique est un système constitué d'un ressort de masse 
négligeable dont une extrémité est fixée et auquel on a attaché une 
masse ponctuelle m libre de se mouvoir. Le ressort a pour constante 
de raideur k et une longueur à vide 4,. De plus, nous supposons que 
la masse est astreinte à se déplacer suivant un axe horizontal sans 
frottement. On a alors un système à un degré de liberté qui est amené 
à osciller comme nous allons le démontrer. 


Dans le référentiel d'étude considéré galiléen, la force de pesanteur 
est compensée par la réaction du support puisqu'il n'y a pas d'accélé- 
ration verticale. Pour le mouvement horizontal, la tension du ressort 
produit une force de rappel 


T= ht —-4)a 


où £ désigne la longueur du ressort. La position d'équilibre corres- 
pond donc à une longueur £,, = 4. On désigne par x = {—{4 
l'allongement du ressort par rapport à la situation au repos. Dans ce 
Cas, on à 


T = -kru, 
La seconde loi de Newton donne md?x/dt? = —kx d'où l'équation 


différentielle 


à +wp?x = 0 avec wp = = frad.s-1] | VI (51) 


IL s'agit de l'équation caractéristique d’un oscillateur harmonique. 


Avant de trouver les solutions de cette équation différentielle, il est 
intéressant d'en dégager quelques propriétés : 


51 Oscillateur harmonique . 
Pendule élastique non 
amortl ss Hhr sets ss 
Pendule élastique amorti 
Régime libre ....... 


5.2 Résonances ........ 
Généralités . ....... 
Solution en régime forcé . 
Résonance d'élongation . 
Aspects énergétiques 
Facteur de qualité 

5.3 Effets anharmoniques .. 
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Approximation harmonique63 


Anharmonicités . . .... 


FIG. 51 : Pendule élastique. 
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* L'équation (51) est invariante par la transformation & + —+ ce 
qui traduit la réversibilité du phénomène. 

> On note également une invariance par la transformation x + 
—x ce qui signifie que les oscillations sont symétriques autour 
de la position d'équilibre. 

> Enfin, l'analyse dimensionnelle de l'équation différentielle montre 
que fw,] = T-':il existe donc une durée de l'ordre de 1/w, qui 
est caractéristique du phénomène d'oscillation. 


La solution de l'équation différentielle (51) s'écrit 


—  —) 


- x(t) = A COS (wpt + w) 
2A 
\ s1L f\ Avec À et %, deux constantes d'intégration que l'on obtient grâce à 
\/ | 


deux conditions initiales. Comme l'illustre La FIG. 52, le système se 
1] met à osciller (si on l'écarte de sa position d'équilibre x — 0) avec 
une amplitude À et à une fréquence, dite fréquence propre 
FIG. 5.2 : Oscillations harmoniques. Vo = CU = pe Q (52) 
27 2r\m 


d(t) à 


— À 


On notera que la fréquence propre dépend des caractéristiques du 
pendule élastique (4 et m) mais non de l'amplitude des oscillations : 
on parle d'isochronisme des oscillations. 


Exercice - Un conducteur de masse m — 80 kg monte dans sa voiture vide: 
les amortisseurs s'enfoncent alors de 4 cm. La masse de tout ce qui se 
trouve sur les ressorts est alors de 1000 kg. Dans l'approximation harmo- 
nique, le système (voiture-conducteur) se comporte comme un oscillateur. 
Donnez sa fréquence propre. 

Rép. 0,7 Hz. 


Du point de vue énergétique, cet oscillateur transforme l'énergie élas- 
tique en énergie cinétique et vice versa. L'énergie potentielle élas- 
tique vaut 


1 1 
Ep = PL A = 5h COS? (wpt + ç) 


alors que l'énergie cinétique s'écrit 
1 1 : 
Ee = sm” = 5*4° sin” (wot + @) 


On vérifie que l'énergie mécanique du pendule élastique €, = €, + 
Ep = +kA? reste constante puisque les forces qui travaillent sont 


conservatives. 


À retenir 


L'énergie mécanique d’un oscillateur harmonique est proportion- 
nelle au carré de l'amplitude. 


51 Notion d'oscillateur harmonique 


Pendule élastique amorti 


En réalité, la présence des frottements dissipe l'énergie initialement 
fournie à l'oscillateur. On assiste alors à un phénomène d'amortisse- 
ment qui se caractérise, 


1. soit par une diminution de l'amplitude des oscillations au cours 
du temps; 
2. soit par un retour à l'équilibre sans oscillation. 


La modélisation des forces de frottement est plus ou moins com- 
plexe : 


* Pour des frottements de type visqueux, on choisit généralement, 
en première approximation, un modèle de frottement linéaire 
en vitesse : f — —aw. Parfois une modélisation plus réaliste 
exige d'utiliser un modèle quadratique du type f = —alv|v ce 
qui présente l'inconvénient de donner une équation différen- 
tielle non linéaire. 

+ Pour des frottements solides, on utilisera les lois d'Amontons- 
Coulomb sur le frottement". 


Nous nous contenterons ici de traiter le pendule élastique en pré- 
sence de frottements visqueux modélisés par f = —ax où a désigne 
le coefficient de frottement. l'équation du mouvement s'écrit 


mi + at + kx = 0 


et, si l'on pose 


= V= frad.s"\] et 21 — - [s-1] 


& + 2h à +9? = 0 (53) 


elle devient 


C'est l'équation caractéristique d'un oscillateur harmonique linéaire- 
ment amorti. Par rapport à l'oscillateur harmonique on note la pré- 
sence d’un terme supplémentaire (2\x) que l'on appelle terme dis- 
sipatif car à l'origine de la dissipation d'énergie. Le coefficient À est 
appelé coefficient d'amortissement, et l'analyse dimensionnelle de 
l'équation montre que À est homogêne à l'inverse d’un temps. Nous 
verrons ultérieurement que ce temps représente l'ordre de grandeur 
du temps d'amortissement des oscillations (quand il y en a). In fine, 
le comportement d’un oscillateur harmonique linéairement amorti 
est complètement décrit par la donnée de w, et À puisque l'équation 
différentielle s'écrit 


&+2A&+up2xz =0 | © (5.4) 


Quelques remarques sur l'équation. 


> On retrouve l'oscillateur harmonique lorsque À — 0. Plus À est 
petit donc, moins l'oscillateur est amorti. 

* L'équation (5.4) n’est plus invariante par la transformation { 
—t ce qui traduit un phénomène irréversible. 


1: cf Chapitre 2. 
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10 20 30 40 
FIG. 5.3 : Évolution de x et de l'énergie 
mécanique au cours du temps pour un 
pendule élastique en régime pseudo- 
périodique. Les paramètres sont : 


> m—1Kkg; 
> wp = 1rad.s-!; 
> À=wp/20. 


Les conditions initiales sont x(0) = 0 
et (0) = 1,5. 


2 : Si l'on souhaite que le système 
atteigne l'état d'équilibre le plus vite 
possible en limitant le dépassement à 
+5%A par exemple, il faut se placer 


en régime pseudo-périodique avec un 
amortissement À & 0, 7wp. 


> La physique de cet oscillateur est caractérisée par deux temps 
caractéristiques : 1/À donne l'ordre de grandeur de l'amortisse- 
ment alors que 1/w, donne celui de la durée entre deux oscil- 
lations. 


Régime libre 


l'équation (54) admet des solutions de la forme x(t) = Aeït. En 
substituant dans l'équation différentielle on trouve que r doit vérifier 
l'équation caractéristique du second degré 


72 +2Xr + uw? = 0 


dont le discriminant vaut A = 4(X? —w,?). Suivant Le signe du dis- 
criminant, on distingue trois régimes différents. 


Régime pseudo-périodique : À < w, - Dans ce cas, Le discriminant de 
l'équation caractéristique est négatif et Les racines sont complexes: 


avec uw? = wp? — \? 


T — —À purs iw 
La solution réelle est donc de la forme 
z(t) = Aet cos (wt + 4) 


L'oscillateur oscille avec une amplitude qui s'amortie exponentielle- 
ment au cours du temps (cf FIG. 5.3). Puisque l'amplitude diminue au 
cours du temps, on ne peut plus parler de phénomène périodique. 
Cependant, il est d'usage de définir la durée T entre deux maxima 
successifs, qui est aussi la période de cos(wt +4). Cette durée T'est 
appelée pseudo-période et vaut 


2T 27 
PU re per 


Là encore, la pseudo-période est indépendante de l'amplitude ini- 
tiale. Toutefois on notera l'influence des frottements qui se traduit 
par une augmentation de la pseudo-période à mesure que À aug- 
mente. 


La FIG. 53 illustre également l'évolution de l'énergie mécanique de 
l'oscillateur au cours du temps. La décroissance observée s'explique 
par la dissipation des forces de frottement et vérifie l'équation d'évo- 
lution 


JËm = —ai? <0 
dt 
Régime critique : À = w, - Le discriminant de l'équation caractéris- 
tique est nulle et la racine est double : r = —w,. La solution s'écrit 


alors 
x(t) = (A+ Bt)je “ot 


L'oscillateur atteint l'équilibre sans osciller (on dit qu'il n° y a pas 
dépassement). On peut montrer que Le retour à l'équilibre est ici Le 
plus rapide sans dépassement’. 
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À Em = àkr? + mu? 
0.5 + 
FIG. 5.4 : Évolution de x et de l'éner- 
# (s) & (s) gie mécanique au cours du temps avec 
S 3 À = wy (régime critique). Les condi- 
10 20 30 40 10 20 30 40 tions initiales restent inchangées. 


Régime apériodique : À > w, - Le discriminant de l'équation caracté- 
ristique est positif et Les solutions sont réelles : 


ri =—X+ 4/22 uw? 


La solution est donc 


x(t) = Ae':t+Be"t avec r, <0 


Les deux racines étant négatives, les deux exponentielles décroissent : 
l'oscillateur atteint l'équilibre sans osciller et d'autant plus lentement 
que l'amortissement est fort. Finalement, on retiendra les idées simples 


L\ L\ 
À Em = 3kr? + imu? 
1071. 1071. 
FIG. 5.5 : Évolution de x et de l'éner- 
£(s) #9 gie mécanique au cours du temps avec 
> > À = 5ws (régime apériodique). Les 
10 20 2 4 6 8 10 conditions initiales sont identiques. 


suivantes : plus l'amortissement est important et moins il y a d'oscil- 
lations. Un oscillateur perturbé, oscillera si Le coefficient d'amortis- 
sement est inférieur à un certain seuil (À < wo). 


Application : la suspension automobile 


Dans le domaine de l'automobile, Le contrôle de la suspension et de 
l'amortissement détermine Le confort des passagers. Par exemple, Les au- 
tomobiles adoptent en général des suspensions isochrones, c'est-à-dire 
à fréquence propre constante de la pleine charge à la charge minimum. 
De plus on gagne en confort en imposant une fréquence propre de l'ordre 
de 1 Hz ce qui correspond à la fréquence de La marche humaine. Enfin, si 
l'on cherche un retour à l'équilibre rapide sans oscillation on aura intérêt 
à ce que l’amortisseur soit tel que À 1571. 


5.2 Résonances 


Certains systèmes présentent, lorsqu'ils sont soumis à une excitation 
sinusoïdale, une réponse maximale pour une ou plusieurs fréquences 
caractéristiques (les modes propres). On parle de résonance et ces 
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systèmes sont appelés résonateurs. L'oscillateur harmonique est un 
exemple de résonateur à un mode propre, car il présente un seul 
degré de liberté. 


Généralités 


Reprenons comme exemple le pendule élastique. Soumettons l'autre 
extrémité du ressort à un déplacement sinusoïdal acos(wt) de fré- 
quence y — w/2r connue. Supposons la présence de frottements 


él e(t) . visqueux que l'on modélisera par une force f, = —a. 
_ I un La relation fondamentale de la dynamique projetée suivant l'axe ho- 
Z rizontal donne 
FIG. 5.6 : pendule élastique soumis à m& = —k({ — LL) — aù 


une excitation sinusoïdale. 
Fixons l'origine des x à la position de repos du régime libre. On a 
donc a cos wt + £ = {, + x d'où l'équation du mouvement 


... ®. ka 
Ë + —à + —x = — COS(wt) 
mm mm mm 
équation de la forme : 
E+2ÀÈ+u02xz —= wp?acos(wt 
oscillateur excitation 


avec &w, la pulsation propre et À le coefficient d'amortissement. IL 
s'agit d’une équation différentielle linéaire avec un second membre 
sinusoïdal dont la solution se décompose en deux termes. 


1. L'un étant la solution particulière, s'exprime comme un signal 
sinusoïdal de pulsation w; c'est le régime forcé. 

2. L'autre terme, que nous désignons par régime transitoire, cor- 
respond à la solution de l'équation homogène. On a vu qu'il y 
a trois régimes distincts selon la valeur de À. Dans tous les cas 
réalistes, la présence de termes dissipatifs - même faibles - en- 
traîne la disparition du régime transitoire (d'où son nom). Passé 
ce délai, seul persiste Le régime sinusoïdal forcé. 


Dans toute la suite, nous supposons que le régime transitoire est 
complétement dissipé et que seul persiste le régime forcé : 


x(t) = a, COS(wt) + as Sin(wt) avec tSTinoneerent 


Solution en régime forcé 


IL s'agit ici de déterminer les expressions des amplitudes a, et a, en 
fonction de la pulsation w. La méthode classique consiste à remplacer 
x(t) par a; COS(wt) + a, Sin(wt) dans l'équation différentielle pour en 
déduire les valeurs de a; et a : 


cOS(wt) [a; (w9? — w?) + 2Awa,] + Sin(wt) [as (wp? —w?) — 2Aw a;] = 
wp?a COS(wt) 


5.2 Résonances 


d'où l'on tire deux équations 
&; (wo? — uw?) + 2AW &2 = wp?a et Cu? — w?) — 2Aw a, = 0 
Ce système d'équations a pour solution 


wp?(wp? — w?) 
(un? — w2) + (2Aw)2 (w? — w2) + (2Aw)2 


Ga = @ 


En général, on préfère écrire Les solutions harmoniques sous la forme 
A coS(wt + @). En utilisant l'identité 


_ 2 2 
= ai +a 


| A 
a COS(wt) +as Sin(wt) = ACOS(wt+y) avec 
tang ——a/a; 


l'élongation s'écrit finalement x(t) = À Cos (wt + 4) avec 


“ 2À 
sa et tanp=— _ 
w 
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Méthode des complexes 


La représentation complexe est un outil très pratique lorsqu'il s’agit de re- 
chercher le régime forcé d'un système linéaire soumis à une excitation si- 
nusoïdale. IlLustrons son emploi dans l'étude de l'oscillateur harmonique 
en régime forcé dont l'équation du mouvement s'écrit 


Ë + 2)$ + w?x = wÿ?a COS wt 
Associons à cette équation, l'équation similaire 
ÿ + 2AY + w9?y = wy?asinuwt 


La variable complexe x eo + iy vérifie donc l'équation différentielle : 


Ë + 2X$ + vx = wÿ?a et (5.6) 


Ainsi, pour obtenir x(t), une méthode consiste à résoudre l'équation com- 
plexe 5.6 puis à prendre a partie réelle de x. Cette méthode facilite gran- 
dement Les calculs lorsqu'il s'agit de rechercher Le régime forcé. En effet, 


la solution particulière est de la forme x = Aeï“i. Or, En 


à = iwAevt — jwr 


On voit ici tout l'intérêt de la notation complexe : la dérivation se ramène 
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Soit le 


nombre complexe z — a + ib avec 
(a,b) € R2. z peut s'écrire en notation 
polaire z = |zleŸ? où |z| désigne le mo- 
dule et &$ = argz l'argument donnés 


à No ae re : Re ; par 
à une multiplication par iw. Par substitution dans l'équation différentielle 
on obtient d = va?+tb 
tangp — b/a 
wp?a cos = a/|zl 


A [(wp? —w?) +2iAuw] =w?a d'où A= rw) + 2 


Le nombre complexe À = Aeï? est appelé amplitude complexe et contient RSS AS 


Soient 2, et z, deux nombres com- 


les deux informations que nous recherchons: l'amplitude À (son module) [21/22 = |zl/l2l 

et Le déphasage 4 (son argument) : arg(z1/22) = argzi —ar8z2 
2 2À 

À = st et tanw— = avec peE[-r,0] 


DE 2 
w C7 


60 | 5 OSCILLATEURS MÉCANIQUES 


T ” 
w9 w 


FIG. 5.7 : Réponse fréquentielle de l'am- 
plitude d'un oscillateur vis à vis d'une 
excitation sinusoïdale. 


Système 


srmitiih" me 


FIG. 5.8 : Forces extérieures agissant 
sur Le système masse-ressort. 


Pour un signal périodique f(t) de pé- 
riode T', la moyenne vaut 


= (À FE 
7-7 | ro 


Si g = cs est la dérivée d'une gran- 
deur périodique, alors 


g= IE = 0 


Résonance d'élongation 


Étudions maintenant l'évolution de l'amplitude des oscillations en 
fonction de la fréquence imposée par l'excitation. Rappelons le ré- 
sultat précédent : 


2 
av 


x(t) = ACOS(wt+w) avec A= : : 
Vo? —u?) + (2Aw) 


La FIG. 5.7 représente l'évolution de À en fonction de la pulsation pour 
différentes valeurs du coefficient d'amortissement. On constate que 
si l'amortissement est suffisamment faible, l'amplitude des oscilla- 
tions passe par un maximum : c'est la résonance en élongation. On 
montre sans difficulté que : 


+ la pulsation de résonance vaut w, = 4/w,? —2X?; 

> la résonance n'a donc lieu que si le coefficient d'amortissement 
est en dessous d’un certain seuil : À < V2 = ho; 

» Si À € À, la fréquence de résonance s'identifie avec la fré- 
quence propre : w, © wp; 

> plus l'amortissement est faible plus la résonance est aigüe. 

» lorsque À = À,, l'amplitude des oscillations vaut a sur une 
grande plage de fréquence (à basse fréquence), ce qui confère 
au ressort un comportement identique à celui d'une tige rigide. 

> Enfin, si À > À, le phénomène de résonance disparaît. 


Application 


L'amplification des oscillations d'élongation à la résonance peut être à 
l'origine d'effets néfastes comme la destruction d'habitations suite à un 
séisme. Elle peut aussi être recherchée pour construire des appareils sen- 
sibles à l'instar des sismographes. 


Aspects énergétiques 


Pour entretenir les oscillations d’un oscillateur harmonique il faut 
fournir de l'énergie comme nous allons le montrer et ceci, d'autant 
plus que les frottements sont importants. 


Reprenons l'étude du pendule élastique mis en mouvement par une 
excitation harmonique, en considérant Le système {ressort:masse}. Ce 
système est soumis à deux forces extérieures : 


1. la force Fa qu'exerce l'opérateur pour entretenir le forçage si- 
nusoïdal; 
2. la force de frottement f = —aiu, qui agit sur la masse. 


Les forces de tension élastique sont conservatives et internes au sys- 
tême. En vertu du théorème de l'énergie mécanique, on a 


d€ 
2. = PT = Pop de Pfrottement 


où P,, représente la puissance fournie par l'opérateur, et Paottement 


celle de la force de frottement. Prenons la moyenne de cette relation 
sur une période 


_ _ d€ 

Pop + Pirottement = Fa = 0 
On obtient donc la relation P4, + Prvttement = 0 qui traduit le fait, 
qu'en moyenne, l'opérateur doit fournir de l'énergie pour compenser 
la dissipation d'énergie par les frottements. 


Poursuivons notre calcul. La force de frottement développe une puis- 
sance moyenne 


_ ne 
Phrottement = Ÿ V— ax 


En régime sinusoïdal forcé, on a trouvé 
x(t) = ACOS(wt+4@) Soit &——Awsin(wt +) 
In fine, Le dispositif excitateur fournit une puissance moyenne 


_ 2, ll 
Pan A sin” (wt +4) = =aA?u? 
—— 2 


1/2 


op 


Puissance fournie à un oscillateur entretenu 


En régime sinusoïdal forcé, la puissance moyenne fournie par le 
dispositif excitateur est proportionnelle au carré de l'amplitude 
de vitesse (V — Au) et au coefficient de frottement. 


La puissance fournie obéit également à un phénomène de résonance. 
En effet, en remplaçant À par son expression, on trouve 


u? 


(02 — w2)” + (2Xw)° 


Fos = 500" a? 


En divisant Le numérateur et Le dénominateur par (21w)? et en rem- 
plaçant a par 2m, on obtient 


_ P 1 mwnyta? 
op = ——"T% © AVEC Pas = = —— (57) 


_ le (SR S) 4 À 


Cette puissance évolue suivant une courbe en cloche (FIG. 5.9). On 
observe un phénomène de résonance lorsque w = w, et le maximum 
est d'autant plus important que l'amortissement est faible. 


Résonance de puissance 


La puissance absorbée par un oscillateur présente une résonance 
lorsque la fréquence excitatrice coïncide avec la fréquence propre 
de l'oscillateur. Le transfert de puissance est d'autant plus impor- 
tant que le coefficient d'amortissement est faible. 
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La puissance est négative, car les 
forces de frottement travaillent tou- 
jours en résistance ici. 


P max 7 


0 1 2 
Fréquence réduite 0 


FG. 5.9 : Évolution fréquentielle de la 
puissance absorbée par l'oscillateur. 
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3: La puissance étant proportionnelle 
au carré de l'amplitude de vitesse, la 
bande passante correspond à l'inter- 
valle pour lequel la réponse en vitesse 
est comprise entre Vrax Et Vnax/ V2: 


max | 


1 
5 P max = 


Bande Passante 


wi wo 


FIG. 510 : Bande passante. 


4: Q est aussi appelé facteur d'acuité 
de la résonance. 


FIG. 511 : Influence du coefficient 
d'amortissement sur la bande pas- 
sante. 


TAB. 51 Facteur de qualité de 
quelques résonateurs 


Oscillateur Q 

Circuit RLC sélectif 100 
Diapason = 105 
Terre (tremblement de terre) < 10% 
Corde de guitare = 105 


Oscillateur à quartz 


Atome excité m 107 


Facteur de qualité 


Le spectre en puissance de l'oscillateur présente une largeur à mi- 
hauteur Aw que l'on appelle bande passante. Cet intervalle s'ex- 
prime, soit en rad/s, soit en hertz (Ar = Aw/2r). 


Les pulsations w, et w, qui délimitent la bande passante vérifient 
l'équation 


ss —= +1 soit w? + 2)w — wo? = 0 


les solutions positives sont 


ui = —À+4/w? +2 et wo = À + 4/wp? + 2 


Ainsi, la bande passante (en pulsation) est donnée par Aw = 2x. 


On définit le facteur de qualité Q d'un résonateur comme le quotient 
de la fréquence de résonance et de la bande passante : 


def 7 w 
de G 0 @) 


AI AG G:8) 


Le facteur de qualité mesure la finesse de la résonance“. On trouve ici 


A 


X =1/4X Q'=4Q 


Puissance absorbée 


0 0.5 1 1.5 2 2.5 


> as 
Fréquence réduite 7 


Q = wo/(2À). La résonance est donc d'autant plus aigüe que l'amor- 
tissement est faible, comme on peut Le voir sur la FIG. 511. Autrement 
dit, un oscillateur qui possède une réponse fréquentielle très sélec- 
tive est aussi un oscillateur qui possède un grand temps de réponse : 
sélectivité et inertie vont de paire. 


Un oscillateur de grand facteur de qualité est un résonateur qui agit 
comme un filtre très sélectif. La TAB. 51 indique quelques résonateurs 


104—106 courants. 
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On a choisit dans ce cours de caractériser un oscillateur harmonique li- 
néairement amorti par sa pulsation propre w, et son coefficient d'amor- 
tissement À. En régime forcé son comportement est régi par l'équation 
différentielle 

Ë + 2Xù + 2x = f(t) 
On peut choisir d'autres jeux de paramètres comme par exemple (w,, Aw) 
OU (9, Q) ce qui donne les équations différentielles équivalentes 


ë + Awë +uwÿ?x = f(t) ou B+ Dé +uvr = f() 


5.3 Effets anharmoniques 


Approximation harmonique 


Considérons un système mécanique conservatif à un degré de liberté 
+ dans une situation d'équilibre stable. l'énergie potentielle présente 
donc un puits de potentiel centré sur la position d'équilibre. Admet- 
tons que l'énergie mécanique se mette sous la forme 


1 


Ll'approximation harmonique consiste à approcher le puits de poten- 
tiel par la parabole” osculatrice. En effet, au voisinage d’un équilibre, 5: à condition que le puits de poten- 


un développement de l'énergie potentielle à l'ordre deux, donne tiel soit de courbure non nulle. 
1 d?€ 
Ep © Ep(Teg) + "(x — Ze)? AVEC Kk= ue (ec) > 0 A 


Epmin + Sk(z _ Lea) 


En traduisant la conservation de l'énergie mécanique par d&,,/dt — 0, 
on obtient pä+K (x —x.4) = 0.Si l'on désigne par X = x—1,, l'écart 
à l'équilibre, on obtient l'équation différentielle 


X + sx = (510) 


caractéristique d'un oscillateur harmonique de pulsation propre 


[K 
Wo = 4] |Ÿ (511) 
nr —— Approximation harmonique 


FIG. 512 : Puits de potentiel approché, 
au voisinage du minimum, par une pa- 


Exemple : le pendule rigide rabole. 


Considérons un pendule simple rigide de masse m et de longueur £ as- 
treint à évoluer dans un plan vertical. Il s'agit d’un système à un degré 
de liberté (9 désigne l'écart angulaire) d'énergie potentielle de pesanteur 
€) = —mg{cos 6 présentant un puits de potentiel symétrique et centré 
en 8 = 0. Si l'on communique au pendule une énergie faible, celui-ci dé- 
veloppera un régime d'oscillations quasi harmoniques puisque l'on peut 


64 | 5 OSCILLATEURS MÉCANIQUES 


approximation 
harmonique 


—mg 


FIG. 513 : Approximation harmonique 
du pendule simple. 


6: Six < O, les solutions de l’équa- 
tion (510) sont divergentes (Ae”t avec 
r > 0) ce qui correspond à une posi- 
tion d'équilibre instable. On retrouve 
donc l'idée qu'un état d'équilibre in- 
stable est associé à un profil d'énergie 
potentiel présentant un maximum lo- 
cal. 


approcher le puits de potentiel par une parabole (cos 9 + 1 — 02/2): 


1 
Ep © ;mgte? EG Kk = mgl 


Alors que l'énergie cinétique s'écrit 


Ainsi, au voisinage de 0 = 0 , on a Ü + 5 = L'angle oscille de façon 
Li 


harmonique à la pulsation propre w, = VE = ,/% valeur indépendante 
de la masse et de l'amplitude des oscillations. Cette dernière propriété 
n'est valable que dans l'approximation harmonique, c'est-à-dire pour Les 
petits angles. 


Ainsi, pour de petites élongations autour de l'équilibre, un puits de 
potentiel présentant un courbure # positivef, donnera lieu à un com- 
portement d'oscillateur harmonique. Cette «approximation linéaire » 
est par exemple utilisée pour décrire les vibrations moléculaires. 


Anharmonicités 


Comme nous venons de le voir, l'approximation harmonique consti- 
tue souvent la première approche lorsque l’on étudie les petits os- 
cillations autour d'un équilibre stable. En revanche, pour les grandes 
amplitudes on sort du domaine de validité de cette approximation ce 
qui se traduit par l'apparition dans l'équation différentielle de termes 
supplémentaires non linéaires dit termes anharmoniques. 


De manière générale, de tels oscillateurs peuvent se décrire par l'équa- 
tion différentielle suivante : 


æ—0 


&+2Xi+ f(x) =0 avec f(x) —0 (512) 


où x représente l'écart à la position d'équilibre et Le terme 2Aï modé- 
lise l'amortissement. Cette équation peut s'interpréter comme l'équa- 
tion du mouvement d'un point matériel de masse unité et de coor- 
donnée x, dans un puits de potentiel 


La stabilité de l'oscillateur est garantie si é,(x) présente un minimum 
enx=0. 


Cas du pendule simple - Le pendule simple, comme nous l'avons vu, 
est régi par une équation différentielle du type (512) avec 


f(x) =sinx 


Le puits de potentiel a tendance à s'évaser par rapport au puits para- 
bolique associé à l'approximation harmonique ce qui signifie que les 
oscillations ralentiront par rapport à des oscillations harmoniques. 
En d’autres termes, la période des oscillations, contrairement au cas 
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de l'oscillateur harmonique, augmente avec l'amplitude 8,,, des os- 
cillations. C'est ce qu'illustre la figure ci-contre en traçant l'évolution 
de la période T'en unité de 7; (période dans l'approximation harmo- 
nique) en fonction de l'amplitude des oscillations 4. 


Cas de la liaison moléculaire - Considérons une molécule diatomique 
comme H,, O,, CO, etc. Bien que la stabilité d'un tel édifice relève 
de la mécanique quantique, il est souvent plus simple, moyennant 
quelques approximations, de décrire la liaison de façon phénoméno- 
logique. Philip Morse a proposé une énergie potentielle qui décrit de 
façon satisfaisante la structure vibrationnelle d'une molécule diato- 
mique. Dans ce modèle, les deux atomes interagissent via une éner- 
gie potentielle d'interaction, dit potentiel de Morse, de la forme 


£,= Ej(e-2% — 2er) 


où x désigne l'écart à l'équilibre et E, l'énergie de dissociation de la 
molécule. Le profil de ce potentiel (FIG. 515) montre clairement une 
dissymétrie. 


Lorsque l'on développe €,(x) au voisinage de 0, on trouve 


avec k—2Eça? et e—Ka/2 


1 
Ep © —Eo + LA — Ex 


ce qui donne une équation du mouvement du type ?. 
3 
É+wn?r— Br? =0 avec wy=VKr/u et B— D 0 
En conséquence, les oscillations ne sont plus symétriques autour de 
æ = 0et la moyenne temporelle x varie avec l'énergie de l'oscilla- 


teur. En effet, on peut montrer à l'aide d'une méthode perturbative 
(cf Annexe page 141) que 


En d'autres termes, la longueur de la liaison moléculaire augmente 
avec l'énergie emmagasinée dans la liaisonê. C'est ce même phéno- 
mène qui explique le phénomène de dilatation des cristaux : quand 
la température augmente, l'énergie de vibration atomique augmente 
également ce qui accroit la distance intermoléculaire par effet anhar- 
monique. 


3 + 


angle Onax (°) 
L Ù L > 
50 100 150 180 


FIG. 514 : Influence de l'amplitude sur 
la période d'un pendule simple. 


—E 


FIG. 515 : Potentiel de Morse. 


7 : l'énergie cinétique s'écrit € — 
Lui? avec y la masse réduite du sys- 
tème diatomique (cf Chapitre 9). 


8 : Dans l'approximation harmonique, 
l'énergie d'un oscillateur varie comme 
le carré de l'amplitude. 


THÉORÈME DU MOMENT 
CINÉTIQUE 


Le moment cinétique est une grandeur fondamentale en mécanique. 
IL joue un rôle important notamment dans les systèmes en rotation. 
Le théorème du moment cinétique découle directement du principe 
fondamental de la dynamique et, par conséquent, ne possède pas 
plus d'information. En revanche il permet de dégager rapidement une 
intégrale première du mouvement dans le cas des systèmes à force 
centrale par exemple. 


Version en ligne 


https://femto-physique.fr/mecanique/ 
theoreme-du-moment-cinetique.php 


61 Moment d’une force 


Définitions 


Considérons une force f qui s'applique en un point M. Par définition, 
le moment M,(f) de la force f en un point À est le vecteur 


Mi) AM A F Lo (61) 


Le moment d'une force s'exprime en Nm. 


Supposons un système soumis à N forces f dont les droites d'action 
passent par Le même point A. On dit que Les forces sont concourantes 
en À. Dans ce cas, le moment des forces en A est nécessairement nul 
puisque : 

AM — DMC) = 0 


Plus intéressante est la propriété selon laquelle les actions méca- 
niques sont équivalentes, dans ce cas, à une seule force F = 5 f; 
appliquée en À. En effet, Les forces étant concourantes en À, on peut 
écrire 

É=kAM avec k,un réel 


Le moment des forces calculé en un point O quelconque vaut alors 
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FIG. 6. : Forces concourantes 
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fi 


FIG. 6.2 : Couple de forces. 


Moment de forces concourantes 


N forces concourantes en À se comportent comme une seule force 
F = 5 f; appliquée en A. Par conséquent, le moment de N forces 
concourantes de résultante nulle est nécessairement nul quel que 
soit Le point où on le calcule. 


Lorsqu'un système est soumis à un couple de forces opposées {f,,—f}, 
appliquées en deux points distincts A et B, le moment résultant, ap- 
pelé couple et noté l'est indépendant du point où on le calcule : 


F=OAAf,+OBA(-f)=+BAAF, 


Ce couple n'est nul que si Le couple de forces est concourant, confor- 
mément à ce que l'on a vu précédemment. De façon générale, on parle 
de couple pour décrire tout ensemble d'actions mécaniques dont la 
résultante des forces est nulle mais dont le moment résultant est 
non nul. Nous réservons la notation L' à ce type d'actions. 


On obtient le moment en un point À à partir de celui calculé en un 
autre point B par la relation 


| MAG) =) +ABAT | 0 (62) 


valable aussi bien pour une force que pour une résultante des forces. 


Notion de bras de levier 


IL arrive souvent que toutes les forces soient dans un même plan. 
Dans ce cas, si l'on considère un point À de ce plan, tous les moments 
de force en À sont perpendiculaires à ce plan; il est alors naturel 
d'utiliser des projections. 


Soit ü Le vecteur unitaire orientant un axe (A) passant par un point 
A. Par définition, le moment d’une force par rapport à l'axe (A) est Le 
scalaire 


7 Ces 


Mai) = MA(f)-ü |© (6.3) 


Ce nombre est indépendant de la position de A sur l'axe. En effet, 
pour un autre point À’ sur l'axe, on a 


> 


Ma) = Ma(f) a+ (AA A F) a = MX (P) -ü 
puisque AA est colinéaire à %. 


Considérons maintenant une force f dans un plan ? et un axe orien- 
té (A) perpendiculaire à P. Par définition, le bras de levier est la 
distance d entre la droite d'action de la force et l'axe (A). Montrons 
que le moment par rapport à l'axe (A) ne dépend que de la force et 
de son bras de levier: 


Ma) = (AM À F)-& = AM f sin(AM, f) = +f x d 


On prendra le signe + lorsque la force tend à faire tourner le point M 
autour de l'axe dans le sens positif (associé au sens de à par la rêgle 
du tire-bouchon) et - dans le cas contraire. 


6.2 Moment cinétique 


Définitions 


Considérons un point matériel M de masse m, animé d'une vitesse 
dr Par rapport à un référentiel . Par définition, le moment ciné- 
tique! de M en un point A est Le vecteur 


Ce vecteur, comme tous les moments, vérifie la relation analogue à 
(6.2) : 
Li = Lg +ABAD 


valable aussi bien pour un point que pour un système de points. 


On définit également Le moment cinétique par rapport à un axe. Si x 
désigne le vecteur unitaire orientant un axe (A), le moment cinétique 
d'un point matériel par rapport à cet axe est la projection L, sur 


l'axe : 
PO ECO 


6.2 Moment cinétique | 69 


FIG. 6.3 : Notion de bras de levier. 


1 : Certains auteurs emploient le 
terme moment angulaire. 
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6 THÉORÈME DU MOMENT CINÉTIQUE 


Moment cinétique d’un système de points 


Dans un référentiel R, le moment cinétique d'un système $ de points 
matériels M, est la somme vectorielle des moments cinétiques indi- 
viduels : 

La(s) = D AM Am avec Ti = dur 


Énonçons quelques propriétés 


1. Le moment cinétique en À d'un système est relié à celui en B 
par une relation torsorielle : 


LA(S/R) = Li(S/R) + AB A Por (6.6) 


2. Dans le référentiel barycentrique R*, P* = Ü (cf Chapitre 2). Par 
conséquent, L,(S/R*) = L;(8/R*) d'après l'équation (6.6). En 
d'autres termes, le moment cinétique barycentrique est indé- 
pendant du point où on le calcule. Nous le noterons désormais 
L*. Ce moment cinétique est aussi appelé moment cinétique 
propre. 


Théorème de Kœnig relatif au moment cinétique 


Le résultat que nous avons démontré au Chapitre 2 sur l'énergie ciné- 
tique (Théorème de Kœæonig relatif à l'énergie cinétique) s'applique 
également au moment cinétique. En effet, considérons un système S 
de masse m et de centre d'inertie G. Son moment cinétique s'écrit 


La(S) = D AGAm,0; + SU GM; À mit; 


La composition du mouvement indique que 


— | — vi = Vu, 7 
Un. = V," +U avec ss Le 
M, /R î G _ 

VG — Vo 


IL vient alors 
La(S) = AG A Ÿ mu; + Sm,GM, AD + (Emar) A Te 


Or, d'une part 5 m,GM, = 0 par définition de Get d'autre part 5 m,v; = 
mc. Par conséquent, 


LAS) = L'+AGAmUX | © (6.7) 


Le moment cinétique d’un système de points, à l'instar de l'énergie 
cinétique, se décompose en deux termes : le terme barycentrique 
auquel s'ajoute le moment cinétique d'un point matériel de masse 
m situé en G. Cela constitue le second théorème de Kæonig. 


IL vient en conséquence que le moment cinétique calculé en G s'iden- 
tifie avec le moment barycentrique : 


L(S) = L' 


6.3 Théorème du moment cinétique 


Importance du moment cinétique en physique 


En mécanique classique le moment cinétique est une grandeur qui 
a la particularité de se conserver lorsqu'un système est soumis à un 
champ de forces centrales (cf chapitre suivant). Cependant, c'est en 
mécanique quantique que le moment cinétique joue un rôle fonda- 
mental : 


> Le premier modèle quantique de l'atome est du au physicien 
danois Niels Bohr (1913) qui eut l'idée de proposer un modèle 
d'atome où le moment cinétique de l'électron est quantifié : il 
ne peut prendre que des valeurs des valeurs multiples de 


h = Le 1,054.107%4 J.s 
27 
L'expérience de Stern et Gerlach montra que l'électron possède 
un moment cinétique propre quantifié, dit moment de spin. À 
l'heure actuelle, dans le modèle standard de la physique des 
particules, toutes les particules sont caractérisées par une charge, 
une masse et un moment de spin. 
> Les propriétés magnétiques de la matière ne peuvent s'expli- 
quer que dans le cadre quantique où le moment de spin joue 
un rôle clé. La Résonance magnétique nucléaire (RMN), l'Image- 
rie par Résonance Magnétique nucléaire (IRM) , l'électronique 
de spin sont quelques exemples d'applications modernes où 
la notion de moment cinétique joue un rôle central. 


Y 


6.3 Théorème du moment cinétique 


Le théorème du moment cinétique découle directement du principe 
fondamental de la dynamique et ne possède donc pas plus d'informa- 
tion. Dans le cas des systèmes conservatifs à force centrale, il permet 
de dégager une seconde intégrale première qui s'interprète de façon 
géométrique. 


Cas du point matériel 


Considérons un point matériel M de masse m en mouvement dans un 
référentiel galiléen Æ et soumis à une force f. Dérivons le moment 
cinétique de M calculé en un point quelconque A : 

d£,(M) _ dAM 


Sachant que d'une part dAM/dt — due — x et que d'autre part 
me = f (PFD), on obtient 


d£A(M) 
dé 
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Lorsque A est fixe dans Æ, le deuxième terme se résume au mo- 
ment de la force f, ce qui constitue Le théorème du moment ciné- 
tique. 


Cas des systèmes de points 


En appliquant, à chaque point matériel M, d'un système &, le théo- 
rème du moment cinétique en un point fixe À, il vient après somma- 
tion 


de(s) A 
dt EN + MA" 


où Mit désigne la somme des moments des forces intérieures cal- 
culée au point fixe A. Le principe des actions réciproques stipule ce- 
pendant que les forces d'interactions sont opposées et coaxiales : 


— — 


{ ki Jj 
MMA = Ô 
En d'autres termes, les forces internes constituent des couples de 
force de moment nul. Ainsi la somme des moments de forces internes 


s'annule. Finalement, Le théorème du moment cinétique pour un sys- 
tême de points prend la forme suivante : 


Si l'on choisit le centre d'inertie G comme point A, la condition «A 
point fixe » n'est pas nécessaire. En effet, à partir de l'équation (6.8), 
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on obtient 


Rs .. 


Sachant que ÿ7, mu; = mi,» il vient 


d£c(S) _ d£* 


dé mn © (6) 


Finalement, l'association du théorème du centre d'inertie et du théo- 
rème du moment cinétique permet de découpler le mouvement de 
s en deux mouvements : 


* le mouvement du centre d'inertie régi par l'équation 


dve 


_- Fe 
Mer 


> le mouvement barycentrique régi par la relation 


dL* 


_ Mt 
dt . 


Ces deux équations vectorielles donnent six relations, insuffisantes 
en général pour décrire complètement le mouvement de &. Cepen- 
dant l'étude des solides parfaits -systèmes à six degrés de liberté- 
peut être réalisé complètement à l'aide de ces deux équations, aux- 
quelles il faut éventuellement ajouter des relations de liaison liées 
aux contacts. 


6.4 Applications 


Mouvement à forces centrales 


Une force est dite centrale de centre O quand, à chaque instant, la 
droite support de cette force passe par un point fixe ©. Si l'on consi- 
dêère un système de coordonnées sphériques d'origine O, un champ 
de force centrale s'écrit 


F(M) = J(r0, p}u,. 


Par exemple, dans le référentiel géocentrique, la force de gravitation 
produite par la Terre sur un satellite artificiel est une force centrale 
à condition de supposer la Terre à symétrie sphérique. 


Que dit Le théorème du moment cinétique quant au mouvement d'un 

point matériel M soumis à une force centrale dans un référentiel ga- 

liléen ? 
d£o(M) 


— 


= ru; À f(r,0,)u; = Ü — Lo(M) = CE 


Ainsi, le moment cinétique se conserve en norme et en direction d'où 
l'on tire les trois conséquences suivantes. 
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2 : Rappelons que l'aire d’un triangle 
(ABC) vaut 2]AB A AC 


At 

FIG. 6.4 : Loi des aires : pour des durées 
égales, l'aire balayée par le rayon vec- 
teur est la même. 


1. Le mouvement est plan! En effet, à chaque instant, le vecteur 
OM est orthogonal au vecteur constant L,(M). 

2. Le mouvement étant plan, on utilise Les coordonnées polaires 
pour repérer la position de M. Le moment cinétique s'écritru;A 
mi u, + rôug) = mr? ü; et sa conservation se traduit par 


r20=C |© (610) 


où C'est une constante appelée constante des aires. 

3. L'aire balayée par Le vecteur OM par unité de temps est constante 
et égale à S (vitesse aréolaire). En effet, l'aire balayée par Le vec- 
teur OM entre + et & + dt vaut? 


d.A 


3 OM (E + dt) À OM(E)| 


=} (ONCE) + zidt) À One) 


IC] dé 


1 
2 


At Ainsi l'aire balayée par le vecteur OM augmente à une vitesse, 


dite vitesse aréolaire, 
da _C 
dd 2 
On retrouve ici la loi des aires énoncée par Kepler au sujet des 
astres du système solaire. On voit ici que cette propriété n'est 
pas limitée aux forces de gravitation mais propre à toutes les 


forces centrales. 


Solide en équilibre 


Considérons un solide & en équilibre dans un référentiel À galiléen. 
Étant au repos, Le système ne possède ni quantité de mouvement, ni 
moment cinétique. Par conséquent, 


Fext = 

M,°* _ 

Dans le cas où seules deux forces s'appliquent en deux points A et 
B d'un solide, la condition d'équilibre traduit le fait que ces deux 


forces forment un couple de moment nulle ce qui signifie que ces 
deux forces sont opposées et coaxiales. 


Ot+t ©t 


VA 


Dans le cas d’un solide soumis à trois forces non parallèles (A, Fa 
13), deux d'entre elles (par exemple f, et f,) ont nécessairement leur 
prolongement qui se coupent en un point A. Le système d'action est 
alors équivalent à deux forces f,, et f; avec f,9 = f,+f, s'appliquant 
en À. On se ramêne au cas précédent où l'on a vu que l'équilibre 
impliquait que les deux forces sont coaxiales. Le prolongement de 
Fe passe donc aussi par À. En d'autres termes les trois forces sont 
concourantes en À. 
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Solide soumis à trois forces 


Lorsqu'un solide soumis à trois forces non parallèles est au repos, 
ces trois forces sont de résultante nulle et concourantes en un 
même point. 


Exercice - Une échelle de masse m et de longueur L est en équilibre contre 
un mur et forme un angle « avec la verticale. On suppose que le sol produit 
une force de frottement alors que le mur, supposé suffisamment lisse, n'en 
produit pas. Exprimer les forces de contact en fonction du poids P = mg 
de l'échelle et de l'angle a. 

Rép. F,=mget F, = F, = 5mg tan a. 


Solide en rotation autour d’un axe fixe 


Supposons un solide & en rotation autour d'un axe fixe orienté (A) à 
la vitesse angulaire w (w > 0 si Le solide tourne dans le sens positif). 
Chaque point M, de masse m, constituant le solide décrit un cercle 
de rayon H,M, = r; où H, est la projection de M, sur l'axe (A). Leur 
moment cinétique par rapport à l'axe vaut donc 

2 


LA(M,)=mivr;, =m;Triw Car v,=r;w 


Par conséquent, le solide $ possède un moment cinétique 


La(S)=Iaw avec I1=9 m;r? 


où 1, désigne le moment d'inertie du solide par rapport à l'axe. Le rotation autour d'un 
moment cinétique est donc proportionnel à la vitesse angulaire et 

au moment d'inertie qui dépend non seulement de la masse totale 

mais aussi de sa répartition autour de l'axe de rotation. Ainsi, en vertu 

du théorème du moment cinétique, le mouvement de rotation d'un 

solide autour d'un axe fixe est régi par l'équation 


d 
ag =MX avec JA =ÿ mr? |© (611) 


Exemple : le pendule pesant 


Considérons un pendule pesant de masse m en rotation autour d'un axe 
horizontal grâce à une liaison parfaite en ©. Le centre de gravité est à 
la distance £ de O. Orientons l'axe de rotation de telle sorte que Le sens 
positif des angles soit Le sens trigonométrique. Le moment cinétique par 
rapport à l'axe vaut donc L\ = I, ô. Le bilan des actions extérieures 
donne : 


en G en O Ê 
Poids 4 résultante P= mÿ Contact 4 résultante À 
moment  MA(P)=-mglsin0 moment  MA(R)=0 


FIG. 6.7 : Le pendule pesant. 
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Le théorème du moment cinétique donne donc 


d : =.  mgl 


gs (A0) = —mgt sin 8 0 - Fe sing = 0 


On reconnaît ici l'équation différentielle d'un pendule simple de pulsa- 


tion propre 
mgl 
Wn = 4] —— 
0 TA 


On retrouve bien sûr le cas particulier du pendule simple où toute la 
masse est concentrée en G: 


I, = me W9 JE [pendule simple] 


Pour une barre rectiligne homogène de masse m, de longueur Z, fixée en 
l'une de ses extrémités on obtient 


1 JE, ne 
IA = qu et L à W9 ee [barre rectiligne] 


MOUVEMENTS À FORCE 
CENTRALE 


Ce chapitre présente une application importante des lois vues jus- 
qu'ici : les mouvements à force centrale. Après quelques généralités, 
on aborde le problème de l'interaction newtonienne et notamment 
celui du mouvement des planètes qui fit Le succès de la théorie de 
Newton. 


Ce chapitre est accessible en ligne à l'adresse : 


https: 
//femto-physique.fr/mecanique/forces-centrales.php 
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On considère un point matériel M de masse m soumis à une force 
centrale conservative de centre O, point fixe d'un référentiel galiléen. 
Nous allons voir que le problème se résout grâce à deux relations de 
conservation. 


Généralités 


Rappelons qu'une force est dite centrale quand la droite support de 
cette force passe constamment par un point fixe O. Si l'on repère la 
position de M à l'aide d'un système de coordonnées sphériques d'ori- 
gine O, on a : 

= f(r,0,p)% 


La force est attractive quand f < 0, répulsive dans l’autre cas. Si la 
force centrale est conservative alors f(r,8,4%) ne peut dépendre que 
de r. En effet, son travail élémentaire vaut 


ôW = f: dé = f(r,0,ç)dr 


forme différentielle qui doit être différentielle totale exacte. Ceci n'est 
possible que si f(r,4,%) ne dépend que de r. Dans ce cas, l'énergie 
potentielle associée ne dépend que de r et vérifie 


dé (r) = —f(r)dr | © (71) 


Interaction gravitationnelle 


La force de gravitation entre un astre fixe (massif) situé en O, à symé- 
trie sphérique de masse m, et un astre mobile à symétrie sphérique 
de masse m, vaut, d'après la loi de gravitation universelle 


Gmimo 


—— Gmim 
fo=-— Tu = dé= 7 "dr 


r2 
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At 


FIG. 71 : Loi des aires : pour des durées 
égales, l'aire balayée par le rayon vec- 
teur est la même. 


d'où l'on tire l'énergie potentielle 


Interaction coulombienne 


La force électrostatique entre une charge ponctuelle fixe (charge élec- 
trique q,) et une charge ponctuelle mobile (charge q) est une force 
centrale et s'écrit 


Lorsque q, et a sont de même signe, la force est répulsive. C'est aussi 
une force conservative, d'énergie potentielle 


EE | © (73) 
ATEoT 


Ces deux forces centrales varient comme l'inverse du carré de la distance: 
elles sont dites newtoniennes. 


Par ailleurs, on choisit souvent la convention €, ——> 0, ce qui permet 
T—00 


de poser C® = 0. 


Conservation du moment cinétique 


Comme nous l'avons vu dans le chapitre précédent, un point maté- 
riel soumis à une force centrale dans un référentiel galiléen voit son 
moment cinétique LQ, Se conserver : 


Lo Lena =0 — Lo(M) = 


ce qui a trois conséquences : 


1. le mouvement est plan; 
2. en coordonnées polaires, la conservation du moment cinétique 
se traduit par la relation 


F20 = C\ Q (74) 


où C'est la constante des aires déterminée par les conditions 
initiales ; 

3. l'aire balayée par Le vecteur OM par unité de temps est constante 
et égale à C/2 (vitesse aréolaire) : 


d4 _C 


dt 2 
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Conservation de l'énergie mécanique 


La force étant conservative, l'énergie mécanique se conserve : 
op E = 6. CE 
us + p(r) — Cm 


En coordonnées polaires, Le carré de la vitesse s'écrit, en utilisant 


l'équation (7.4), 
2 


: C 
2.2 2 == 2 
V—=T + (r) =T FT 


ce qui donne une intégrale première : 
Conservation de l'énergie 


ONE (75) 


Formellement, Le problème est analogue à l'étude d’un point ma- 
tériel à un degré de liberté (r) plongé dans un champ de force 
d'énergie potentielle effective 


mC? 
Ep, eff Len cn Ép{r) 


Finalement la résolution de l'équation différentielle (7.5) donne r(t) 
puis @(t) en utilisant l'équation (74). On peut donc - en principe - 
trouver la trajectoire de M, soit de façon analytique quand l'équation 
différentielle est soluble, soit de façon numérique. Cependant, sans 
résoudre complètement le problème, on peut faire une analyse qua- 
litative à partir du profil de €, 4#(r). En effet, la forme de l'énergie 
potentielle effective permet de savoir si La particule restera confinée 
autour du centre O ou s'en éloignera au bout d’un certain temps. Par 
exemple, supposons que l'énergie potentielle effective ait l'allure re- 
présentée sur la FIG. 7.2. Deux cas se présentent alors. 


1. Si les conditions initiales sont représentées par un point P; 
d'énergie &,, situé dans un puits, alors r(t) oscille entre deux Ep 
valeurs (cf Chapitre 5). Et comme r?20 = C, 0(t) augmente ou di- 4 
minue suivant le signe de C‘ Ainsi, le point matériel décrit une 
orbite plus ou moins complexe autour du centre d'attraction. 
On dit que la particule est dans un état lié. Notons que si P, | états liés états non liés 
possède une énergie mécanique correspondant à la valeur du 
fond du puits de potentiel, r reste constant au cours du temps 
ainsi que 4. Le mouvement est alors circulaire uniforme. 

2. Si les conditions initiales sont représentées par un point P, 
situé en dehors du puits de potentiel, alors, après un éven- Her sen dépiLéneneque 
tuel rapprochement du centre d'attraction jusqu'à une distance à un puits. Suivant la valeur de l'éner- 
d'approche minimale r,,, le corps va s'éloigner indéfiniment  gie mécanique, les valeurs de r sont 
du centre de force; on dit que la particule est dans un état de POMÉE SNÈeE 
diffusion ou état non lié. 
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Théorème de Bertrand 


Lorsque le profil de €, #(r) présente un puits de potentiel, il existe 
une valeur r, de r pour laquelle la trajectoire est circulaire. Cette 
valeur est donnée par le minimum de €, .#(r) obtenue en annulant 
la fonction dérivée : 


C? 
nent) = +6) =0 = MC réEs(ro) (76) 


Le mouvement est uniforme puisque r20 = C'et la période orbitale 
vaut : 
27 27r 

Torb — “A. — Le 

Imaginons maintenant que Le corps en mouvement reçoive une petite 

quantité d'énergie de telle sorte que l'orbite circulaire est perturbée : 

la distance r va osciller autour de r, avec une période d'oscillation 


Ts donnée par la formule (cf. Chapitre 5): 


Ju Bb = m 
Ts = 27r1/— avec ÿ (7.7) 
! { TE Es, eo) 


Or, en général, T,, et T Sont dans des rapports quelconques de 
sorte que la trajectoire, bien que liée, ne se referme pas sur elle 
même. La figure 7.3 montre quelques exemples d'orbites. Il existe ce- 


FIG. 7.3 : Simulation numérique : exemples d'orbite d’un corps soumis à une force centrale f(r) = k. avec p = 2,5 et p = —0,5. 


pendant des cas où, quelles que soient les conditions initiales (en res- 

tant dans le cas où la trajectoire est bornée), ce rapport est commen- 

surable : Th/Tisn = m/n avec (m,n) € N?. En d’autres termes, après 

n révolutions, r(t) oscille exactement m fois; la trajectoire se referme 

alors parfaitement. Analysons par exemple le cas de la force képlé- 

rienne f = —k/r? de potentiel €, = —k/r. l'équation (7.6) donne 
mC? m?C$ 


E et To = 27 


To = 


De la même manière, l'équation (7.7) donne 


m m m?C$ 
Pose = 27,/=— = 27% = 27 
en 1 ET eft V 3m C2/r4 — 2k/r3 k2 
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Ainsi, on trouve Th = Ti. En d'autres termes, faiblement pertur- 
bée, l'orbite circulaire devient une orbite qui se referme après une 
révolution; nous verrons qu'il s'agit d'une ellipse. 


Joseph Bertrand se posa la question de la fermeture des trajectoires 
dans un cadre beaucoup moins restrictif que Le notre ! et trouva un 
résultat remarquable qu'il envoya à l'académie des sciences. Ce court 
article[7] fut publié en 1873 et montre Le théorème suivant: 


Théorème de Bertrand 


IL n'y a que deux types de forces centrales conservatives pour les- 
quelles les états liés sont fermés c'est-à-dire périodiques : 


+ La force centrale newtonienne f = —k/r?. Dans ce cas, Les 
orbites liées sont des ellipses dont l’un des foyers est O. 
+ La force élastique isotrope f = —kr. Les orbites liées sont 


également des ellipses mais cette fois-ci centrées en O. 


7.2 Le problème de Kepler 


Le problème de Kepler fait référence à l'étude du mouvement d'une 
planête sphérique de masse m soumise à l'attraction gravitationnelle 
de la part d'une étoile de masse m, considérée fixe et à symétrie 
sphérique. La seule force est centrale, newtonienne et attractive : 


Gmm, _, 
— m 


r2 F 


Bien entendu, tout corps de masse m lié gravitationnellement à un 
astre fixe de masse m’ est soumis aux lois de Kepler; il suffit alors de 
remplacer mm, par mm’. 


Lois de Kepler 


Les trois lois sur le mouvement des astres du système solaire, dites 
lois de Kepler, s'énoncent ainsi : 


1. Les planètes parcourent des orbites planes, elliptiques. Le Soleil 
occupe l’un des foyers de l'ellipse. 

2. En des durées égales, les planètes balayent des aires égales. 

3. Le rapport du carré de la période de rotation au cube du demi- 
grand axe est identique pour toutes les planètes du système 
solaire. 


Ces trois lois permettront à Newton de confirmer sa théorie du mou- 
vement des corps (Philosophia naturalis principia mathematica 1687). 
Nous avons déjà vu comment la deuxième loi est une conséquence 
de la conservation du moment cinétique, voyons comment dériver 
les deux autres lois à partir des lois de Newton. 


1: Notre raisonnement n'est valable 
que pour de petites perturbations au 
voisinage de ro. 


[7]: BERTRAND (1873), «Mécanique ana- 
lytique » 


2: Tout écart à la sphéricité induit une 
force non centrale. 


Histoire 


C'est en 1609 que l'astronome 
allemand Johannes Kepler (1571- 
1630) publie son ouvrage Astrono- 
mia Nova (Astronomie Nouvelle) 
dans lequel il énonce les deux 
premières lois qui portent main- 
tenant son nom. IL découvre ses 
lois grâce à Tycho Brahé, expéri- 
mentateur hors pair, qui fit des ob- 
servations très précises, ceci sans 
l'aide d'aucun d'instrument d'op- 
tique. En étudiant le mouvement 
de la Terre autour du Soleil, Kepler 
découvre d'abord la loi des aires. 
C'est en étudiant le mouvement 
de la planète Mars autour du So- 
leil qu'il découvre la première loi. 
Comme souvent lors de grandes 
découvertes, la chance a joué un 
rôle non négligeable : d'une part, 
Kepler fit de nombreuses erreurs 
dans ses raisonnements qui heu- 
reusement se sont compensées; 
d'autre part, la mise en évidence 
du mouvement elliptique a été fa- 
vorisé par la grande excentricité 
de l'orbite de Mars (l'orbite de 
Mars est 5 fois plus excentrique 
que celle de la Terre). La troisième 
loi ne fut découverte qu'en 1618. 
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Ep, efi 


états non liés €, > 0 


To r 
T > 


FIG. 7.4 : Potentiel effectif képlérien 


Cas du mouvement circulaire 


Le profil de l'énergie potentielle effective 


£ + mC?. Gmm, 
p, eff — 9y2 En 


T 


montre que les états liés sont possibles. Si l'énergie mécanique cor- 
respond à la valeur minimale de €, ., alors r reste constant au cours 
du temps et l'orbite est circulaire. On voit de plus que cette orbite cir- 
culaire est stable. 


Supposons donc que M décrit une orbite circulaire de rayon r,. En 
vertu de la conservation du moment cinétique, on a 


ro? =C 


ce qui implique que le mouvement est circulaire uniforme (vitesse 
angulaire constante). La relation fondamentale de la dynamique ap- 
pliquée à M donne 


IL vient alors 


et € =—- € (7.8) 


la vitesse décroît quand r, croît. La période de révolution est reliée 
au rayon orbital par 27r, = vT puisque le mouvement est uniforme. 
IL vient, en élevant au carrê : 

5 Gm, 


T2? 472 9) 


relation qui donne une version simplifiée de la troisième loi de Ke- 
pler. 


Enfin l'énergie mécanique est constante et égale à 


Ensemble des trajectoires solutions 


L'orbite circulaire est donc une solution stable particulière. L'ensemble 
des trajectoires possibles s'obtient à partir des deux relations de 
conservation : 


1 … mC?  Gmm, 
D Hi 2r2 r = Em 
r20 = C 


ILest alors judicieux de procéder au changement de variable u = 1/r 
afin d'obtenir l'équation polaire de la trajectoire, à savoir la relation 
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r(8). On a 


. du) du 1du: du 
FE — wd  wd0 Cd 


Le système d'équations devient : 


Êm 
= Cu 


Gmm,u 


1 à (du 2 mC2u? 
AL (S) 2 


Si l'on dérive la première relation par rapport à 8 il vient 


équation différentielle linéaire avec un second membre constant dont 
la solution s'écrit 


Gm, 
u(@) = ce + A cos(0 — 6) 
c'est-à-dire 
C? 
p pP = >— 
— 710 
"i+ecosé-8) : > nr D 


On reconnaît l'équation polaire r(8) d'une conique de paramètres 


e>l1 


FiG. 7.5 : Les différentes trajectoires ké- 
plériennes en fonction de l'excentrici- 
té e. On peut noter que les trajectoires 
se coupent lorsque 9 — 0, = 7; dans 
ce Cas r = p. 


p ete dont l'origine O est l'un des foyers et dont l'axe focal est la 

droite 4 — 6, [8]. La trajectoire est donc une conique de foyer le  [8l: Rousser (2014), Les coniques 
centre d'attraction et dont la forme dépend des conditions initiales 

puisque p et e en dépendent. Suivant la Valeur de e, on aura des états 

liés (l'ellipse pour e < 1) ou des états de diffusion (la parabole pour 

e = 1 où l'hyperbole pour e > 1). Les planètes, confinées autour du 

Soleil, décrivent ainsi une ellipse de foyer Le centre du Soleil. 


On peut noter que l'équation (710) ne permet pas d’avoir l'équation 
horaire de l'astre. Il faudrait pour cela connaître l'évolution de l'angle 
0 au cours du temps. Cependant, la loi des aires 4 = C'/r? se met 
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[9] : RIES et al. (1992), « Progress in the 
determination of the gravitational co- 
efficient of the Earth» 


sous la forme à — f(8) - équation différentielle ordinaire du premier 
ordre - qu'il est toujours possible de résoudre par une approche nu- 
mérique. 


Troisième loi de Képler 


La troisième loi est une conséquence des deux premières et ne s'ap- 
plique que pour les mouvements elliptiques. Tout d'abord la loi des 
aires se traduit par 


d4_C _, 4 
dé 2 T 


D|Q 


où T'est la période orbitale et.4 l'aire de l'ellipse. Les mathématiques 
donnent 4 = Tab où a et b sont le grand et le petit-axe de l'ellipse. 
De plus, b = ,/ap (cf. [8]) de sorte que si l'on élève au carré la loi des 
aires, on obtient 
r?a°p : C? 
T2 4 
Or, selon la solution générale (710) p = C?2/Gm, d'où l'on déduit la 
fameuse formule 


a _ Gm, 


Te © 4m Se 


En d’autres termes, le rapport a*/T? est identique pour toutes les 
planètes du système solaire comme l'avait constaté Kepler. La contri- 
bution de Newton est de relier cette loi à La constante de gravitation 
universelle et la masse du Soleil. 


Détermination de la masse du Soleil 


La troisième loi de Kepler relie une distance, un temps et une masse. Il 
est donc possible de «peser» un astre en mesurant une distance et un 
temps! On peut ainsi «peser » Le Soleil à partir de la période orbitale de 
la Terre 

T = 1 an = 365, 26 jours solaires 


et du demi grand-axe de l'orbite terrestre (qu'il est possible de déter- 
miner par une mesure de parallaxe) a — 149,6.10$ km. La troisième loi 
donne donc 


149, 6.106)* 
_— (149, 6.109) 


2 = 2,0.10% k 
+ 7 6,67.10-11x (365,26 x 24 x 3600)  ? $ 


L'étude de la trajectoire des satellites artificiels a permis de mesurer via 
la troisième loi de Kepler, la constante Gm+ — 398600, 44 km°.s? avec m- 
masse de la Terre[9]. Cependant, on ne connaît ni &, ni m, avec une telle 
précision... 


Énergie 


Allons au delà des lois de Kepler et montrons que l'énergie méca- 
nique s'exprime simplement en fonction du grand-axe de la conique. 


Reprenons les expressions de r et de # (par souci de simplification 
on choisit l'axe Ox de façon à ce que 4, = 0). 


Fr — p 
1+ecos@ 

. du  Cesin0 

os de p 


pour les substituer dans l'énergie mécanique. Il vient alors 


£. = L, mC?  Gmm, 
me 2 " 2r2 r 

1 ,|(1+ecos8}? e? sin” 4 Gmm,(1 + e cos 6) 
2 p° p° p 
mC? à Gmm, (1 + e COS 0) 

CR D (1 + e? + 2e cos 8) pa 

Or, C? = Gm,p d'où 
: =- (1e?) (712) 


On peut alors distinguer trois cas. 


1. Pour une hyperbole, e > 1 et €, > 0. Les états ne sont pas liés 
et le corps s'éloigne indéfiniment du centre d'attraction avec 
une énergie cinétique non nulle lorsque r — oo. Le grand axe 
d'une hyperbole vaut a = p/(e? —1) d'où 


_ Gmm, 


É= à [hyperbole] 


2. Pour une parabole, e = 1 et €,, — 0, ce qui signifie que Le corps 
va s'éloigner du centre avec une vitesse qui tend vers 0 lorsque 
T — ©. 

3. Pour une ellipse,e < 1et€,, < 0:le corps est lié à l'astre central 
conformément à la FIG. 74. Pour une ellipse, le grand axe vaut 
a = p/(1—e?) ce qui donne 


Gmm, 


ne [ellipse] 


On pourra retenir que dans le cadre du problème de Kepler, l'énergie 
mécanique d'une planète en orbite autour d'une étoile de masse m, 
vaut 


__ÿm my 


mn Q (713) 


En = 


Exercice - En 1843, une comète est passée extrêmement près du Soleil 
puisque son périhélie (péricentre autour du Soleil) se situait à d, — 
5,53.10 * Ua. En considérant que son orbite est parabolique, calculer la 
vitesse v,. de la comète au périhélie. On donne la vitesse de la Terre : 
u = 30km.s ‘. 


Rép. v..,. = u,/ 2 = 570km.s"!. 
ma \ dp a 
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3: L'altitude À est suffisamment basse 
pour avoir h « R et suffisamment 
haute pour négliger les frottements 
dus à une atmosphère très raréfiée. 


4 : Plus exactement, elle quitte l'at- 
traction de la Terre pour rejoindre la 
«sphère d'influence » d'un autre astre. 


Vitesses cosmiques 


Supposons que l'on veuille envoyer un satellite S de masse m en or- 
bite autour de la Terre. Pour cela, on utilise un lanceur qui, dans une 
phase propulsive, donne l'énergie suffisante au satellite. Lorsque le 
satellite se détache du lanceur à la hauteur h, il entre dans la phase 
balistique avec une certaine vitesse v et une énergie €. Si l'on as- 
simile la Terre à un astre à symétrie sphérique de masse m, et de 
rayon 7, on à° 
1 , Gmm ” 1, Gmm 


2 RER 2 


Deux cas limites se présentent. 


En > 0: la trajectoire n'est pas liée et Le satellite s'éloigne indéfini- 
ment de la Terre“. Dans ce cas, on a: 


ù > vip = /29R7 & 11km.s 7! 
Ce qui définit La vitesse de libération vw}. 


Em < 0: la trajectoire est une ellipse de foyer Le centre de la Terre. 
Pour éviter une collision avec la terre, le périgée de l'orbite doit se 
situer à une distance r,;, = a(1—e) > R.Il faut donc communiquer 
une énergie 

Em mm 


OR UN SD. 


Dans le cas d'une orbite circulaire - cas où l'énergie minimale est la 
plus faible - on a 


Condition qui, traduit en termes de vitesse, donne 


v> vx = VgRr = 8km.s 
ce qui définit la vitesse de satellisation +. 


Notez que ces vitesses ne dépendent pas de la masse. Elles concernent 
aussi bien Les astres que les molécules. 


Exercice - On admet qu'un corps de masse M agit comme un trou noir 
si la vitesse de libération à sa surface dépasse la vitesse de la lumière 
dans le vide. Montrer que cela se produit lorsque le rayon de l'astre est 
inférieur à un certain rayon critique À, appelé rayon de Schwarzschild que 
l'on calculera pour la Terre. On donne G = 6,67.10-!! m°.s?.kg”! et M, — 
6,0.102 kg 

Rép. Pour la Terre, on trouve R < a 


= 9 mm. 


Application : l'échappement de Jeans 


Ce phénomène est à l'origine de l'évaporation thermique des atmosphères 
planétaires. En effet, dans une atmosphère à la température T, les parti- 


cules ont une vitesse moyenne de l'ordre de 


3RT 
M 


Uh — 


où M est la masse molaire de la molécule et R la constante de gaz par- 
faits. Cette vitesse est en général inférieure à la vitesse de libération 
de la planète. Cependant, la probabilité de trouver une molécule ayant 


une vitesse v > uw, augmen 
pides sont donc susceptibles 
pas rencontrer d'obstacle sur 


de quitter l'a 


vers la planète. C'est précisément ce qui se 


(exosphère) où la température est élevée et 
x 1/VM) quittent 


molécules les plus légères (v, 
rythme d'autant plus importa 
rature est forte. 


Ce phénomène est par exemp 


nt que la grav 


e la cause de 


te avec la température. Ces molécules ra- 


tmosphère à condition de ne 


leur chemin qui risquerait de les ramener 


produit en haute atmosphère 
les collisions rares. Ainsi Les 
‘atmosphère ceci à un 


té est faible et que la tempé- 


a pauvreté en hydrogène des 


planètes telluriques (Mars, Terre, Vénus). Le composé le plus abondant de 


l'univers, H,, bien que produi 


t continuellement par le volcanisme, n'est 


qu'un composé mineur de ces planètes. Il est aussi à l'origine de la dis- 
parition complète de l'atmosphère sur Mercure et sur la Lune. 


Équation horaire 


Le problème de Kepler n'est pas complètement résolu au sens où 
nous n'avons trouvé que l'ensemble des trajectoires. Il nous reste à 
préciser Le mouvement de M le long de cette trajectoire, c'est-à-dire 
à trouver la relation entre 8 et le temps t. Il est commode de fixer 


l'origine des temps lorsque M se situe au péricentre (9(0) = @,). 


Dans la cas d'une orbite fermée de période T' on définit la vitesse 


angulaire moyenne 


reliée à La loi de Kepler par 


Cas du cercle 


Lorsque l'orbite est circulaire de rayon r, nous avons montré que 
M décrit l'orbite à une vitesse angulaire constante 0 = w. Ainsi, le 


__ 27 
D = — 
T 
2,3 — 
wa” = Gm,. 


mouvement de l'astre est régi par l'équation horaire 


F = 


0 — 


To 


Cas des faibles excentricités 


Comme le montre La TAB. 71, les planètes du système solaire ont une 
trajectoire elliptique de faible excentricité. On peut dans ce cas, ap- 
procher l'équation horaire par un développement d'ordre 1 en e. Pour 
trouver la relation 8(4), il faut résoudre l'équation différentielle du 


premier ordre 


r20=C avec r 


P 


s 1+ecos 


it + 0, 


C? 


et = 
0 P 
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TAB. 71 : Quelques éléments d'orbites 
des principales planètes du système 


solaire 

Planète grand-axe a [ua] e 
Mercure 0,387 0,2056 
Vénus 0,723 0,0068 
Terre 1,000 0,0167 
Mars 1,524 0,0934 
Jupiter 5,203 0,0485 
Saturne 9,555 0,0555 
Uranus 19,218 0,0463 
Neptune 30,110 0,0090 
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où on a pris soin de choisir l'axe Ox de façon à avoir 4, = 0. l'équation 
différentielle se résout par la méthode de séparation des variables : 


0 2 


Pp fi 


Intégrale que l'on approche à l'aide d'un développement limité à 
l'ordre 1 de l'intégrant : 


(1+ecos®’) ? = 1—2ecos 0 d'où  p?(8—2esin0) =Ct 
De plus, 

_2 4 
li 
(1—e2)3 


Finalement, en négligeant e? devant 1, on trouve C'/p? = w et l'équa- 
tion horaire s'écrit 


C? = pGm, = pu ai = 


0 — 2e sin 0 = wt (715) 


Ainsi, le mouvement des planètes du système solaire peut être décrit 
par le système d'équations 


T = a — 
1+ecosô 
0—2esin0 — wt 


On peut poursuivre le développement à l'ordre 1 en e, en remarquant 
que 0 = 2e sin 0 + wt et donc que 


2e sin 0 = 2esin(2e sin 0+wt) = 2e sin(2e sin 4) cos(wt)+2e sin(wt) cos(2e sin 0) 
Si l'on ne garde que les termes d'ordre 1, on trouve 

2e sin 0 = 2esin(wt) 
En conclusion, si l'on néglige Les termes d'ordre supérieur ou égal à 


deux, on trouve 
D 
T = —————— ———— 
1+ecosô 


0 = wt+32esin(at) 


Cas elliptique 


Sans se restreindre aux petites excentricités, on peut obtenir l'équa- 
tion horaire au prix de développements assez calculatoires. On ob- 


tient : 
FRE p 
1+ecos0 
1 
tan0/2 — Eten 82 
l—-e 
E-esiNnE — üwt 


La variable FE désigne ici l'anomalie excentrique. Elle se confond avec 
4 lorsque e — 0. Pour obtenir la position du corps à chaque instant, il 
est nécessaire de résoudre l'équation transcendante E—esin E = wt 
ce qui peut être réalisé grâce à une méthode numérique. 


Cas parabolique 


7.3 Interaction coulombienne 89 


Analysons le cas d'un astre sur une orbite parabolique arrivant au 
péricentre à la vitesse vw... Dans le cas, e — 1 et l'équation (714) 


donne : : 
2 2 
p / Pp / 
ES a Te 
Î (1 + cos 0)? “ Î 4 cos 0’ /2 de 


ILest facile de vérifier que la primitive de 1/cos!xesttanx+1/3tan° x 
d'où : : à 
tan 9/2 + za 0/2 = rt 


Lorsque M atteint Le péricentre, il se trouve à une distance minimum 
Tmin = 17(0 = 0) = p/2 avec une vitesse maximum %,,, orthogonal au 
vecteur position d'où 


PUmax 
C = TminUmax = 2 


Finalement l'équation horaire d'une orbite parabolique de paramètre 
p S'écrit 


a 
1+cosû 
1 
tan 0/2+ = tan” 4/2 = ‘mx; 
P 


7.3 Interaction coulombienne 


On se place maintenant dans le cas où une charge ponctuelle fixe q; 
interagit avec une charge mobile g via une force centrale attractive 
ou répulsive selon le signe du produit des charges. 


ri did —, 
= u 
f Areor? ” 


Cas attractif 


Considérons dans un premier temps le cas ou les deux charges sont 
opposées. Par exemple le problème de l'électron lié électriquement 
à un proton 1836 fois plus lourd et donc quasiment fixe, peut être un 
point de départ pour modéliser l'atome d'hydrogène, si l'on accepte 
de Le décrire dans un cadre newtonien®. 


IL est clair que le problème mathématique est formellement iden- 


tique au problème de Kepler, il suffit simplement d'opérer Le change- 
ment suivant : 


La particule de charge q, décrit donc une conique dont un des foyers 
coïncide avec la charge q, et dont l'équation est donnée par 


ATOM C2? 
D D — — 
avec 142 


© 1+ecos(8 — 85) : 


IV 


5 : Rigoureusement, la physique de 
l'atome d'hydrogène et des autres élé- 
ments de la classification périodique 
relève de la mécanique quantique. 
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et l'énergie vaut 


Cas répulsif 


Plaçons nous dans le cas où les deux charges sont de même signe : 
d19> > 0. l'énergie potentielle effective 


£ _ mC? did 
p, eff 2 


T2 


ATEN T 


Ch étant une fonction monotone décroissante montre que les états liés 
sont impossibles : la particule chargée, après une éventuelle approche 
du centre répulsif, va nécessairement s'en éloigner définitivement. En 
reprenant la démarche utilisée pour Le problème de Kepler, on trouve 
que la solution générale s'écrit 


Tr ATEyM C? 
Tr = È avec F 
ecos( — 45) —1 1 92 


Ici r > 0 implique e > 1 : la trajectoire est donc une branche d'hyper- 
bole de paramètres p, d'excentricité e et de foyer, le centre répulsif. 
0 — 8, correspond à l'axe focal de la branche d'hyperbole. Si l'on fixe 
l'origine des angles de telle sorte que 4, = 0, on a 


… P 
FIG. 7.6 : Trajectoire hyperbolique dans ecosû —1 


le cas d'une force newtonienne répul- —. . . ; . 
sive. La différence essentielle par rapport au cas d'un potentiel newtonien 


attractif est que le point matériel décrit une branche d'hyperbole qui 
ne contourne pas le centre répulsif. 

6 : On parle de diffusion de Ruther- 

ford Ainsi, une particule chargée d'énergie cinétique initiale £. lancée en 
direction d’une charge fixe, va subir une déflexion$ du fait de la ré- 
pulsion. La trajectoire de la particule subit une déviation angulaire 
O4, qu'il est possible d'exprimer en fonction de &€,, des charges en 
interaction et du demi-petit axe b que l'on appelle ici le paramètre 
d'impact. Tout d'abord, l'angle 64, est lié à l'angle +9, que font les 
asymptotes. On a 


1 
0,, =7—-20, — tang, = 
EN 17 tan(Oue/2) 
Or, on sait (cf [8]) que tan 4, — Ve? — 1. Par ailleurs, la constante des 
aires vaut 
4 b? 2 
C=FAG LR =b, = p= 07 


142 
Enfin, p = a(e? — 1) et b = ave? — 1 de telle sorte que 


Arenm b v? 
rang, = 2 = frmbué, 
14% 


7.3 Interaction coulombienne 


La loi de diffusion de Rutherford est donc donnée par 


dd 

tan Ojey/2 = Etc b (716) 
Les particules sont d'autant plus diffusées que le paramètre d'im- 
pact est faible. Lorsque b = 0, la particule arrive de façon frontale 
et perd toute son énergie cinétique jusqu'à atteindre la distance mi- 
nimale d'approche d,,, puis rebrousse chemin, l'énergie potentielle 
étant convertie en énergie cinétique. On a alors ce que l'on appelle 
une rétrodiffusion. La distance minimale d'approche est donnée par 
l'égalité entre l'énergie cinétique initiale et l'énergie potentielle en 
ce point : 

__ he. 142 


© Améodmin D Are 


L'expérience de Geiger et Marsden 


En 1911 Hans Geiger et Ernest Marsden, sous la direction de Ernst Ruther- 
ford, bombardent une mince couche d'or (Z = 79) avec un faisceau de 
particules alpha (noyaux 1He°*) puis repêèrent la direction des particules 
a diffusés à l'aide d’un écran de sulfure de zinc (ZnS). La feuille d'or doit 
être assez mince d'une part pour éviter les diffusions multiples et d'autre 
part pour que le ralentissement du faisceau soit négligeable. Le faisceau 
de noyaux a est produit grâce à une source radioactive (rappelons que la 
découverte de la radioactivité par H. Becquerel date de 1896) et possède 
une énergie cinétique €. = 5 Mev ce qui donne une distance minimale 
d'approche 


D 2Ze? 
LS ATépée 
Or, à l'époque, le modèle atomique qui prévaut dans la communauté 
scientifique est le modèle de Thomson : l'atome serait une boule de 
charge positive dans laquelle seraient confinés les électrons. Dans ce cas, 
les calculs montrent que l'énergie du faisceau « est trop grande pour ob- 
server une rétrodiffusion, c'est pourquoi l'équipe de Rutherford s'attend 
à observer une faible diffusion de l'ordre de celle que donne le calcul 
quand on remplace b par la taille de l'atome (84, + 1/100°). À la grande 
surprise, un nombre important de particules fortement diffusées est ob- 
servêé ce qui montre que le noyau est confiné au centre de l'atome. Les 
mesures permettent d'estimer la taille de ce noyau : de l'ordre de 10 fm. 
En d’autres termes, cette expérience montre la structure composite et La- 
cunaire de l'atome : 99,9999999999% de l'espace est vide! 


45 10m 
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RÉFÉRENTIELS NON GALILÉENS 


Pour une certaine échelle d'observation et un certain niveau de pré- 
cision il existe des référentiels dont le caractère galiléen est vérifié. 
En revanche, ces référentiels ne correspondent pas toujours aux réfé- 
rentiels dans lesquels on effectue les mesures d'où la question légi- 
time : comment les lois de la mécanique s'expriment dans de tels ré- 
férentiels ? Après avoir établi Les relations qui permettent de changer 
de référentiel, nous verrons qu'il faut introduire de nouvelles forces 
lorsque l'on veut décrire des phénomènes mécaniques dans un ré- 
férentiel non galiléen : la force d'inertie d'entraînement et la force 
d'inertie de Coriolis. 


Version en ligne 


https://femto-physique.fr/mecanique/ 
referentiels-non-inertiels.php 


81 Référentiels en translation 


Position du problème 


Considérons deux référentiels À et À’ munis respectivement des sys- 
tèmes d'axes (O,uj,us,uz) et (O'ux ,u ;uz ). Par définition, R’ est en 
translation par rapport à si, du point de vue d’un observateur lié à 
R, les axes de &’ conservent la même direction et le même sens au 
cours du temps. Mathématiquement cela signifie qu'à tout instant 


duy” 2 
ce 
R 


avec k € {1,2,3} 


où l'indice Æ indique que la dérivée est calculée par un observateur 
lié à R. 


Ici, le mouvement de &’ par rapport à Æ est entièrement détermi- 
né par celui du point O’. On définit la vitesse et l'accélération de &’ 
par: 
Dr yr = Voyr €t rr = Go/r 

Si O’ décrit une droite, on dit que le référentiel Æ’ est en translation 
rectiligne comme c'est le cas pour un référentiel lié à un ascenseur. 
Si O' décrit un cercle, on parle de translation circulaire. C'est ce mou- 
vement que l'on observe lors des fêtes foraines où l'on rencontre 
fréquemment une grande roue constituée de nacelles en translation 
circulaire par rapport au référentiel terrestre. De manière générale, si 
0’ décrit une courbe quelconque, on parle de translation curviligne. 
Posons nous deux questions : 


81 Référentiels en transla- 
tion 
Position du problème .. 
Composition des vitesses 
et des accélérations . .. 
Notion de force d'inertie 


8.2 Référentiels en rotation 
uniforme autour d’un axe 


Vecteur rotation 
Formule de dérivation 

vectorielle. ........ 
Composition des vitesses 
et des accélérations . .. 
Force centrifuge 
Force d'inertie de Coriolis 


8.3 Généralisation 
Composition des vitesses 
Loi de composition des 
accélérations 
Relativité galiléenne . .. 
Dynamique non gali- 
léenne........... 


98 
98 
100 


101 
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FIG. 81 : Exemples de mouvement de 
translation. 


Translation rectiligne Translation circulaire 


1. Un corps en mouvement n'est pas décrit de la même manière 
par un observateur suivant qu'il est lié à À ou à .Æ’. Dès lors, 
quelles sont les relations qui permettent de passer d'une ob- 
servation à une autre ? 

2. Si les lois de la mécanique sont valides dans Æ, le sont-elles 
encore dans &’? 


Composition des vitesses et des accélérations 


Un point matériel M en mouvement dans Æ est décrit par son vecteur 
position # — OM fonction du temps t. Dans &’, on définit Le vecteur 
position 7 — O'M fonction du temps +’. La relation de passage de 
R' — R est donnée par 


(81) 
r —= O0 +7 


Un observateur lié à À mesure une vitesse, appelée parfois vitesse 


absolue, 
: dr 
MT 


De la même façon, un observateur lié à &’ mesure une vitesse, appe- 
lée arbitrairement vitesse relative, 


" a 
Pur — ay 


où t’ est le temps dans Æ&’. 


Dérivons 7 par rapport au temps + dans le référentiel À : 


dé] _d#| , do0!| _dr| : 
— _ FÜR /R 
dl, dtl, de d|, 


Or, si l'on note x’, y’ et z’ les composantes du vecteur ” dans la base 
fe on 
(ua ,uz ,uz ), on a 


dr” de y dur dé > ; du , dus , dus 
—= U: + Us À U3 +x L m4 
dé|, dé dé dé dé |, dé |, dt |, 


8.1 Référentiels en translation 


Mais puisque Æ’ est en translation par rapport à À, les trois derniers 
termes sont nuls. Par ailleurs, compte tenu que dx’/dt = dx’/dt'…, 
on peut écrire 


' dx’ _, : dy" _y : dz’_, _ 
dl. dt tae 2 tqs Wx 


Le terme de droite s'identifie alors avec la vitesse mesurée dans le 
référentiel &”’. Finalement on trouve la loi de composition suivante : 


Üu/R — Dur 2e Dr R M (8.2) 


La vitesse vue dans ® est la somme vectorielle de la vitesse vue dans 
R' et de la vitesse de translation de &’ par rapport à Æ. 


Poursuivons notre raisonnement et cherchons la relation entre les 
accélérations mesurées dans Z et Æ’. Pour cela, dérivons par rapport 
à t l'équation (8.2) : 


Pour les mêmes raisons que précédemment, le terme düuyæ/dt|, 


s'identifie avec l'accélération relative düuyx/dt'|., de sorte que 


Gm/R = ONE Z + ÂR/R O (8.3) 


À l'instar de la vitesse, l'accélération vue dans Æ est la somme vecto- 
rielle de l'accélération vue dans Æ’ et de l'accélération de translation 
de &’ par rapport à Æ. 


Notion de force d'inertie 


Supposons maintenant que le référentiel Æ soit galiléen. Un point 
matériel M de masse m soumis à une résultante des forces F est 
donc régi par l'équation du mouvement 


—_ 


Qu'en est-il dans &’? Tout d'abord, en mécanique newtonienne, la 
masse est une grandeur invariante par changement de référentiel : 
m' = m. De plus, les lois d'interaction ne dépendent que des po- 
sitions et des vitesses relatives entre le point M et l'environnement 
matériel; il est alors légitime de postuler l'invariance de la force par 
changement de référentiel : F” = F. Enfin, si le référentiel &’ est en 
translation par rapport à Æ, en vertu de (8.3) on a 


änR — Gu/R + ar /R — 
de sorte que 


Mur —= F = N'a R /R (m’ =m et F* = ) 
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FIG. 8.3 : Référentiel en rotation par 
rapport à un axe fixe 


Tout se passe comme si l'on pouvait appliquer la relation fondamen- 
tale de la dynamique dans &’ à condition d'ajouter un terme supplé- 
mentaire dans le bilan des forces : 


f=-mäyx [translation] | © (8.4) 


Cette grandeur homogène à une force est appelée force d'inertie. On 
peut noter qu'elle ne dépend que du mouvement de &’ par rapport à 
R et de la masse inerte du point M d'où son nom. Quand le référentiel 
R’ accélère tout se passe comme si le point matériel subissait une 
force supplémentaire opposée à l'accélération. 


Exemple : freinage d’un véhicule 


Imaginons la situation du conducteur d'un véhicule qui roule sur une 
route horizontale. Brusquement, le conducteur freine. Le référentiel lié à 
l'habitacle est donc en translation rectiligne accéléré, l'accélération étant 
opposée à la vitesse. Dans ce référentiel, le conducteur ressent une force 
d'inertie qui Le propulse vers l'avant. Si ça ceinture de sécurité est at- 
tachée, elle Le maintient fixe dans l'habitacle en exerçant une tension 
opposée à cette force d'inertie. 


FIG. 8.2 : Le véhicule freine. Le passager se sent projeté vers l'avant. 


En revanche, si Æ’ est en translation rectiligne uniforme, on a 
üR'/R —Ù donc m'ÜmyR =} 


La relation fondamentale de la dynamique est alors valide dans &’ 
ce qui confère à &’ Le statut de référentiel galiléen. D'ores et déjà on 
peut retenir que tout référentiel en translation uniforme par rapport 
à un référentiel galiléen, est lui aussi galiléen. 


8.2 Réferentiels en rotation uniforme autour 
d'un axe fixe 


Vecteur rotation 


Supposons maintenant que le référentiel &’ ait son origine O’ fixe par 
rapport à À mais, qu'en revanche, ses axes tournent autour d’un axe 
fixe À à une vitesse angulaire w constante. Dans ce cas, on caractérise 
la rotation du référentiel tournant à l'aide du vecteur rotation & dont 
la direction est donnée par celle de l'axe de rotation, la norme par 
la vitesse angulaire w et le sens par la règle du tire-bouchon : faire 
tourner un tire-bouchon autour de l'axe de rotation le fait déplacer 
dans le sens recherché. 


8.2 Référentiels en rotation 


Ilustrons cette notion sur l'exemple de la figure ci-contre. Ici, À’ est 
en rotation par rapport à Æ autour d'un axe fixe À, orienté suivant 
u3, à la vitesse angulaire w. On posera donc 


D =wWUz 
Plaçons les points À, B et C aux extrémités des vecteurs uw, ré et 
uz. Un observateur lié à À constate que Les points A et B décrivent 
un cercle de rayon unité et de centre O’ à la vitesse w tandis que le 
point C reste immobile. Compte tenu des résultats sur le mouvement 
circulaire, on a 


du” 
dé 

dus’ 
dé 

dus’ 


dt 


+ — — — 
= Var = LXWU) =VAU 


R 


+ — — — 
= Vgyr = —lXwU =WAU 


2 


ce qui se met sous la forme 


=dAu, avec ke{1,2,3} | © (8.5) 


R 


Cette relation est en fait une définition générale du vecteur rotation 
que l'on admettra. Notons qu'un observateur lié à Æ’ voit le référen- 
tiel À tourner à la même vitesse angulaire mais dans le sens opposé, 
de sorte que l'on a 


WR/R' = —WR'/R 


Formule de dérivation vectorielle 


En conséquence, la variation temporelle d'une grandeur vectorielle 
dépend du référentiel. En effet, considérons un observateur lié au 
référentiel &’ observant les variations d'une grandeur A{#') et cher- 
chons à calculer ce que verrait un observateur lié à . Appelons A, 


__,/ 


A, et À, les composantes du vecteur À dans la base (a; ,üy U3 ): 


À = Au + Aus + Aux 


Les variations temporelles vues dans Æ et Æ&’ s'écrivent 


dA| dd ; dd > dd dus” dus’ duz 

dé dE eo Re 
R 

dA]  dA,_, dA,_, dA,_, 

d|,, dent qe 2 ds 


D'après la relation (8.5) et puisque #’ = t en mécanique newtonienne, 
on trouve 


dA 
dt” 


dA 


a LuAA | © (8.6) 
R 


R! 
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FIG. 8.4 : Vitesse d'entraînement 


1: On rappelle que 


d FU D QUES 
atAb)= 


da 


dt 


Ad+aA dè 
dt 


Cette formule de dérivation vectorielle traduit Le fait que, par exemple, 
si un vecteur est fixe dans Z alorsilne l'est plus dans &’ dès lors que 
le référentiel tourne autour d'un axe non colinéaire à ce vecteur. Fina- 
lement, c'est précisément parce que la direction d'un vecteur dépend 
du référentiel que sa variation temporelle est relative à un référen- 
tiel. 


Composition des vitesses et des accélérations 


La relation de passage (81) et la formule de dérivation vectorielle 


donnent 
dr 


. dr’ 
MR gl — 


dt 


dr’ LGAr 

_ DAT 
/ 

re 


R! 


Le premier terme est le vecteur vitesse relative ü,,4/. Le dernier terme 
quant à lui ne dépend que de la distance entre Le point M et l'axe de 
rotation. En effet, on peut décomposer #’ en composantes parallèle 
et perpendiculaire à l'axe :7” — GHRLTE Puisque DAF = 0, on trouve 


Le terme WA’ représente la vitesse du point M s'il était entraîné par 
la rotation de &’. On parle alors de vitesse d'entraînement. 


Poursuivons en dérivant à nouveau par rapport au temps! : 


—+ 


du —/ — + — >, 
sl AT +DA (Sue +DAF) 
dé |, 


L dou 


7 dt’ 


R 


du 


dé 


R! 


ce qui donne 


UTTES ce 
dé dé 


_ dur 


F7 AF+DA(DAT) 


R 


+20 À Dur + 
R R! 


La rotation étant uniforme autour d'un axe fixe, dûj/dt = O. Par ailleurs, 
si l'on utilise la décomposition #” = r’, + r; et l'identité & À (b A €) — 
(à + é)b — (à - bc, on obtient 
DA(GAT) = dA(GAF) 
= (dr )u—-u?r 


DAGGAT) = ur, 


Finalement, l'accélération mesuré dans R s'écrit en fonction de celle 
mesurée dans Æ’ via la relation 


Gm/R = GmyR" — er + 20 A Üu/r Q (8.8) 


Force centrifuge 


Admettons que le référentiel À soit galiléen et étudions le mouve- 
ment d'un point matériel M dans le référentiel &’. Soumis à une force 
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F\, son équation du mouvement dans Æ est donnée par 


Mäm/R =F 


Compte tenu de la loi (8.8) et de l'invariance de la masse et de la 
force, on a 


LAUTE à —= MM = F+ mu?" — 2mu A UNE 


Tout se passe comme si, vu de &’, le point M subissait, en plus de 
F' = F, une force d'inertie 


Lorsque le point M est immobile dans Æ’, cette force d'inertie se ré- 
sume à 


fe=mu?r, |©Q (810) 


Parce qu'elle tend à écarter la matière de l'axe de rotation, elle est 
dite force centrifuge’. Notez que son intensité varie comme le carré 
de la fréquence de rotation. 


Exemple : véhicule dans un virage 


Imaginons qu'un véhicule décrive un virage circulaire horizontal de rayon 
R à la vitesse v constante. Le passager, lié à son siège par sa ceinture 
de sécurité est fixe dans le référentiel tournant que représente la voiture. 
Ainsi, en plus des actions de contact (tension de la ceinture et réaction 
du siège) et de pesanteur, il faut ajouter la force centrifuge qui s'écrit 
2 2 w 
= = R=m— 
fie = Mur, = Mmw ME 
Cette force est compensée par les forces de contact (frottement du siège 
et tension de la ceinture). 


EPS => 
L ce tre du virage 


FIG. 8.5 : Le véhicule tourne. Le passager se sent déporté vers l'extérieur du virage. 


Enfin, cette force d'inertie a la particularité d'être conservative puisque 
le travail qu'elle produit Le long d’un déplacement infinitésimal s'écrit 
comme une différentielle totale exacte : 


ôW=f,-dé- mu?r{ dr = —dé, 


ce qui donne une énergie potentielle centrifuge 


1 
LL = mur” V) (811) 


2 : Le terme axi-fuge serait plus cor- 
rect. 
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3 : Gaspard-Gustave Coriolis (1792- 
1843) : Mathématicien et ingénieur 
français (Polytechnicien) qui a contri- 
bué à « dépoussiérer » l'enseignement 
de la mécanique générale. En 1835, il 
publie Sur les équations du mouve- 
ment relatif des systèmes de corps, ou- 
vrage dans lequel il introduit la force 
qui portera son nom. 


Force d'inertie de Coriolis 


Le deuxième terme qui intervient dans l'expression (8.9) est la force 
de Coriolis? 


fie = 2m À ur | Ÿ (812) 


Cette force est liée au mouvement relatif du point M et à la rotation 
du référentiel tournant. Notez qu'elle est toujours orthogonale à la 
vitesse et ne travaille donc pas! Elle peut courber la trajectoire mais 
ne peut pas faire varier l'énergie cinétique. 


Exemple : force de Coriolis sur un plateau tournant 


Le 


(a) Vue de profil (b) Vue de dessus 


Imaginons un plateau sur lequel on a fixé en périphérie deux robinets dia- 
métralement opposés. Lorsque l'on ouvre les robinets, chacun envoie un 
jet d’eau en direction de l'axe du plateau. Si Le plateau est immobile (par 
rapport à la Terre considéré galiléen) les deux jets se croisent. Mettons 
maintenant en rotation le plateau puis ouvrons à nouveau les robinets. 
On observe alors que, non seulement les jets ne se croisent plus, mais ils 
s'écartent dans une direction qui défie l'intuition. Si l'on analyse le mou- 
vement du jet dans le référentiel tournant, on s'aperçoit que c'est la force 
de Coriolis qui est responsable de la déviation vers la droite. En effet, un 
élément de fluide de masse m subit deux forces d'inertie : 


> une force centrifuge qui, étant centrifuge, ne peut pas expliquer la 
déviation observées. 

> une force de Coriolis f; = —2mü A dur qui est perpendiculaire 
au plan formé par ü et üy,#. Cette force est orientée vers la droite 
ce qui explique la déviation observée. 


9 En revanche elle explique que la forme du jet n'est plus parabolique. 


8.3 Genéralisation 


Les lois que l'on vient d'établir se généralisent. Nous donnons ici Les 
résultats sans démonstration. 


De manière générale, le mouvement d'un référentiel par rapport à un 
autre est la composition d'une translation et d'une rotation. Ce mou- 
vement est alors complètement déterminé par la vitesse de l'origine 
que nous notons 5,/% et par le vecteur rotation instantané & défini 
par 


=dAug avec ke!{1,2,3} | © (813) 


R 


le vecteur rotation peut varier en norme (rotation fixe avec une vitesse 
angulaire variable) mais aussi en direction (l'axe n’est alors plus fixe). 


Loi de composition des vitesses 


La loi de composition des vitesses fait apparaître deux termes : la 
vitesse relative et la vitesse d'entraînement. Le mouvement relatif, 
comme on l'a déjà expliqué, représente le mouvement de M vu par 
un observateur lié à &’. La vitesse relative s'écrit donc 


DM) = By 


Le mouvement d'entraînement quant à lui, correspond au mouve- 
ment dans Æ d'un point fictif M*, fixe dans R’ et qui coincide avec M 
à l'instant £ où l'on fait l'observation. Ainsi, par définition, la vitesse 
d'entraînement w,(M) s'écrit 


ve(M) = Üw/R 


Dans tous les cas, la loi de composition des vitesses prend la forme 
simple suivante : 


Dur = UM) + TM) | © (814) 


Loi de composition des accélérations 


Contrairement à la vitesse, l'accélération vue dans Æ présente trois 
termes : l'accélération relative a;/(M) = äy/#, l'accélération d'entrai- 
nement” a(M) = äw/x et l'accélération de Coriolis a(M) = 2j A 
v;(M). On a la loi 


dame = UM) + (M) + 25 À (M) | © (815) 


Principe de relativité galiléenne 


Supposons un point matériel M isolé dans un référentiel Æ consi- 
déré galiléen, et cherchons à quelle(s) condition(s) Le référentiel &’ 
présente un caractère galiléen, c'est-à-dire respecte le principe d'iner- 
tie. 


En vertu de la loi de composition des accélérations on a 


ur = âme + (M) + 2j À v(M) 
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4 : Attention, en général aë(M) 
due(M) 


dé |, 
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FIG. 8.6 : Le référentiel géocentrique 
est en translation elliptique par rap- 
port au référentiel de Copernic. L'ex- 
centricité de l'orbite terrestre a été 
exagérée sur Le schéma. 


Or, Le point M étant isolé, il vient äy,æ = 6. Si l'on veut que le référen- 
tiel R’ soit également galiléen, il faut Âmyr = Ô en vertu du principe 
d'inertie, soit 

25 AT(M) + (M) =Ô  Va(M) 


relation qui implique deux conditions. 


1. D'une part, & = Ü : &’ est nécessairement en translation par 
rapport au référentiel galiléen. 

2. D'autre part Üpyr = CE car ag(M) = är'/r. Le référentiel est en 
translation uniforme. 


Principe de Relativité 


Tout référentiel en translation uniforme par rapport à un référen- 
tiel galiléen est galiléen. Les lois de la mécanique dans ces réfé- 
rentiels sont les mêmes et il est impossible de Les distinguer par 
une expérience de mécanique. Il n'existe donc pas de référentiel 
absolu qui permettrait de faire La différence entre un référentiel 
au repos et un référentiel en translation uniforme. 


Notez que le caractère galiléen d'un référentiel est lié à la validité du 
principe d'inertie. Le critère de validité dépend donc de la précision 
que l'on exige. C'est pourquoi, Les référentiels considérés galiléens le 
sont dans un cadre approximatif à préciser. Citons-en quelques uns 
couramment utilisés. 


référentiel géocentrique , 


Équinoxe de Printemps 


Solstice d'Été 


Périgé (4 Janvier) 
Solstice d'Hiver 


Équinoxe d'Automne 


Référentiel de Copernic :ils’agit d'un référentiel lié au centre d'iner- 
tie du système solaire et dont Les axes pointent vers trois étoiles 
dites «fixes ». Il est utilisé en tant que référentiel galiléen lorsque 
l'on considère des expériences terrestres «longues » où la rota- 
tion de la Terre autour du Soleil ne peut être négligée. Rigoureu- 
sement, ce référentiel n'est pas galiléen car le Soleil est en mou- 
vement dans notre galaxie, la Voie Lactée. Il décrit une orbite 
circulaire de rayon D = 30000 al autour du noyau galactique 
en une période T; = 250.105 années. On peut donc se conten- 
ter du référentiel de Copernic comme référentiel galiléen tant 
que la durée de l'expérience est très faible devant T:. Concrè- 
tement cette dernière condition est toujours vérifiée pour des 
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expériences humaines. 

Référentiel géocentrique : référentiel lié au centre de la Terre et 
dont les axes conservent la même orientation par rapport au ré- 
férentiel de Copernic. IL est donc en translation quasi circulaire 
par rapport au référentiel de Copernic. On peut le considérer 
comme galiléen sur des expériences terrestres « peu longues » 
(une journée maximum), car, dans ce cas, le mouvement du 
centre de La Terre est alors assimilable à une trajectoire qua- 
si rectiligne uniforme. 

Référentiel terrestre : référentiel lié à La surface de la Terre et dont 
les axes pointent traditionnellement vers le Sud, l'Est et le Zé- 
nith. Par rapport au référentiel géocentrique, ce référentiel est 
en rotation (w = 27/1; = 7,3.10 % rad.s | avec T, = 23h 56min 045) 
autour de l'axe des pôles. Bien que rigoureusement non gali- 
léen, ce référentiel est souvent traité comme tel car les effets 
de la rotation terrestre sont souvent négligeables dans les ex- 
périences courantes. 


Lois de La dynamique en référentiel non galiléen 


Reprenons le raisonnement du 81 dans le cas général : si Le référen- 
tiel À est galiléen, un point matériel M de masse m soumis à une 
résultante des forces Fest régi par l'équation du mouvement 


—_ 


Dans un référentiel Æ’ accéléré compte tenu de l'invariance de la 
masse et de la force, on a 


: : F F 
ämyr = âne + &(M) + ac (M) = _—. 
de sorte que 
ee Fe 
’ämyr = F7 + fe + fic avec fie ma ( o 
M Am/R + fie + fic { fe = —ma(M) = —2mü A v;/(M) 


(816) 
Finalement, dans un référentiel non galiléen, tout se passe comme 
si la relation fondamentale de la dynamique était valide à condition 
d'ajouter dans le bilan des forces, deux forces fictives : la force d'iner- 
tie d'entraînement f,; et la force d'inertie de Coriolis f,. Ces deux 
forces d'inertie étant liées au mouvement de Æ’ par rapport à un 
référentiel galiléen , ils apportent des renseignements sur le carac- 
têre non galiléen de Æ’. 


En conclusion, une expérience de mécanique ne permet pas de faire 
la différence entre deux référentiels galiléens. En revanche, elle per- 
met de différentier un référentiel galiléen d'un référentiel non gali- 
léen. 
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PROBLÈME À DEUX CORPS 


Le problème à deux corps désigne la situation ou un système méca- 
nique peut se ramener à deux corps ponctuels en interaction et isolé 
de l'extérieur. C'est par exemple la situation rencontrée dans les sys- 
têmes planète-étoile. On montrera que l'étude de ce problème se 
réduit à celle d'un corps soumis à une force centrale. 


Version en ligne 


https://femto-physique.fr/mecanique/ 
probleme-a-deux-corps.php 
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Mobile réduit et masse réduite 


Considérons un système mécanique $ formé de deux points maté- 
riels M, et M, de masse respective m, etm,. On étudie la dynamique 
de ce système dans un référentiel Æ galiléen et l'on note 7; = OM, 
et 7; = OM, les vecteurs positions. Nous allons montrer que lorsque 
le système est isolé, le problème se découple en deux mouvements 
indépendants. 


Supposons donc que les deux corps soient en interaction mutuelle 
mais isolés de l'extérieur. On conserve la notation habituelle : f, 
désigne la force qu'exerce le point M, sur M, et f,, celle produite par 
M, sur M.. Le principe des actions réciproques postule que ces deux 
forces sont opposées et coaxiales. Par ailleurs, en vertu du théorème 
du centre d'inertie, on a 


Ainsi, le centre d'inertie G décrit une trajectoire rectiligne uniforme. 
Le référentiel barycentrique Æ* est donc en translation rectiligne uni- 
forme par rapport à Æ ce qui lui confère un caractère galiléen. Analy- 
sons donc le mouvement dans le référentiel barycentrique Æ* : 


d?GM — 
Le = fai = —fi2 


d?GM _— 
M2 de — 2 


Si l'on divise chaque équation par la masse et que l'on soustraie l'une 
à l'autre, on obtient 


MmiMmo d'MM 


Mit+mMo dé n° G) 
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FIG. 91 : Système à deux corps 
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ce qui s'interprète comme l'équation du mouvement d'un corps fictif 


M 


, appelé mobile réduit, de masse y, de vecteur position = GM et 
soumis à une force f tels que 
ae MM 
cr = mi + Mo ) 
re f avec 5 MM, v) (92 
f = Jo 


La masse y, appelée masse réduite, est toujours plus petite que la 
plus petite des masses m, et m.,. En résumé, Le problème à deux corps 
se découple en deux mouvements indépendants. 


1. Le mouvement du centre d'inertie qui est un simple mouvement 
rectiligne uniforme. 

2. Le mouvement relatif qui correspond au mouvement du mobile 
réduit M de masse y soumis à une force centrale f. En consé- 
quence, le mouvement relatif est plan et on a conservation du 
moment cinétique de M (r20 = C'®),. 


Retour sur la chute libre 


Selon le principe d'équivalence, la chute libre est, dans un référentiel ga- 
liléen, indépendante de la masse du corps en chute libre. Cependant, un 
observateur lié à un astre faisant l'expérience de la chute libre et dispo- 
sant d'une précision infinie, constatera que la chute libre dépend de la 
masse du corps. En effet, la chute d'un corps de masse m sur un astre 
de masse m, peut se voir comme un problème à deux corps et, comme 
on vient de le voir, l'astre est accéléré par Le corps en chute libre, Le ren- 
dant ainsi non galiléen. On sait que le mouvement relatif est décrit par 
le mobile réduit de masse 


MMA 
(be dre so 
M + Ma 


dont l'équation du mouvement est 


d?r : CRE 
bas dé? (1 m) 
l'accélération du corps en chute libre dépend donc du rapport m/mu. 
Bien entendu, c'est la précision limitée qui rend cet effet non mesurable. 
La meilleure précision obtenue dans les tours à vide étant de l'ordre de 
10-12 il faudrait faire l'expérience avec une masse m > 10-!2m, pour 


rendre cet effet mesurable, soit, pour une expérience terrestre, m > 10 
milliards de tonnes! 


Résoudre l'équation différentielle (91) permet d'obtenir le mouve- 
ment de M, relativement à M,. Quant au mouvement d'ensemble 
(celui du centre d'inertie), il suffit de connaître la vitesse du centre 
d'inertie à un instant quelconque pour connaître Le mouvement d'en- 
semble. Une fois le mouvement relatif connu, il est aisé d'accéder aux 
mouvements de M, et M, dans le référentiel barycentrique. En effet, 
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on a 
CES — = m TR 
mi OM + moGM) = 0 M = GM 
1 2 
Gi, - GW om | =" Gp 
GM, — GM, = MM, = GM Dee 
1 2 


On remarque ainsi que Le mouvement de M, (resp. M.) se déduit de 
celui du mobile réduit par une homothétie de centre G et de rapport 
m/(m; + ma) (resp. —m2/(m3 + ma)). 


Point de vue énergétique 


On peut retrouver les résultats précédents à l'aide d'une approche 
énergétique. En vertu du théorème de Kœnig, l'énergie cinétique du 
système s'écrit 
1 * 
ES) = EU + mo)vc” +ée 


où €." désigne l'énergie cinétique barycentrique. Ici, cette quantité 
vaut 1 
x > —2 — 2 
Êe = Fe (ur — Ve) + = Mo (V2 — Ve) 


Or, selon la définition du centre d'inertie G, on a (m,-+-mo)ve = mivi+ 
m,t% de sorte que 


MU, + Mov m 
Ÿ é 101 PAL? SE 2 +. SN 
VU —VG— UV n (Ti — V2) = 
My + Mo M + Mo M + Mo 


Ma 


Un 


puisque vw, — v, vaut dM,M,/dt, soit la vitesse du mobile réduit M. En 
procédant de la même façon, on trouve 


mi 


VU — U 
2 G mie 


L'énergie cinétique d'un système à deux corps s'écrit donc 


1 1 mm d 1 ù 
: 2, 2 mi 2 
ES) = 70m +ma)uc + ED CE de |" 


Finalement, on trouve 


1 1 
E(S) = UE + ma)ve? + HU V (93) 


Le travail des forces qui agissent sur le système se résume au travail 
des forces internes puisque le système est isolé. On a donc 


f F 
w=wie | Fa d0N: + | fn : dOM; 
[l l 


où i et f désignent les états initial et final. Sachant que les forces 
internes sont opposées, on trouve 


1 16 
we | Fi-dMm = | Far 
i i 
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Le travail des forces qui agissent sur un système à deux corps cor- 
respond au travail dépensé par la force qui agit sur le mobile réduit 
M. 


Appliquons maintenant le théorème de l'énergie cinétique : 
1 1 fs 
A (5 1 + Mo)ve* + ju?) J+0r 


et n'oublions pas que le centre d'inertie se déplace à une vitesse ve 
constante de sorte que le théorème précédent prend la forme 


A (ru) = [F dr | © (9.4) 


IL s'agit de l'équation du mouvement du mobile réduit écrit sous 
forme énergétique. On retrouve donc le fait que le mouvement re- 
latif (7 = M,M,) se réduit à celui du mobile réduit. 


Si la force centrale f dérive d'une énergie potentielle € le théorème 
de l'énergie cinétique aboutit à La conservation de l'énergie mécanique 
suivante : ï 

ghn? + €, = CE 


9.2 Exemples d'application 


Retour sur le problème de Képler 


Dans le chapitre sur les forces centrales, nous avons introduit le pro- 
blème de Kepler en considérant le mouvement d’un astre (appelons 
le M) autour d’un astre fixe (M). En réalité, les deux astres sont en 
mouvement autour de leur centre d'inertie et l'on ne peut négliger 
le mouvement de M, que sim, > m,. Or, ce qui se justifie pour le 
système Terre-Soleil (m,/m, + 3.105) où le système Terre-Satellite 
(m/m) © 1021) ne se justifie pas nécessairement pour un système 
d'étoiles doubles où les masses sont comparables. Le problème de 
Kepler est en fait un problème à deux corps. Voyons donc quelles 
modifications il faut apporter aux résultats du Chapitre 7. 


En premier lieu, le mobile réduit est régi par l'équation 


My Mo dr Gmimor _ dr G(m + mor 


9.5 
m, +m dt? rè dt? rè (5) 


On obtient la même équation que celle traitée dans le Chapitre 7 à 
une nuance près : la masse m, est remplacée par m,-+m,.En d'autres 
termes, pour le mouvement relatif de M, par rapport à M, il suffit de 
reprendre les résultats du Chapitre 7 et de procéder à la substitution 
suivante : 

M > M + Mo 


9.2 Exemples d'application | 109 


ous savons donc que la solution est une conique de foyer G et 
d'équation 


C? 
or e COS(0 — 6) EUÉE ; HUE + Mo) © (9.6) 


IV 


où l'excentricité e et la constante des aires C sont déterminées par 
les conditions initiales. Les mouvements de M, et M, se déduisent 
par l'homothétie décrite au 91. Par exemple, si dans Æ* le mobile 
réduit décrit une ellipse d'excentricité e et de grand-axe a, alors M, 
et M, décrivent des ellipses homothétiques de même excentricité (cf. 
FIG. 9.2). 


FIG. 9.2 : Trajectoires de deux corps en 
interaction newtonienne dans le réfé- 
rentiel barycentrique. Ici m3, = 2m. 
La trajectoire du mobile réduit est tra- 
cée en pointillée. 


Quant à la troisième loi de Kepler a*/T? — Gm, /4r?, elle devient 


a _ G(m; +m) 
=> © (9.7) 


Ainsi, Le rapport du cube du demi-grand axe et du carré de la période 
de révolution nous renseigne sur la masse totale du système. 


Terminons par les relations énergétiques. Dans le référentiel barycen- 
trique, la conservation de l'énergie mécanique s'écrit 


Gmim ” 
2 1762 _ E 
2 HUM = m 


Or, le mouvement relatif étant plan, on décrit M dans le système de 
coordonnées polaires (r, 4) et l'on a y = ru,+r@ug ainsi que r?0 = C 
par conservation du moment cinétique. On obtient alors 


1 . 1 C? GmimMo 
Tr 


Considérons le cas où les deux corps sont liés par gravitation de sorte 
que leur trajectoire est elliptique. Dans ce cas, le mobile réduit décrit 
également une ellipse de demi-grand axe a. Lorsque ce mobile atteint 
son apocentre où son péricentre on a * = 0 et la conservation de 
l'énergie s'écrit 
r2 - ie, ee _ 
En 2€; 
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1: c'est-à-dire des planètes gravitant 
autour d'une autre étoile que le Soleil. 
On emploi également le terme exopla- 
nètes. 


2: Par exemple, Jupiter brille 1 milliard 
de fois moins que le Soleil dans le vi- 
sible et 100 000 fois moins dans l'infra- 
rouge. 


3 : cf https://femto-physique. 


fr/optique/doppler.php 

4: On mesure des variations de l'ordre 
de 10m.s-! ce qui, comparé aux vi- 
tesses cosmiques, est extrêmement 
faible. On voit donc que cette méthode 
exige un très bon rapport signal/bruit. 


FIG. 9.3 : Le mouvement orbital d'une 
planète induit une variation pério- 
dique de la vitesse de l'étoile selon la 
ligne de visée. 


équation du second degré qui admet deux solutions r, etr_ dont 
la somme r, +r_ vaut —-Gmim2/€,". Sachant que r, +r_ = 2a, on 
obtient 

mime 
es 
Autrement dit, on retrouve le même formule que celle du Chapitre 7 à 
ceci près qu'il ne s'agit pas de l'énergie mécanique du corps M, mais 
de l'énergie mécanique barycentrique du système des deux corps. On 
peut montrer qu'on retrouve les mêmes formules également dans le 
cas d’une trajectoire parabolique et hyperbolique. On retiendra donc 
le résultat suivant 


Er = 


_ dans le cas d'une ellipse, 
Em = — dans le cas d'une hyperbole, O (98) 
0 dans le cas d’une parabole, 


Détection des exoplanêtes par mesure de vitesse 
radiale 


En l'espace de 20 ans, plus de 3 000 planètes extrasolaires'ont été 
découvertes. Toutes l'ont été de façon indirecte. IL faut savoir que 
l'observation directe d'une planète extra-solaire présente deux diffi- 
cultés majeures. 


1. D'une part, la lumière émise par la planète est complètement 
masquée par la luminosité de son étoile?. 

2. D'autre part, Le pouvoir de résolution des télescopes ne permet 
pas de résoudre le diamètre angulaire du couple planête-étoile. 


IL y a essentiellement deux techniques utilisées : l'une utilisant la me- 
sure photométrique, l'autre la mesure de la vitesse radiale stellaire. À 
l'heure actuelle (sept. 2015), 30% des exoplanètes ont été découvertes 
par cette dernière méthode. Décrivons en le principe. 


En observant le spectre d'une étoile avec un spectromêtre de très 
grande précision, on est capable d'observer par effet Doppler’, les 
oscillations“ de sa vitesse projetée sur la ligne de visée, dite vitesse ra- 
diale. En effet, l'étoile et sa planète tournent autour du centre d’iner- 
tie du système planête-étoile de sorte que la vitesse radiale oscille 
avec avec une période T correspondant à la période orbitale de la 
planète. 
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Prenons l'exemple de la première exoplanête découverte en 1995 et 
située à 51 al dans la constellation de Pégase. Admettons -ce qui est 
le cas- que son orbite est quasi circulaire. De La courbe de vitesse (cf. 
FIG. 94), il est alors possible de déduire différents paramètres. 


> Les oscillations de la vitesse permettent de penser qu'il existe 
une planète de masse m qui tourne autour de l'étoile à la dis- 
tance a. La période d'oscillation correspond à la période orbi- 
tale de la planète. On trouve ici T = 4,233 jours. 
> Le demi-grand axe de l'orbite planétaire a est obtenu via la troi- 
sième loi de Kepler 
a  G(m,+m)  Gm, 


T2 = 42 So 42 car m<«<m, 


Connaissant la masse de l'étoile à partir de sa luminosité (mo- 
dèle stellaire), il est alors aisé de déduire Le demi-grand axe a 
de l'orbite planétaire. Ici l'étoile 51Pegasi présente une masse 
m, = 1,06 M,, d'où a = 0,052 ua soit 7,8 millions de km. 

La masse de la planëête est déduite de l'amplitude de variation 
de la vitesse. En effet, l'étoile décrit une orbite circulaire autour 
de G, de rayon 


Y 


m m 


A = ——aT—û 
mm, +m m, 


Ainsi, la vitesse projetée dans la ligne de visée, oscille entre vw. 


et —Vax AVEC 
27a, m 2Ta 


Umax = — 
ax 
T m, T 


(9.9) 


ce qui permet de déduire la masse de la planête. Ici, l'amplitude 
de vitesse vaut v,,, = 56,83 m.s_! d'où 


M 2492104 — m=8,410% kg 


Le 


soit environ la moitié de la masse de Jupiter. 


Plusieurs ingrédients viennent cependant compliquer l'analyse de 
la courbe de vitesse. Tout d'abord, la trajectoire n'est pas nécessai- 
rement circulaire; plus souvent elle présente une excentricité qu'il 
s'agit de déterminer. Dans ce cas, la courbe n'est plus sinusoïdale. 
On peut montrer que la vitesse radiale évolue au cours du temps 
suivant la loi 
. 27 
v,(t) = Afcos(8 + 0,)+ecos6,] avec 8—2esin0 — ai —4,) 

expression dans laquelle 4, représente la longitude du péricentre et 
t,, le temps de passage au péricentre. l'ajustement des données à 
cette loi permet d'extraire 5 paramètres : l'amplitude de vitesse À, 
la période T, l'instant £,, l'excentricité e et l'argument &. À partir de 
l'amplitude il est alors possible de déduire la masse de La planête. On 
peut montrer que pour de petites excentricité (e? négligeable devant 
1) la relation (9.9) reste valide. 


Une autre complication vient du fait que la ligne de visée n'est pas 
forcément contenue dans Le plan de l'orbite. À priori, on ignore l'in- 
clinaison à que forme le plan de l'orbite avec la voute céleste (plan 


Velocity (m/s) 


5 10 15 20 25 30 
TIME (Julian Day - 2450000) 


FIG. 9.4 : Évolution de la vitesse ra- 
diale de l'étoile 51Pegasi mettant en 
évidence la première exoplanète dé- 
couverte en 1995 par l'équipe de Mi- 
chel Mayor et Didier Queloz (Prix No- 
bel 2019). 
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FIG. 9,5 : Différents types de co 


W 
0 
—E, 
FIG. 9.6 : Po 


e=0,2et4%=0 e=0,2et4 =45 e—0,2et 8, = 90° 


t 


> 


0 


écart à l'équilibre x 


tentiels de Morse. 


urbe de vitesse en fonction de l'excentricité et la direction d'observation. 


perpendiculaire à la ligne de visée). IL faut alors remplacer dans les 
calculs m, par m, Sini de sorte que l'on ne peut déterminer que le 
produit m, sini. Ceci dit, cela permet d'avoir une borne inférieure de 
la masse de la planète puisque m, > m, Sin. 


Enfin, il se peut également que plusieurs planètes gravitent autour 
de l'étoile. Dans ce cas, la mise en évidence n'est pas toujours aisée 
et fait appel a des techniques plus ou moins sophistiquées. 


Vibrations moléculaires diatomiques 


Considérons une molécule diatomique A-B isolée, où À et B repré- 
sentent deux atomes considérés ponctuels de masse m, et mg. No- 
tons 7 Le vecteur AB. Bien que la description des édifices moléculaires 
relèvent de la mécanique quantique, adoptons le point de vue du 
chapitre 5 en traitant l'interaction inter-atomique de façon phéno- 
ménologique via le potentiel de Morse 


és _ E (RAR _ 2er) 


où FE, désigne l'énergie de dissociation de la molécule et x =r—re 
l'écart à l'équilibre. Le profil de ce potentiel présente un minimum en 
x = 0 comme illustré sur la figure ci-contre. 


On sait que le mouvement relatif de B par rapport à A se réduit au 
mouvement du mobile réduit M de masse 1 = mamg/(ma + Mg) SOU- 
mis à la force central f = —0€,/0x u, : 


dun 


Wa =} 


On distingue deux cas de figures. 


La molécule ne tourne pas 


Dans ce cas, la molécule ne présente pas de moment cinétique bary- 
centrique et l'on peut projeter l'équation du mouvement suivant l'axe 
fixe de la molécule. On obtient 
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Par ailleurs, si l'on s'intéresse aux petits mouvements autour de la 
position d'équilibre, on peut faire l'approximation 


1 
Ep œ —E, + ST avec kK— 2Eça? 


ce qui donne une équation du mouvement correspondant à un oscil- 
lateur de masse u et de constante de raideur x : 


UE + Kt = 0 


On peut donc assimiler la liaison moléculaire à un oscillateur de fré- 


quence propre 

_ 1 K 

Vo — 9x à 

Cette fréquence se situe dans le domaine infrarouge (7, + 101 — 

1014 Hz) et son étude relève de la spectroscopie infrarouge. On note 

l'existence d'effet isotopiques. En effet, lorsque que l'on substitue un 

atome par un autre isotope, la constante de force «, dépendant des 

propriétés électroniques, ne change pas, alors que la masse réduite 
varie. 


La molécule est en rotation 


Dans ce cas, la molécule présente un moment cinétique barycen- 
trique non nul et constant. On sait alors que le mobile réduit asso- 
cié au mouvement relatif décrit un mouvement plan caractérisée par 
une constante des aires C = r?0 et un moment cinétique L* = gC. 
La force centrale étant conservative, on a conservation de l'énergie 
mécanique dans le référentiel barycentrique : 


1 * 
SUN” +é, — Es 


En coordonnées polaires, la vitesse du mobile réduit vaut vj = ru, + 
L*/(ur)ug ce qui donne 


le Le 
LT 
FE 24 (X + reg)? 


+ €, (&) = En 


Ainsi, on peut ramener Le problème à l'étude d'un point matériel à un 
degré de liberté (x) plongé dans un champ de force d'énergie poten- 
tielle effective 
Le 
Ép, eff = PRE 
u (œ + ei 

Enfin, si l'on se restreint aux petits mouvements autour de la posi- 
tion d'équilibre, on peut d'une part approcher €, (x) par un potentiel 
harmonique, d'autre part assimiler x + reg à reg : 


+ EE) 


32 

€ œ k Ka? —E 
p, eff 2 Î 0 
2H Teq 


On distingue trois termes : 


> l'énergie de liaison —E,; 
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- le terme élastique harmonique SK? associé aux vibrations mo- 
léculaires; 
re : : 2 2 EX : 
+ Le terme d'énergie centrifuge L*”/(2ur,,°) associé à la rotation 


5: On parle de l'approximation du ro- rigide® de la molécule. 
tateur rigide. 


Dans le cadre de la mécanique quantique, on peut montrer que le terme 
élastique donnera lieu à une quantification (&,;, = (n+1/2)hv) ainsi que 
le moment cinétique L*? = 4({ + 1)h? de sorte que La molécule présente 
des niveaux d'énergie quantifiés : 


h?2 
2h reg? 


Ene = (n+1/2)hv5 +4(4+1) FE, avec (n,l)e N? 


C'est ce modèle qui permet d'interpréter les spectres issus de la spectro- 
scopie infrarouge. 


PHYSIQUE DES COLLISIONS 


Nous abordons dans ce chapitre Les processus de collision qui font 101 Lois de conservation . . 115 


intervenir deux particules ou objets macroscopiques. Nous verrons Position du problème 15 
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101 Lois de conservation 


Position du problème 


IL existe des situations dans lesquelles des corps matériels inter- 
agissent entre eux seulement lorsqu'ils sont très proches. Par ailleurs, 
il arrive souvent que cette interaction soit difficile à expliciter Dans 
ce cas, le point de vue le plus simple consiste à dire que les particules 
subissent un choc : on suppose alors qu'ils n'interagissent pas avant 
ni après et que l'interaction se produit sur une durée très courte. 


Définition 

On dit qu'il y a collision ou choc entre deux ou plusieurs particules 
quand ces objets subissent une interaction mutuelle de courte du- 
rée et de courte portée. Le choc est localisé dans le temps et l'es- 
pace. En règle générale, les forces d'interaction sont négligeables 
quand les particules sont suffisamment éloignées. On peut donc 
distinguer un «avant» et un «après » la collision. 


Ainsi, avant et après la collision, Les particules se déplacent en ligne Lee 
droite avec des vitesses uniformes. On notera v; la vitesse d'une parti- mo V2 

cule avant le choc et w;” celle après. La problématique est la suivante: 
compte tenu de la mesure des vitesses v;, peut-on déduire quelques 
informations sur Les vitesses ;” malgré l'absence de détails concer- 
nant l'interaction lors du choc? Réciproquement, quelle information F6. 101: Collision 
nous apporte la mesure des vitesses finales v;” ? 


Avant Après 


Contrairement à l'usage courant du terme, une collision ici n'implique 
pas forcément qu'il y ait un impact! Ainsi, le problème d'une comète qui 
passerait au voisinage du Soleil peut être vu comme une collision. 
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Grandeurs conservées 


Malgré notre connaissance partielle du problème, on peut obtenir 
certaines informations grâce aux lois de conservation et/ou de sy- 
métrie. Désignons par $ le système mécanique formé par l'ensemble 
des particules. On considère ce système isolé de l'extérieur (FÈ* = O). 
Enfin, l'analyse est effectuée dans un référentiel galiléen. 


Conservation de la quantité de mouvement du système 


D'après le théorème du centre d'inertie on a 


La quantité de mouvement du système se conserve donc. 


pan — su © (1 01) 


Conservation de l'énergie 


Si Les forces d'interaction dérivent d'une énergie potentielle d'inter- 
action 7", alors l'énergie totale du système s'écrit : 


E=E(S)+EM(S)+ JÙ UV, 


particules 


où €.(S) représente l'énergie cinétique macroscopique du système, 
EF (S) l'énergie d'interaction entre Les particules et U, l'énergie in- 
terne de chaque particule. 


Le système étant isolé de l'extérieur, l'énergie totale se conserve. De 
plus, avant et après le choc, on considère que les particules n'in- 
teragissent pas entre elles. On peut donc écrire, si l'on note N, le 
nombre de particules avant le choc et N, celui après le choc: 


N, avant No après 
EC +Y CU, = us +S U, y) (102) 
i=1 i=1 


Dans la suite on se limite aux collisions mobilisant seulement deux 
points matériels. 


10.2 Collisions élastiques 
Définition 


On dit qu'il y a collision élastique lorsque le nombre de particules 
reste constant et que l'énergie interne de chaque particule reste in- 
changée avant et après le choc. En d’autres termes, les particules ne 
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se déforment pas ni ne changent de nature. Les lois de conservation 
sont donc 


fi — m! et pan _ Die et AS) OUL = choe © 
(10.3) 


Citons quelques exemples : 


- collision entre boules de pétanque (boules dures indéformables): 
* diffusion de Rutherford (diffusion d’un noyau 4He°* par un noyau 
positif). 


Collision unidimensionnelle 


Traitons l'exemple d'une collision frontale élastique entre deux corps 
assimilables à deux points matériels. Notons v,, v, les vitesses avant 
Le choc et 5,”, w les vitesses après Le choc. On se place dans le cas 
où toutes les vitesses sont colinéaires. Le problème est donc à une 
dimension et présente deux inconnues (v,’ et v,’). Ainsi, Les deux lois 
de conservation devraient suffire à décrire complètement le système 
après le choc. 


Écrivons les deux relations de conservation (conservation de la quan- 
tité de mouvement et de l'énergie cinétique) 


/ / 
{ MaV FMol2  — Mi, FT Mol 


M1” «a Mar” Om (1°) + Ma(vo') 


2 


où les vitesses v, et v,’ sont des vitesses algébriques. Cela donne 


{ Ma (vi — vi) — Ma(Va — V2’) 


ma ((v1°)? — vi?) = ma(v2? … (v2’)?) 


En divisant la deuxième relation par la première on obtient v,/+v, = 
v” +, et, par substitution, on trouve les vitesses finales en fonction 
des vitesses initiales : 


His 2 Mao + (Mi — Mo): 
1 = 
M + Mo 
ni (Ma — Mi)vo + 2mMi0 
> = 
M + Mo 


Notez la symétrie de la solution; il y a invariance par échange des 
indices 1 & 2. 


FIG. 10.2 : Collision unidirectionnelle. 
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La relation (104) est mise à pro- 
fit en Spectroscopie de Rétrodiffu- 
sion de Rutherford (ou RBS pour Ru- 
therford Backscattering Spectrometry). 
Cette technique d'analyse utilisée en 
science des matériaux consiste à en- 
voyer des ions légers mais rapides 
(des particules alpha 4He°*, ou des 
protons en général) sur la surface d'un 
matériaux. Grâce à l'interaction cou- 
lombienne, Les noyaux en surface font 
rebondir à 180° certains noyaux al- 
pha. Ce processus s'accompagne d'une 
perte d'énergie cinétique qui dépend 
des masses comme le suggère la for- 
mule (104). La mesure de la perte 
d'énergie permet donc de déduire la 
composition chimique à la surface 
d'un matériau. 


FIG. 10.3 : Pendule de Newton 


Intéressons-nous au cas où la cible est immobile. Dans ce cas, w, = 0 
d'où 


Do (M1 — Ma) 
Uy = <= =. 
M1 FT Mo 
2m 
1 
D = ——" 
Mi + Ma 


On note que si La cible est plus lourde que le projectile, ce dernier re- 
bondit en changeant de sens (v,’ < 0). Dans tous les cas, la vitesse du 
projectile diminue en valeur absolue. On peut vérifier que l'énergie 
cinétique perdue par le projectile vaut 


Ami Mo 


(10.4) 


Q=E: Ëa = sa 


(M + Mo) 


Voyons maintenant quelques cas particuliers. 


1. Si Le projectile est beaucoup plus léger que La cible (m, « m 
)ona 


ve —v, et vw 0 


IL y a rebond avec inversion du sens de la vitesse. Ayant une 
grande inertie, la cible ne bouge pas. C'est ce que l'on obtient 
lorsqu'on laisse tomber une boule indéformable par terre sur 
un sol parfaitement rigide. 

2. À l'inverse, sim, > m, on obtient 

veu et vw = 2v 

c'est ce qui se passe quand on tape dans une balle avec une 
raquette par exemple. 

3. Si projectile et cible ont même masse, on obtient 


vi =0 et w=u 


il y a échange des vitesses. C'est ce phénomène qui est à l'ori- 
gine des oscillations du pendule de Newton par exemple (voir 
Figure 10.3.). 


Collision à 3 dimensions 


Considérons la collision élastique entre un point matériel de masse 
m. animé d'une vitesse v, et un point matériel de masse m, initiale- 
ment au repos. 


Les lois de conservation donnent 


_— _ _ 
{ Maty = Maty FMol 
2 = 72 72 
mivi — OMaUy FM 


Ce système présente quatre équations scalaires pour six inconnues 
(vu, etw ). IL reste donc deux paramètres indéterminés si on se Limite 
aux lois de conservation. Par exemple, la première relation nous dit 
que le mouvement se fait dans un plan contenant v,. Il nous suffit 


Avant 


d'un paramètre (un angle par exemple) pour fixer ce plan. Ensuite si 
l'on connait la déviation entre les particules, alors les autres para- 
mètres sont accessibles. Notez que seule une étude complête faisant 
intervenir l'interaction permet d'accéder à toutes les informations. 


Cas où m, = Mo 


Cette situation se rencontre par exemple au billard si l'on n'oublie 
les effets produits par la rotation de la bille. Le système d'équations 
précédent donne 


_… ne, _# 
U  — UV TU 
vi? _ w1? La V2? 


Si on élève la première équation au carré, on trouve v,? = v,/?+v,/?+ 
20, - 03. En la soustrayant à la deuxième, on obtient 


ep 7 


V] * Vo — 0 
Les deux vecteurs vitesses forment un angle droit. Autrement dit, on 
a0, —-0, =7/2. 
Continuons en multipliant la première relation par j : 


” 


72 / N ,/2 
VU VU —= VU HU Vo —=Ù 


soit 
V1V{ COS 01 = vŸ v, = vi COS6; 


De la même façon, en multipliant la première relation par %,” on ob- 
tient v, = v, cos @.. En résumé on a 


vi =v,cos0, et w=vcos®, et 0, —0, = 7/2 


Par conséquent, si l'on connait 4, et v, on peut calculer v’, puis 8, et 
v.. Dans le cas du billard, l'angle 4, ne dépend que d'une grandeur : 
le paramètre d'impact b. On montre que 


COSÛ, = — 
1° 2R 

où À représente le rayon des billes. En «visée pleine bille», b = 0 

et 0, = 0. Dans ce cas, on obtient v; = 0 et vw, = v, : on retrouve la 

collision directe de deux masses identiques. En «visée demi-bille », 

b — R/2 d'où 4, = 60°, 4, = —30°, v, = v.,/2 et v, = v, 3/2. Dans le 
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FIG. 10.4 : Collision entre un projectile 
et une cible fixe. 


120 | 10 PHYSIQUE DES COLLISIONS 


FIG. 10.5 : Choc mou 


cas où la bille frôle la cible (on parle de «visée finesse ») on a b — 22, 
0, — x/2 et v, = 0: la cible est dévié de 90° par rapport à la ligne de 
visée avec une vitesse cependant faible. 


10.3 Collisions inélastiques 
Définition 


On dit qu'une collision est inélastique lorsqu'une partie de l'énergie 
cinétique initiale du système s'est transformée en d'autres formes 
d'énergie. La collision s'accompagne alors d'une variation d'énergie 
interne et/ou d’une modification du nombre de particules, certaines 
pouvant être créées par fragmentation ou par équivalence masse- 
énergie. Les exemples sont nombreux: 


> Lorsqu'on laisse tomber une boule en pâte à modeler, celle-ci 
ne rebondit pas : toute l'énergie cinétique acquise par la boule 
avant l'impact est convertie en énergie interne d'où une défor- 
mation et un échauffement du projectile. 

Les réactions chimiques sont en fait Le résultat d'une ou plu- 
sieurs collisions inélastiques. Par exemple, Le processus élêémen- 
taire bi-moléculaire A+B — C+D est un chocinélastique puisque 
les particules après la collision sont différentes des particules 
avant. 

Les réactions nucléaires (désintégration, fusion et fission) sont 
également des processus inélastiques. En général, ces réactions 
dégagent une énergie considérable. 


Y 


Y 


Le caractère inélastique de la collision est mesurée par la quantité 
d'énergie 
après 


Q = É(S)SRTES . ÉLSIeE = | U. 


t 
i=1. No 


avant 
= | ÿ U; 


ii. N 


De l'énergie est libérée si Q > 0 et dissipée si Q < 0. 


Choc mou 


Supposons qu'une particule de masse m, se déplaçant à la vitesse #, 
heurte une cible immobile de masse m,, puis qu'elle se Lie à elle. On 
parle alors de choc mou. Après la collision, l'ensemble se déplace à 
la vitesse v’. Quelle est alors la perte d'énergie ? 


Avant 
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Les lois de conservation s'écrivent 


1 
moü=(m+m)i et ELU LE FQ= (mu + mp0” 


Ainsi vd’ est colinéaire à v: le problème est unidimensionnel. On trouve 


je vu et Q = — 
Mi + Mo 2(m + Ma) 


mm 
1°"°2 v? 


Exercice - Retrouver ce dernier résultat en raisonnant dans le référentiel 
barycentrique. 


La proportion d'énergie dissipée vaut 


|Q| . Mo 


ES) Om +Mm 


Autrement dit, Sim, > m,, quasiment toute l'énergie cinétique du 
projectile est dissipée. 


Coefficient de restitution 


Laissons tomber une balle B sur une surface S rigide : on constate 
qu'elle rebondit mais la hauteur des rebonds ne cesse de décroître 
au cours du temps, ce qui traduit une dissipation d'énergie cinétique 
au moment de l'impact. En effet, lors de l'impact une partie de l'éner- 
gie cinétique s'est convertie en énergie interne (échauffement et dé- 
formation). L'analyse d'un rebond étant très complexe, on adopte une 
approche phénoménologique en définissant un coefficient de restitu- 
tion pour exprimer cette perte. Ce coefficient, noté e vaut, par défini- 
tion, | 

; def vs Ps 


avant 
Vg/s 


(10.5) 
où «avant » et «après » désignent les moments juste avant le choc et 
juste après. Ce coefficient, généralement compris entre 0 et 1, dépend 


de la constitution des corps qui entrent en collision. 


choc | élastique  acier-acier balle superélastique bois - bois choc mou 
e = 1 0,95 0,95 0,5 0 


Mesure d'un coefficient de restitution 


Lâchons une balle d'une hauteur À; dans le champ de pesanteur g. La 
balle arrive au niveau du sol à la vitesse v, = /2gh,. Juste après le pre- 
mier choc, la balle acquiert une vitesse v, = ev,. Aprés le n° rebond, 
elle remonte avec une vitesse v, = e”v,. Or, on sait que la durée t,, du 
n° rebond est reliée à la vitesse d'ascension via la relation v, = 3394, 
(notez qu'un rebond correspond à un aller-retour d’où le facteur 1/2). Fi- 
nalement, la durée de chaque rebond s'écrit t,, = e” t,,. Ainsi, si l'on porte 
y = Int, en fonction de x = n on obtient une droite affine d'équation 
y = ax + b avec un coefficient directeur a = lne ce qui permet d'obtenir 
le facteur de restitution. 


TAB. 101 : Quelques valeurs de coeffi- 
cients de restitution. 
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Histoire : l'invention du neutrino 


Dans les années 1910, l'étude de 
la radioactivité 8 laisse perplexe. 
Ce type de radioactivité se mani- 
feste par la production d'électrons 
suivant le schéma 


A A ee 
ZX jy X+e 


Vu le rapport de masse entre l'élec- 
tron et un nucléon (1/1836) et 
d'après la formule (10.7), on s'at- 
tend à ce que les électrons em- 
portent toute l'énergie de la réac- 
tion. On doit donc observer des 
électrons monocinétiques. Or, en 
analysant Le spectre en énergie de 
ces électrons, on trouve que cette 
prévision est incompatible avec 
les faits, comme si l'énergie n'était 
pas conservée. Certains physiciens 
ont bien pensé remettre en cause 
le principe de conservation de 
l'énergie (Niels Bohr par exemple) 
mais c'est Wolfgang Pauli qui, en 
1930, eut la lumineuse intuition 
qu'une particule, invisible pour Les 
détecteurs de l'époque, devait em- 
porter une part de l'énergie. Cette 
particule devait être neutre et lé- 
gère : initialement baptisée neu- 
tron par Pauli, on l'a finalement ap- 
pelée neutrino. Il faudra attendre 
l'année 1956 pour détecter directe- 
ment cette particule élémentaire. 


De manière générale, pour une collision inélastique directe, on déf- 
nit le coefficient de restitution à partir du rapport des vitesses rela- 
tives : , | 
ee (10.6) 
U1 — 


Exercice - Un point matériel de masse m, animé d'une vitesse v, entre 
en collision avec un point matériel au repos de masse m,. Sachant que la 
collision est unidimensionnelle et inélastique de coefficient de restitution 
e, exprimer Les vitesses après le chocs. 

M, — EM) PaUEPe) 


£v, et u = 
MA + Mo : M + Mo 


/ 


Rép. v,' = 


Désintégration d’une particule au repos 


Considérons un noyau X au repos qui se désintêgre spontanément en 
deux noyaux X, et X, de masse m, et m.. Appelons Q l'énergie libérée 
par la réaction nucléaire. Rappelons que dans ces réactions il existe 
une infime différence entre la masse m du noyau X et celle m, + mo 
des produits. Cette différence Am = m — (m, +m,) est responsable, 
par équivalence énergie-masse, de l'énergie libérée Q = Amc?. 


Appliquons les lois de conservation : 
Q=EntEo et mu +mux =Ù 


avec E,, l'énergie cinétique des noyaux fils. Comme (m,u;")? = 2m,Eu, 
il vient 
Q = Éc + Éc2 


Finalement, on trouve 


et Mia = MrËc 


mm mm 
Es=—2 _Q et €, = - 
c1 nan c2 


Q (10.7) 


M1 + Mo 


Ainsi, la particule la plus légère emporte la quasi-totalité de l'énergie 
de réaction. 


Exercice - Un noyau d'uranium 8U au repos se désintègre en émettant 
une particule alpha (4He**) et en laissant un noyau résiduel de thorium 
24Th (m, = 234 uma). L'énergie produite par cette désintégration vaut Q = 
4,18 MeV. Que vaut l'énergie cinétique et la vitesse de la particule alpha ? 
Rép. €, — 4,11 MeV et v — 1,41:107m.s ! 


EFFETS DUS À LA ROTATION 
TERRESTRE 


«Pourquoi faire tourner la torche autour de la mouche?» (Aristarque 
de Samos - 250 av. J.-C.) 


La Terre tourne. C'est un fait établi, aussi solidement établi que l'exis- 
tence des atomes ou la structure en double hélice de l'ADN. Néan- 
moins, saviez-vous que la preuve ne nous a été apportée qu'au XVIII® 
siècle ? 


Bien sûr, il y eut la première étincelle initiée par Nicolas Copernic en 
1543. Ce chanoine polonais trouvait le système de Ptolémée et ses 
différents rafistolages! bien éloignés de la soi-disante harmonie du 
Cosmos prônée par la théorie aristotélicienne. C'est en cherchant un 
système plus simple que Copernic finit par proposer un système hé- 
liocentrique?. Certes, son modèle était moins précis que celui de Pto- 
lémée*, mais ce décentrage de la Terre -et donc de l'Homme- séduit 
bien des intellectuels à l'ère de la Renaissance. Puis, Galilée amassa 
avec sa lunette une moisson d'observations qui ne feront que renfor- 
cer la théorie copernicienne. 


Toutefois, aussi séduisant qu'il soit, l'héliocentrisme n'en reste pas 
moins une simple hypothèse. La diffusion des Naturalis Philosophiæe 
Principia Mathematica, l'œuvre magistrale d'Isaac Newton dans la- 
quelle il fait table rase du dogme aristotélicien et explique tous les 
phénomènes célestes à l'aide de sa fameuse loi de gravitation uni- 
verselle, finit de convaincre la communauté scientifique, sans qu'on 
ait trouvé de preuve définitive. 


IL faut attendre l'année 1728, un an après la mort de Newton, pour 
qu'un certain James Bradley découvre le phénomène d'aberration 
des étoiles. Il s'agit d'un mouvement apparent annuel identique pour 
toutes les étoiles qui est directement lié à la vitesse orbitale de la 
Terre et à la vitesse de la lumière. Le doute n'est plus permis : la 
Terre tourne bel et bien autour du Soleil en un an, et par conséquent, 
également sur elle même si l'on veut voir Le Soleil se lever chaque 
matin! 


Dans ce cours, nous nous intéressons à l'influence de cette rotation 
sur les phénomènes mécaniques vus par un observateur terrestre. 
Dans un premier temps, nous tiendrons compte uniquement de la 
rotation propre de la Terre autour de l'axe des pôles. On pourra ain- 
si mesurer le caractère non galiléen du référentiel terrestre. Ensuite, 
nous verrons comment le mouvement orbital de la Terre autour du 
Soleil permet d'expliquer le phénomène des marées. 


Version en ligne 


https://femto-physique.fr/mecanique/ 
dynamique-terrestre.php 
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1: Dans ce système du monde, la Terre 
est au centre du Cosmos et chaque pla- 
nête ainsi que le Soleil tourne autour 
en décrivant un cercle appelé déférent. 
Les étoiles (autre que Le Soleil) sont 
fixées sur une sphère qui tourne éga- 
lement autour de la Terre. Pour expli- 
quer le phénomène de rétrogradation, 
on inventa l'épicycle, petit cercle le 
long duquel les planètes se meuvent 
et dont le centre décrit Le déférent. En- 
fin, Ptolémée décentra légèrement le 
déférent en inventant l'équant pour 
obtenir un système plus fidèle aux ob- 
servations astronomiques. 

2 : Le Soleil est au centre et la Terre 
tourne sur elle même et autour du 
Soleil comme toutes les planètes. La 
sphère des fixes est fixe. Le phéno- 
mène de rétrogradation comme le fait 
que Mercure et Vénus sont proches du 
Soleil sont des conséquences directes 
de l'hypothèse. 


3 : Copernic refuse Le concept 
d'équant et reste fidèle au dogme 
aristotélicien du mouvement circu- 
laire uniforme. C'est Kepler qui verra 
plus tard que l'ellipse reproduit très 
bien le mouvement des planètes. 
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FIG. 111 : Le référentiel terrestre est en 
rotation par rapport au référentiel géo- 
centrique. 


4 : Rigoureusement, le vecteur rota- 
tion varie en direction et en norme. 
D'une part, l'axe de rotation décrit un 
cône de révolution en 2600 ans : c'est 
le phénomène de précession des équi- 
noxes. D'autre part, du fait des effets 
de marée, la durée du jour augmente 
d'environ 2 ms par siècle. Considérer 
w comme un vecteur constant reste 
donc une excellente approximation à 
l'échelle de l'annéel4]. 


111 Effets de la rotation propre de la Terre 


Hypothèses 


On appelle référentiel géocentrique, Le référentiel Lié au centre d'iner- 
tie de la Terre et dont Les axes pointent vers des étoiles suffisamment 
éloignées pour être considérées comme fixes. Nous admettons que 
ce référentiel est galiléen. Nous discuterons plus loin de la valeur de 
cette approximation. 


La Terre est décrite de façon simple. On la suppose sphérique, de 
rayon R- = 6370 km et en rotation uniforme par rapport à l'axe des 
pôles. La période de rotation propre de la Terre est appelée jour si- 
déral et vaut 


T =1 jour sidéral = 23h 56 min 4s — 861645 


Le référentiel terrestre Æ est lié à La surface de la Terre. On le muni 
d'un repère d'origine O situé à la surface de la Terre et de trois axes 
cartésiens. On choisit l'axe Oz dirigé vers Le zénith, l'axe Ox vers le 
Sud et l'axe Oy vers l'Est. La position du point O est définie à l'aide 
de deux angles: la latitude À et la longitude «. 


==+Pôle Nord 


! 


parallèle L 


équateur 


N / méridien 
Ti Pôle Sud > 


Le référentiel terrestre est en rotation uniforme“ par rapport au réfé- 
rentiel géocentrique. Il n'est donc pas galiléen. Son vecteur rotation 
est suivant l'axe Sud-Nord (ü,,) : 


2 
D—=wün avec w = T = 7,29.10 Srad.s | 


Pesanteur terrestre 
Définition de la pesanteur 


Dans le vide, attachons un point matériel M à un fil, puis attendons 
l'équilibre mécanique. La pesanteur qui règne dans le référentiel 
considéré, provoque la tension du fil. La direction du fil indique 
celle de La pesanteur, et Le poids P de ce corps est l'opposé de la 
tension du fil. 
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Établissons la formule générale du poids P d'un corps dans un réfé- 
rentiel quelconque (a priori non galiléen). Dans ce référentiel, l'équi- 
libre d'un point matériel M se traduit par la relation 


F — mag(M) = Ô (111) 


où F désigne les actions autres que Les forces d'inertie. L'absence 
de la force de Coriolis est justifiée par le fait que M est supposé fixe 
dans le référentiel. Si l'on suppose M dans le vide, les forces se ré- 
sument à la tension du fil T et aux forces de gravitation produites 
par l'ensemble des astres, ce qui donne 


T + mgr(M) — mag(M) = Ô 


où gA4 désigne le champ de gravitation exercé par tous les astres de 
l'Univers et a, l'accélération d'entraînement lié au mouvement du ré- 
férentiel d'étude par rapport à un référentiel galiléen. Le poids vaut 
donc : 

def = _— — 

P= -T = m[ga(M) — a(M)] 
On remarque que le poids est proportionnel à la masse* et dépend 
du référentiel dans lequel M est au repos. Par exemple, dans un sa- 
tellite en orbite autour de la Terre, le champ de gravitation g, est 
essentiellement dû à la Terre et l'accélération d'entraînement du sa- 
tellite est égale à 4, puisqu'il est en «chute libre » autour de la Terre. 
Par conséquent, Le poids dans un satellite -et dans tout référentiel 
en chute libre- est nul : on parle d'apesanteur. 


Par définition, le champ de pesanteur ÿ est le poids d'une masse 
unité : 


—_ 


P=mÿ(M) avec g(M) = g4(M) — a(M) | © (112) 


Ce champ de pesanteur étant homogëne à une accélération, on l'ex- 
primera indifféremment en N.kg-! ou en m.s”2. 


Appliquons maintenant ces résultats au référentiel terrestre, Le réfé- 
rentiel géocentrique étant considéré galiléen. À la surface de la Terre, 
le champ de gravitation est essentiellement dû à la Terre. De plus, si 
l'on suppose la Terre à symétrie sphérique, on a 


M Mr — 
LU : CM 


(M) = 
al ) Fa R; 


où C est le centre de la Terre et u, Le vecteur unitaire radial de la 
base sphérique. Quant à l'accélération d'entraînement, il s'agit de 
l'accélération du point M (supposé fixe) par rapport au référentiel 
géocentrique (supposé galiléen). Du fait de la rotation uniforme du 
référentiel terrestre, M présente une accélération d'entraînement cen- 
tripète : 

ae(M) = uw? HM 


avec H le projeté de M sur l'axe des pôles de la Terre. En résumé, on 


peut écrire 


SM 


ÿ(M) = ZT CM + w2HM (113) 


Rx 


5 : En réalité Le terme de gravitation 
est proportionnel à la masse grave 
alors que le force d'inertie est pro- 
portionnelle à la masse inerte. En ver- 
tu du principe d'équivalence, ces deux 
masses sont égales. 
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6: moyen parce que le relief joue un 
rôle 


7: formule acceptée depuis 1967 par 
l'Union International de Géologie et de 
Géophysique 


8: La verticale est définie par La direc- 
tion de la pesanteur. On fait une très 
faible erreur en admettant que la ver- 
ticale du lieu passe par le centre de la 
Terre. 


Le premier terme est dirigé vers Le centre de la Terre et vaut environ 
10 m.s2. Le second terme est axi-fuge (il «fuit» l'axe de rotation) et 
représente au maximum 0,3% du champ de gravitation. Ce dernier 
terme diminue quand la latitude augmente ce qui se traduit par une 
moindre pesanteur à l'équateur comparée à celle qui existe aux pôles. 
La formule (11.3) rend bien compte, en tout cas de manière qualitative, 
de l'influence de la rotation terrestre. Toutefois, on peut dire que sur 
Terre, la rotation propre influence peu la pesanteur. 


Exercice - Comparer les champs de gravitation qu'exercent Le Soleil, la Lune 
et la Terre sur un corps situé à la surface de la Terre. 


Astre | Terre | Soleil Lune 
Masse (kg) 6.102 | 2.10% | 7,3. 102? 
Distance à la Terre (km) - 150-106 | 384.10 
Rayon (km) 6370 


Rép. On obtient pour, respectivement la Terre, le Soleil et La Lune : 


2 


g =10mMmS? ge6.10 ms? et g +310 ms ? 


Pour terminer, précisons que la formule (11.3) ne rend pas complè- 
tement compte des effets de la rotation terrestre. En effet, la Terre 
présente une forme d'équilibre qui n’est pas sphérique du fait préci- 
sément de cette permanente rotation propre. Cela induit un aplatis- 
sement des pôles qui fait que Le champ de gravitation terrestre n'est 
pas uniforme : aux pôles, l'attraction terrestre est plus importante. 
Finalement, la pesanteur dépend de la latitude, pour deux raisons : 
la non sphéricité de la Terre et sa rotation propre. Pour trouver une 
valeur précise du champ de pesanteur moyenf en un lieu, Les géo- 
physiciens utilisent la formule’ : 


g(À) = 9,7803(1 + 5.2789.107% sin” À + 23, 462.10 sin° À) 


Déviation vers l'Est 


La déviation vers l'Est désigne la légère déflexion que subit un point 
matériel M en chute libre par rapport à la verticale. Nous allons dé- 
montrer que cette déviation est toujours orientée vers l'Est et de 
faible ampleur en analysant le phénomène dans le référentiel ter- 
restre . 


Qualitativement, lorsqu'on lâche un corps matériel (vitesse initiale 
nulle), le champ de pesanteur l'accélère dans une direction verticale 
descendanteÿ. La force de Coriolis 


fie = —2m0 À Or 


est donc dirigée vers l'Est, que l'on soit sur l'hémisphère nord ou sud. 
En revanche, la force de Coriolis est nulle aux pôles, car le vecteur 
rotation terrestre et Le vecteur vitesse sont colinéaires. 


111 Effets de la rotation propre | 127 


Avant d'écrire les équations, faisons quelques calculs d'ordre de gran- 
deur en prenant une hauteur de chute h = 100m et une masse 
m = 1Kkg: 


+ la vitesse de chute est de l’ordre de v = /2gh = 45m.s"1; 

- d'où un temps de chute de l'ordre de r = v/g=5s; 

> La pesanteur est de l'ordre de P = 10N; 

> La force de Coriolis f, & 2muww = 0,007 N. 

La force de Coriolis reste donc très faible par rapport au poids, ce 
qui justifie qu'on néglige, dans la plupart des cas, son effet. Ce faible 
impact sur la trajectoire va nous aider à traiter Le problème de façon 
approximative puisque nous allons pouvoir considérer le terme de 
Coriolis comme une perturbation de la chute libre classique. 


En premier lieu, écrivons la seconde loi de Newton dans le référentiel 
terrestre : 
Mänr = MY — 2m À Dur (11.4) 


Contrairement aux apparences, la force d'inertie d'entraînement est 
bien présente dans l'équation du mouvement puisque c'est une com- 
posante de la pesanteur. La relation vectorielle (11.4) donne un sys- FIG. 11.2: Déviation vers l'Est: forces en 
tème d'équations différentielles linéaires couplées. Les équations étant Présence. 

linéaires, on peut évidemment déterminer la solution analytiquement. 

Cependant, on peut aussi obtenir une excellente approximation du ré- 

sultat sans trop d'effort. Il suffit de traiter l'équation du mouvement 

par la méthode des perturbations. L'idée consiste à remplacer dans 

le terme perturbateur (terme de Coriolis) la vitesse à par ÿt. La faible 

erreur que l'on commet sur la vitesse est complètement atténuée par 

le terme de Coriolis, 1000 fois plus petit que le poids. Ceci étant fait, 

la projection de (11.4) sur les axes cartésiens donne 


& —=0 
ÿ —=2wCOS Àgt 
2 —=—g 


où À désigne la latitude du lieu. Aucune déviation suivant x n'est pré- 
vue (en première approximation) et l'on trouve une équation horaire 
suivant z analogue à la chute libre classique, à savoir 2(t) = h—1/2gt?. 
En revanche, le mouvement suivant y est donné par 


ÿ = 2w COS À gt 


où y désigne le déplacement vers l'Est. Après une double intégration 


on trouve 
w COS À 
g 


YE = —— as (11.5) 
Notons que la déviation y est positive quel que soit le signe de \; 
autrement dit la trajectoire est déviée vers l'Est quel que soit l'hémi- 
sphère où est réalisée l'expérience et l'effet est d'autant plus impor- 
tant que le temps de chute est important. Ce phénomène a été vérifié 
pour la première fois en 1833 par Ferdinand Reich à Freiberg en Al- 
lemagne (latitude = 51°), dans un puits de mine de profondeur h = 
158 m. La déviation mesurée fut de 28 mm, en accord avec la valeur 
théorique de 27,4 mm. En 1903, Camille Flammarion lâcha des billes 
d'acier du haut de la coupole du Panthéon (h — 68 m et À — 48°51/) 
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et mesura une déviation vers l'est de 7,6 mm là encore en parfait ac- 
cord avec la valeur théorique de 8mm. En conclusion, le phénomène 
de déviation vers l'Est est un effet dû au caractère non galiléen de la 
Terre et reste difficile à mettre en évidence. 


Point de vue géocentrique 


Analysons le phénomène dans le référentiel géocentrique. Pour simplifier, 
étudions la chute libre d'un point matériel situé à l'équateur et lâché 
depuis une hauteur h. Le corps n'est soumis qu'à la gravitation de la Terre 
(en négligeant les autres forces de gravitation) et possède une vitesse 
initiale 
%W=(R+h)wug [coordonnées polaires] 

dirigée vers l'Est, du fait de la rotation terrestre. l'observateur, lié au réfé- 
rentiel terrestre, possède une vitesse ortho-radiale 


Vobs = RWU 


Le corps décrit -comme nous l'avons vu dans le chapitre sur les forces 
centrales- une ellipse, de foyer le centre de la Terre, située dans Le plan 
formé par CM et w. Par conservation du moment cinétique on a 


r20 = (R+h}?w 


Au début, le projectile tourne à une vitesse angulaire identique à celle 
de l'observateur terrestre (w), mais au fur et à mesure que le projectile 
chute, r diminue et ÿ augmente. Le projectile tournant plus vite que l'ob- 
servateur, atterrira à côté de l'observateur en direction de l'Est. Pour un 
temps de chute 7, on trouve un décalage vers l'Est égal à 


s=R(| bd ur) 
0 


Vous trouverez dans le recueil d'exercices le traitement complet qui abou- 
tit au résultat (11.5). 


Déviation vers la droite 


La déviation vers la droite est un phénomëne dû à la rotation de 
la Terre et s'explique facilement à l'aide de la force de Coriolis. IL est 
notamment à l'origine du sens d'enroulement des nuages autour des 
anticyclones et dépressions. 


Considérons un point matériel M, à la surface de La Terre, en mouve- 
ment dans un plan horizontal (xOy). Sa vitesse Üu/x Observée dans 
le référentiel terrestre obéit à l'équation 


dt 


= mÿ— 2m À dur + F 


où F' représente les actions autres que les forces de gravitation (in- 
cluses dans la pesanteur). Le vecteur rotation se décompose dans la 
base cartésienne comme suit : 


W = —w COS Àu, +wsin AU; 
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de sorte que la force de Coriolis s'écrit 
— 2m À Our = 2MW COS À Ur À One — 2m SIN AU; À Üyyr 


Si le mouvement a lieu dans le plan horizontal, le premier terme 
donne naissance à une force verticale et apporte une très faible contri- 
bution à la pesanteur. En revanche, le deuxième terme est dirigé dans 
le plan horizontal et dêvie le point matériel vers la droite lorsque le 
mouvement a lieu dans l'hémisphère nord et vers la gauche pour 
l'hémisphère sud. La force horizontale vaut 


fien = 2m Sin À Vyyr (11.6) 


Cet effet intervient par exemple en balistique pour des vitesses de Pôle Nord 
projectile importantes et des distances de tir suffisamment longues 
pour que la faible force de Coriolis ait Le temps de courber la trajec- 
toire de façon significative. Par exemple, pendant la Première Guerre 
mondiale, Les obus lancés par la «grosse Bertha » bombardant Paris 
à plus de 120 kilomètres de distance, subissaient des déviations de 
l'ordre du km à cause de la rotation terrestre. 


Mais une des manifestations les plus évidentes est la formation des ee 
cyclones et anticyclones. En effet, dans l'hémisphère nord, les masses fL 
d'air anticycloniques s'enroulent dans le sens horaire alors que les Pôle Sud 
masses d'air dépressionnaires (cycloniques) s'enroulent dans le sens 

anti-horaire. La situation inverse est observée dans l'hémisphère sud. FIG. 11.3: Déviation vers la droite pour 
Ce sens d'enroulement est dicté par la force de Coriolis. Voyons com- a A 
ment, en analysant le mouvement d'une masse d'air en direction d'un 

centre dépressionnaire située dans l'hémisphère nord. Supposons, 

pour simplifier, que la pression atmosphérique p ne dépend que de 

la distance comptée à partir d'un centre de basse pression, notée D. 


Toute particule de fluide est donc attirée vers Le centre D via une force | 
9 : Voir cours sur les fluides 


. 9 
volumique d parfaits à l'adresse https: 
ra == —Vp(r) _ SP //femto-physique.fr/ 
P dr ” mecanique _des_fluides/ 


Cette force est bien dirigée vers Le centre D lorsque la pression aug- ‘tuides-parfaits.php. 


mente avec r. On s'attend donc à ce que le vent soit perpendiculaire 
aux isobares. Or, la rotation terrestre vient compliquer les choses, 
car dès que le mouvement s'amorce, la masse d'air est déviée vers 
la droite à cause de la force de Coriolis (force volumique pour 1 m* 
d'air) 

ich = 2pwSin Av 


| Isobare 


| Æ-Vp 


Mais la force de pression maintient la masse d'air à proximité de D. 
À la fin, l'air tourne autour de D dans le sens anti-horaire (cf. FIG. 
11.4) de sorte que la force de Coriolis compense la force de pression 
et l'accélération centripête. Pour une dépression située dans l'hémi- 
sphère sud, la force de Coriolis produit une déviation vers la gauche 
ce qui mêne à une circulation de masse d'air autour de D dans le 


sens horaire. VA ' K-Vr 
Une analyse similaire des mouvements anti-cycloniques aboutit aux | 
résultats opposés : un anticyclone s'enroule dans le sens horaire(anti- bg. 414: Formation d'un cyclone dans 


horaire) dans l'hémisphère nord(sud). l'hémisphère nord. 
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Contrairement à une croyance encore très tenace, la force de Coriolis due 
à la rotation terrestre n'est en rien responsable du sens de rotation du 
vortex qui se forme lors de la vidange d’un lavabo. La force de Coriolis 
est, de loin, complètement négligeable pour ces échelles de temps et 
d'espace. Il faut invoquer les conditions initiales et la non régularité de 
la surface du lavabo pour expliquer le sens de rotation du tourbillon[14]. 


Le pendule de Foucault 


Le 31 mars 1851, à Paris, Léon Foucault installe sous la coupole du 
Panthéon un long pendule qui oscille suffisamment longtemps pour 
que les parisiens venus assister à cette expérience publique puissent 
constater la lente rotation du plan d'oscillation : tout visiteur pouvait 
ainsi «voir la Terre tourner sur elle même ». 


Qualitativement, le mouvement du pendule est quasi horizontal (l'am- 

plitude des oscillations est faible), et comme on l’a vu précédemment 

la rotation terrestre produit une déviation vers la droite(gauche) dans 

l'hémisphère nord(gauche). La force de déviation (11.6), proportion- 

nelle à la vitesse, est maximale lorsque la masse passe par sa po- 
zx (sud nn : : | 

Sition d'équilibre, et s'annule lorsqu'elle rebrousse chemin. La tra- 
jectoire de la masse projetée dans le plan horizontal présente donc 
des points de rebroussement qui s'inscrivent au fur et mesure des 
oscillations en tournant dans Le sens horaire(anti-horaire) dans l'hé- 
misphère nord(sud) comme l'indique la FIG. 11.5. 


FIG. 11.5 : Mouvement (très exagéré) ho-  Cherchons à quelle vitesse Le plan d'oscillation tourne pour un obser- 
rizontal du pendule dans l'hémisphère 


hard, vateur terrestre. Considérons un pendule simple de longueur £, fixé 
en un point O, de l'axe Oz vertical. Adoptons le système de coordon- 
nées cylindriques (r, 8, z) pour repérer le point matériel. L'objectif est 
de déterminer l'évolution de l'angle 4(t) qui décrit le mouvement du 
plan d'oscillation. 


(e) Oz 
: © > y (est) 
\ 
\ 
\ 
\ 
\ 
À 
LL. 97. 
* 
\ — 
\ Up 
Se 
Vi 
À x (sud) 
FIG. 11.6 : Paramétrisation du problème 07 _ 


de Foucault vue de dessus 


Pour simplifier, plaçons nous dans l'approximation des petites oscil- 
lations : 
z(t) = 20, — COS a(t) = 20, — £ = CE 


Négliger les termes d'ordre deux revient à considérer que le mouve- 
ment est horizontal. La vitesse et l'accélération s'écrivent 


due =FU+rôu et dupe = (—r0)a; + (20 + r0) ag 


111 Effets de la rotation propre | 131 


Le point matériel M subit La pesanteur P, la tension du fil T'et La force 
de Coriolis f.. l'équation du mouvement s'écrit donc 


Mämr = MF —r@2) a; + m(2r0 + rÜ)ug = mÿ +T —2ma A Üu/r 


La tension du fil étant dans le plan d'oscillation, on peut le faire dispa- 
raître en projetant l'équation du mouvement suivant x. On obtient 


(250 + rô) = —2(S A dur) * Ug 
Calculons le terme de droite : 


— (0 À Dur) 09 = —2Üuyr À Ug) *d 


Il 


—2#(a; AG) 5 


— 


—2Tru, : W 


Finalement, la direction du plan d'oscillation vérifie l'équation diffé- 
rentielle 
2r0 + rô = —2rwsin À (11.7) 


Il s'agit d'une équation différentielle couplée puisque l'évolution de 
8 est liée au mouvement radial. Toutefois, une solution particulière 
simple existe si l'on suppose que à = C'® ce qui signifie que le plan 
d'oscillation tourne à vitesse constante. Dans ce contexte, on obtient 


à = -wsin À 


On retrouve le fait que le plan d'oscillation tourne dans le sens ho- 
raire (d < 0) dans l'hémisphère nord (À > 0) et dans le sens anti- 
horaire ( < 0) dans l'hémisphère sud (À < 0). Le plan d'oscillation 
effectue un tour en une durée 


27 


T 
wsSinÀ  sinÀ (1.8) 


Troucautt = 
À Paris on obtient environ 32 h, et aux pôles Le plan d'oscillation fait 
un tour en 24h. 


L'expérience de 1851 eut un immense succès populaire et un fort re- 
tentissement dans le monde entier. Le caractère spectaculaire de 
cette expérience doit beaucoup au fait que les effets de la force de 
Coriolis sont cumulatifs. Il suffit de laisser suffisamment longtemps!? 
le pendule osciller pour «voir la Terre tourner ». 


En pratique, l'expérience de Foucault n'est pas si facile à mettre en 
place, car de nombreux phénomènes peuvent parasiter Le phéno- 
mène de précession. Un soin tout particulier doit être apporté lors 
du lâché et au niveau du point de suspension[15]. 


10 : Dans l'expérience publique orga- 
nisée au Panthéon en 1851, les oscil- 
lations du pendule mettaient plus de 
cinq heures à s'amortir. 


[15] : MARILLIER (1998), «L'expérience 
du pendule de Foucault au Palais de 
la découverte » 
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La formule (11.8) a été obtenue en supposant ÿ constant. En réalité, l'équa- 
tion différentielle (11.7) s'intègre après multiplication par r et aboutit à 


2(à — rte = 
r°(0—uw,) =C® avec w, = —wsin À 


ce qui signifie que dans le référentiel tournant à la vitesse de préces- 
sion w,, le moment cinétique se conserve. En d’autres termes, le mou- 
vement du pendule est un mouvement à force centrale dans ce réfé- 
rentiel tournant. On peut montrer qu'il s'agit d'une ellipse de centre la 
position d'équilibre. Finalement, dans le référentiel terrestre, le pendule 
décrit une ellipse dont le grand axe précessionne à la vitesse angulaire 


W, = —wSin À. 


11.2 Effets du mouvement orbitale de la Terre 


Le référentiel de Copernic 


Par définition, Le référentiel de Copernic a son origine placée au centre 
d'inertie du système solaire et ses axes pointent en direction de trois 
étoiles fixes (comme le référentiel géocentrique). Le référentiel géo- 
centrique est donc en translation quasi circulaire par rapport au ré- 
férentiel de Copernic. 


C'est en supposant le référentiel de Copernic galiléen que l'on peut 
expliquer le phénomène des marées. Les faits s'accordent parfaite- 
ment avec cette hypothèse. 


Notion de forces de marée 


Revenons sur le champ de pesanteur, mais cette fois-ci en tenant 
compte du mouvement orbital de la Terre. Nous avons déjà établi 
que le champ de pesanteur sur Terre s'écrit 


ÿ(M) = ga(M) — ae (M) (11.9) 


Le premier terme représente Le champ de gravitation produit par tous 
les astres. On sait que l'attraction terrestre prédomine, mais ne né- 
gligeons pas l'attraction des astres voisins (Lune, Soleil Jupiter, etc.). 
Écrivons 


a(M) = gr(M) + Z,(M) 


où g,(M) désigne le champ d'attraction créé par tous les astres autres 
que la Terre. On verra plus tard que seul le Soleil et La Lune ont des 
effets prépondérants; pour l'instant, contentons-nous d'être très gé- 
néral. 


Le dernier terme de la relation (11.9) représente l'accélération d'entrai- 
nement de M par rapport au référentiel de Copernic. Le mouvement 
d'entraînement est la composition d'un mouvement de rotation au- 
tour de l'axe des pôles associé à un mouvement de translation circu- 
laire par rapport au référentiel de Copernic. Aussi, on écrira 


ae(M) = à(C) —w?2HM 


Où H désigne la projection de M sur l'axe des pôles, et a(C) l'accé- 
lération du centre d'inertie de la Terre par rapport au référentiel de 
Copernic. Or, d'après le théorème du centre d'inertie écrit dans le 
référentiel de Copernic, on a (M. désigne la masse de la Terre) 


Mä(C) = Myg:(C) 


où le deuxième terme représente la résultante des forces de gravita- 
tion!l que la Terre subit. Finalement, l'expression du champ de pesan- 
teur terrestre en tenant compte de la rotation propre de la Terre et 
du mouvement orbital, s'écrit 


ÿ(M) = gr (M) + w?HM + (M) — g(C) (1110) 


Par rapport à l'équation (11.3), on voit apparaître un nouveau terme: 


C=g(M)-Zg{(C) © (1111) 


Il s'agit du champ de marée. On voit qu'il ne dépend que de la pré- 
sence des autres astres et qu'il est lié à l'inhomogénéité du champ 
de gravitation sur l'étendue de la Terre, ce qui explique pourquoi on 
le désigne aussi par le «terme différentiel de gravitation ». 


11.2 


11 


s'applique au centre de gravité, point 


qu 
ce 
re) 
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: Rigoureusement, cette résultan 


i n'est pas à confondre avec 


est uniforme sur l'échelle du corps q 


su 


rayon de la Terre est très petit devant 
distance qui la sépare des autres 


la 


bit ces forces. Compte tenu que 


as 


lente! 


FIG. 11.7 : Représentation du champ de marée. 


Représentons ce champ de marée produit sur Terre par un astre de 
centre O, de masse M, et situé à La distance r, > R, du centre C de 
la Terre. Intéressons-nous au champ de marée qui règne aux points 
M,, M, M, et M, situés à la surface terrestre comme indiqué sur la 
figure 11.7. Pour M,, le champ de marée vaut (x est dirigé vers Le centre 
O de l’astre) 


CEE 


fe 


M, est en effet plus attiré par l'astre que ne l'est Le centre de la Terre, 
d'où un terme de marée dirigé vers le centre de l'astre attracteur. Le 
point diamétralement opposé M, subit une attraction moindre que 
le centre de la Terre et tend donc à s'en éloigner, d'où un terme de 
marée opposé au précédent. 


Ac 


astre attracteur 


ntre d'inertie. Ces deux notions se 
oignent si le champ de gravitation 


te 


e 


ui 
e 


tres, cette approximation est excel- 
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Quant au point M, situé à la distance r, du point O,on a 


On obtient un vecteur opposé pour Le point M,. 


Finalement, le champ de marée agit comme une force d'étirement : 
elle tend à allonger la Terre suivant la direction qui joint la Terre et 
l'astre attracteur, et à la rétrécir dans Le sens perpendiculaire. Pour la 
Terre, le champ de marée est au maximum égal à 


Exercice - Comparer les effets de marée produit sur Terre par les astres 
du système solaire. Le tableau ci-dessous fournit les masses des astres en 
unité de masse solaire ainsi que la distance minimale qui les sépare de la 
Terre en unité astronomique. 


Astre Soleil | Mercure | Venus Lune Mars Jupiter 


Masse 171075 | 241076 | 3710 | 3,210 5 | 1,010 


Distance 0,53 0,27 0,0024 0,38 4,0 


Rép. Le terme de marée est proportionnel au rapport M, /r,*. Calculons ce 
rapport pour ces différents astres. 


Lune 
2,7 


Venus 


Astre Soleil | Mercure 
1,2.107 


M,/r. 3 1,1.10 


Mars Jupiter 
5,8.10 6 | 1,6.10 


Le Soleil et la Lune sont les deux astres dont les effets de marée sont pré- 
pondérants sur Terre. 


Sur Terre, comme le montre l'exercice précédent, les forces de marée 
sont essentiellement dus à la Lune et au Soleil. Quand ces effets se 
cumulent, le champ de marée est de l'ordre de 10-65 N.kg-1. Chaque 
m® de La croûte terrestre subit donc une force de marée de l'ordre de 
5.10% N.m > ce qui reste, comme on le voit, très faible. Toutefois, du 
fait de la rotation propre de la Terre, chaque parcelle de la croûte ter- 
restre est excitée périodiquement par ces forces de marée produisant 
ainsi de minuscules déformations périodiques. Il faut savoir que cer- 
taines expériences scientifiques de haute précision exigent d'en tenir 
compte; c'est Le cas par exemple des expériences du CERN à Genêve 
(LHC). 


À peine mesurable sur Terre, ce phénomène peut devenir beaucoup 
plus intense dans d'autres systèmes. Par exemple, lo, un des satel- 
lites de Jupiter, subit des forces de marée colossales ce qui induit un 
échauffement permanent de son manteau solide d'où une activité 
volcanique très intense. 


Ces forces d'étirement sont aussi responsables de la dislocation de 
petits astéroïdes tels que ceux qui composent les anneaux de Sa- 
turne. En 1994, on a même assisté, à l'éclatement d'une comète (Shoemaker- 
Levy 9) se dirigeant vers Jupiter. Les forces de marée induites par cette 
grosse planête furent suffisantes pour rompre la cohésion interne de 


la comète et provoquer sa dislocation en 21 fragments qui sont entrés 
en collision avec la planète. 


Ces forces de marée jouent un rôle important dans la dynamique 
des astres. Elles sont par exemple à l'origine de la synchronisation 
du mouvement de rotation propre de la Lune avec son mouvement 
orbital. La Lune n'étant pas absolument sphérique mais légèrement 
allongée subit de la part de la Terre des forces de marée dont le 
moment tend à orienter le grand-axe de la Lune suivant la direction 
Terre - Lune. C'est pourquoi la Lune présente toujours la même face 
à un observateur terrestre. 


Marées océaniques 


Sur Terre, l'effet Le plus visible dû aux forces de marée est sans aucun 
doute le phénomène des marées océaniques; terme qui désigne la 
variation du niveau des océans. 


On présente ici un modèle simple (dit modèle statique) qui permet 
d'interpréter les différents aspects des marées océaniques. Suppo- 
sons la Terre entièrement recouverte par un unique océan qui adopte 
à chaque instant sa configuration d'équilibre. On montre en méca- 
nique des fluides que la surface libre suit une équipotentielle du 
champ de pesanteur. Admettons, dans un premier temps, que seul 
le Soleil agit sur la Terre. Dans ce cas, l'océan adopte une forme el- 
lipsoïdale dont le grand-axe est suivant l'axe Terre - Soleil. La Terre 
tournant sur elle même, un observateur visite en une journée les 
deux extrémités du bourrelet océanique; il y a deux marées hautes 
par jour et deux marées basses par jour. Notez que si l'axe de ro- 
tation propre de la Terre est perpendiculaire à l'axe Terre-Soleil (à 
l'équinoxe donc), les deux marées hautes que l'on prévoit sont de 
même niveau. En revanche, dans le cas contraire, les deux marées 
hautes ne sont pas de même niveau. 


Comme on l'a vu, les forces de marée varient comme M, /r,%. Or, la 
distance Terre-Soleil varie au cours de l'année, l'orbite terrestre étant 
elliptique : elle est minimale en janvier (périhélie) et maximale en 
juillet (aphélie) de sorte que le bourrelet océanique est maximum en 
janvier. 


Cependant, la Lune vient compliquer la dynamique des marées océa- 
niques. En effet, bien que le champ de gravitation lunaire soit 200 fois 
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FIG. 11.8 : IL Y a deux marées hautes 
et deux marées basses par jour. Sui- 
vant l'orientation de l'axe des pôles, 
les deux marées hautes ne sont pas 
identiques. 
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plus faible que le champ de gravitation solaire, le champ de marée dû 
à la Lune est environ deux fois plus important. Aussi, l'intensité des 
marées océaniques dépend de la position de la Lune par rapport à 
l'axe Terre - Soleil. Lorsque la Lune est alignée avec la Terre et Le Soleil, 
les deux astres cumulent leurs effets et donnent lieu a des «marées 
de vives-eaux » (marées hautes importantes). A contrario, lorsque la 
Lune est en quadrature avec le Soleil, leurs effets se compensent 
(partiellement) et les marées océaniques présentent une faible am- 
plitude : on parle de «marées de mortes-eaux». 


À 


à 
© Lune di Soleil 
Î 
[il 
1 


# 


FIG. 11.9 : Dans le modèle statique, les marées océaniques présentent une amplitude maximum durant la pleine ou nouvelle Lune. 
Elles sont minimales lors des quarts de Lune. 


Par ailleurs, contrairement au Soleil, la Lune ne produit pas deux ma- 
rées en 24 h. En effet, la Lune fait Le tour de la Terre en 28 jours, de 
sorte que lorsque la Terre effectue un tour sur elle-même, la Lune 
a tourné de 1/28° de tour. La Lune se retrouve donc au dessus du 
même point de la Terre après une durée 


1 
T, =24+ 24 = 24h50 
à da 50 


Ainsi, la composante lunaire (la plus importante) à l'origine des ma- 
rées décale le cycle des marées de 50 minutes par jour. 


Pour terminer, signalons que ce modèle n’explique pas tout car il re- 
pose sur l'étude de la forme d'équilibre d'un hypothétique unique 
océan. En fait le problème est dépendant du temps ce qui complique 
énormément les choses. Un traitement plus rigoureux fait intervenir 
la notion d'onde de marée ce qui explique qu'en certains points de 
la planète, des effets de géométrie et/ou de résonance puissent am- 
plifier ou réduire Les effets discutés ici. 


Conclusion sur la dynamique en référentiel terrestre 


Finalement, la dynamique en référentiel terrestre d'un point matériel 
de masse m est régie par l'équation 


mme = F+mÿ(M) —2m0 | Enr 
avec (1112) 
ÿ(M) = gr(M) + w2HM + C(M) 


où F'est l'action que subit M, autre que les forces de gravitation. Ici, & 
est le vecteur rotation du référentiel terrestre par rapport au référen- 
tiel de Copernic. Vu que le référentiel géocentrique est en translation, 
ÿw se confond avec le vecteur rotation de la Terre par rapport au réfé- 
rentiel géocentrique. 


Lorsque l'on applique le principe fondamental dans le référentiel ter- 
restre, différents degrés d'approximation sont possibles. 


1. Un premier niveau d'approximation consiste à oublier l'action 
des autres astres. Le référentiel géocentrique est alors consi- 
déré galiléen. Cela revient à négliger l'existence du champ de 
marée. 

2. Un deuxième niveau d'approximation plus radical consiste à ad- 
mettre le caractère galiléen du référentiel terrestre. Ce genre 
d'approximation convient quand on peut négliger l'accélération 
centrifuge (w2HM), le champ de marée ainsi que l'accélération 
de Coriolis. Notez qu'on utilise souvent une approximation mixte 
qui consiste à tenir compte de la force d'inertie d'entraînement 
(incluse dans Le poids) mais à négliger la force de Coriolis. Ce- 
la convient généralement pour les phénomènes mettant en jeu 
des mouvements peu rapides et qui durent peu de temps. 


11.2 Mouvement orbital 
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ANNEXES 


MÉTHODE DES PERTURBATIONS 


En mécanique, les problèmes que l'on peut résoudre exactement cor- 
respondent assez souvent à des phénomènes fortement idéalisés. 
Lorsque l'on cherche une description plus réaliste, on aboutit en gé- 
néral à un jeu d'équations non solubles analytiquement. Cependant, 
il n'est pas rare que parmi les effets physiques considérés, certains 
soient mineurs devant les autres. C'est Le cas en mécanique céleste 
par exemple, où l'étude de la trajectoire d'une planète est essentiel- 
lement le résultat de l'attraction du Soleil, Les autres astres jouant un 
rôle perturbateur. D'un point de vue mathématique, la formalisation 
du problème aboutit alors à une équation différentielle avec un ou 
plusieurs termes perturbateurs. Nous proposons ici d'introduire une 
méthode, dite méthode des perturbations, qui permet d'approcher 
analytiquement la solution dans ce contexte. 


Version en ligne 


https://femto-physique.fr/mecanique/ 
methode-des-perturbations.php 


A1 Principe général 


Illustration sur un exemple 


Pour illustrer notre propos, considérons le problème de la chute avec 
frottement quadratique. Depuis une hauteur h, on lâche un corps de 
masse m dans le champ de pesanteur g, ceci dans l'air qui offre une 
résistance que l’on modélise par une force f — Bv?. Rappelons l'équa- 
tion du mouvement : 


où v est la vitesse du corps. Supposons de plus que la hauteur de 
chute À soit suffisamment petite pour que les forces de frottement 
soient faibles devant le poids. Le principe de la méthode consiste 
d'abord à négliger la perturbation et résoudre l'équation : on obtient 
une première solution v,(t). Ensuite, on remplace dans le terme per- 
turbateur, v par l'approximation v,. On admet alors que l'erreur pro- 
duite dans cette opération, d'une part est atténuée car intervenant 
seulement dans le terme “perturbateur” qui reste petit, et d'autre 
part a un effet petit sur le résultat. On résout à nouveau l'équation 
différentielle pour obtenir v,, solution perturbée d'ordre 1. On pour- 
rait continuer l'opération plusieurs fois mais en général on s'arrête à 
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Rappel mathématique 


La fonction f(x) = Sr est la 
fonction tangente hyperbolique notée 
tanh(x). Son développement limité à 


l'ordre 6 s'écrit 


43 
tanh(x) = x 3 t x5 + O(x°) 


l'ordre 1 ou 2. Voyons ici ce que donne un développement perturbatif 
à l'ordre 1: 


du : : 

ar eu —  vo(t) = gt 

du; B 2 _ e 
“re (vo) — ut) = gt 


Ici on connaît la solution exacte, elle s'écrit 


en ( 


On remarque que la solution approchée v, correspond au développe- 
ment limité de la solution exacte à l'ordre 4 au voisinage de t — 0: 


0 = tanh (2) = gi SE + O() 


La solution approchée v,(t) est donc à retenir tant que le terme 
d'ordre 5 est négligeable devant le terme d'ordre 3, c'est-à-dire tant 
que &? « ni En terme de hauteur ce la donne h = Lgt? « mn 


Méthode des perturbations à l'ordre un 


La démarche précédente se généralise à l'ordre n mais on retien- 
dra le schéma général de la méthode des perturbations à l'ordre 
un : 


A.2 Cas des oscillateurs 


tient alors deux équations différentielles : 


d 
Te = FE, Wo(#)), avec #o(0) = 
d 
_. = Yi f4(t, Yo) + 9(Ë, Yo), avec y1(0) = 0 


Si l'on sait résoudre la première équation (solution non pertur- 
bée), alors la deuxième équation est une équation différentielle 
linéaire avec second membre. 


La méthode des perturbations est à utiliser avec précaution : 


>» À l'ordre 1, elle repose tout d'abord sur l'hypothèse ey(t) « 
volt) qui n'est en général pas vérifiée pour tout t. La solution a 
donc un domaine de validité restreint que l'on peut estimer à 
l'aide d'arguments physiques ou mathématiques. 

Le développement perturbatif à l'ordre n (y = yo+ey+...+e"y,) 
ne converge pas toujours lorsque n — co. Cependant, même 
dans ce cas, il peut donner d'excellents résultats si l'on se li- 
mite à un ordre petit; c'est ce qui fait toute la puissance de 
cette méthode. Par exemple, en théorie quantique des champs, 
le moment magnétique de l'électron a été déterminé avec une 
précision de 10-41, par une méthode perturbative à l'ordre 3, 
en excellent accord avec l'expérience, alors même que la série 
perturbative diverge. 


Y 


A2 Cas des oscillateurs 


Dans le cas des systèmes oscillants non linéaires, il arrive souvent 
que la méthode précédente fasse apparaître des phénomènes de ré- 
sonance qui n'ont aucun sens physique. On utilise alors la méthode 
de Lindstedt. 


Méthode de Lindstedt 


Supposons que nous voulions résoudre analytiquement l'équation 
différentielle d’un oscillateur non linéaire contenant un terme anhar- 
monique suffisamment petit pour le traiter comme une perturbation. 
La méthode des perturbations classique a cependant le défaut de 
produire des solutions divergentes lorsqu'il n'y a pas de terme dissi- 
patif, à cause du phénomène de résonance. 


Pour éviter ces divergences sans aucun sens physique, Lindstedt a 
proposé la méthode perturbative suivante. 
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Méthode de Lindstedt 


1. Cherchant des solutions oscillantes, on définit une pulsation 
w = wy+ew, +e?w, … où Les w, sont des paramètres à trouver. 

2. On remplace le temps # par la nouvelle variable 6 = wi. 

3. On cherche la solution sous la forme x(o) = xo(p)+ex(e)+ 
e2x,(v) + …, où les x;(4) sont des fonctions inconnues. 

4. Par substitution dans l'équation différentielle, on obtient n+ 
1 équations différentielles linéaires si l'on décide de faire un 
développement perturbatif à l'ordre n. 

5. On résout chaque équation de manière itérative en commen- 
çant par la recherche de x,(). Lors de cette résolution, les 
w; Sont choisis de façon à annuler les phénomènes de réso- 
nance. 


Illustration avec l'oscillateur de Duffing 


Prenons l'exemple de l'oscillateur de Duffing pour illustrer la mé- 
thode de Lindstedt. Cet oscillateur vérifie l'équation différentielle 


. x(0) = À 

È +uwêx +er =0 avec { 5(0) = 0 

où le terme non linéaire ex est suffisamment petit pour justifier l'em- 
ploi d'une méthode perturbative. Contentons nous d'un développe- 
ment perturbatif à l'ordre un. On pose donc 


W=wp+eEw, PUIS p=uwt 


Sachant que # = w?x”(), l'équation différentielle devient, en omet- 
tant Les termes d'ordre supérieur à un: 


(uw8 + 2ewpuw) r”/(ç) + wêx(p) + ex°(o) = 0 


Cherchant la solution sous la forme du développement perturbatif 
x(o) = xo(p)+ex,(), on obtient, après substitution, deux équations 
différentielles : 


” . HA ) A 
te) +ate=0 avec {HD LS (A 
wéxT(p) +wêri(p) + 2wourh(p) + ré(p) =0 avec { : (A2) 


l'équation différentielle (A1) est celle d’un oscillateur harmonique : 
zo(p) = ACOS 


En utilisant ce résultat et l'identité cos x = 1/4co0s 3r + 3/4cosx, 
l'équation (A2) se réécrit 


2w,A 3A$ ) AS 
cos 39 


2f(e) + a1(e) = cos ( D 
0 


2 
W 4wé 
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ILs'agit ici de l'équation d'un oscillateur harmonique soumis à une ex- 
citation périodique. Or, Le terme cosy (2w, A/uy — 3A%/4uè) est res- 
ponsable d'une résonance qu'il faut éliminer si l'on veut éviter une 
solution divergente. On doit donc imposer 

2 3A 3A? 

A VE 


Te 0 (ue) 
2 1 
wy Au 


Cr 


Ainsi, une fois les problèmes de divergence éliminés, l'équation A2 


s'écrit 
72 A æ,(0) = 0 
z1(p) + x1(ç) = D cos3p avec { 2,(0) = 0 
Équation différentielle linéaire qui se résout sans difficulté[16] : [16] : ROUSSEL (2014), Résoudre une 


équation différentielle 
3 


A 
= —— (COS 34 — COS 
z1(@) 322 ( p p) 
Finalement, la méthode des perturbation à l'ordre un donne comme 
résultat analytique : 


eAŸ eAŸ 3 A? 
a(t) = (4 — na) A Te cos 3(wy+ewi)t avec w, = Bug 
(A3) 


Cette approximation est d'autant plus proche de la solution que le 
terme non linéaire est petit devant le terme harmonique, c'est-à-dire 
lorsque |e|AŸ < wÿA. La Figure A1 compare cette solution avec la 
solution numérique obtenue par la méthode d’Euler : on constate un 
désaccord de plus en plus prononcé au cours du temps, dû à l'erreur 
de troncature produite par l'approximation w æ w,+ew..Ce désaccord 
se prononce d'autant plus vite que e augmente. 


Oscillateur de Duffing : e = 0,1 Oscillateur de Duffing : e = 1 


0 Le 
—] + 
--- Euler — Lindstedt (ordre un) --- Euler — Lindstedt (ordre un) 
> > 
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20 
temps temps 


FIG. A1 : Solution x(t) de l'oscillateur de Duffing avec À = 1 et w, = 1. Comparaison entre la solution approximative (A.3) et La 
solution numérique obtenue par la méthode d’Euler. 


Application : Le pendule simple 


Une application du calcul précédent est la détermination de la période 
du pendule simple en fonction de l'amplitude 4, des oscillations. En 
effet, pour les angles suffisamment petits, sin(9) + 0 — 6/6 de sorte que 
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l'équation du pendule simple se ramène à l'équation de l'oscillateur de 
Duffing avec € = —wè/6 : 


.. 2 
Ô + w20 — e = 0 


Le résultat de la méthode de Lindstedt à l'ordre un prévoit que 4(+t) oscille 


à la pulsation 
&w = Wp + Eu = wp | 1 Orax 
16 


ce qui donne une période des oscillations 


02 
TEUTE (14%) quand 3x — 0 (A4) 


On trouve ici La célèbre formule de Borda en l'honneur de Jean-Charles 
de Borda (1733-1799) qui l'obtint de manière empirique. On peut montrer 
qu'elle produit une erreur relative inférieure à 107 * si l'on impose 0, < 
40°. 


MESURER g AVEC UN 
SMARTPHONE 


L'étude des rebonds d'une balle rebondissante sur un sol horizon- 
tal permet de mesurer Le coefficient de restitution associé aux chocs 
ainsi que le champ de pesanteur. Nous proposons ici un protocole 
expérimental simple à mettre en place grâce à l'emploi d’un smart- 
phone. En prime, on verra comment cela permet de déterminer le 
champ de pesanteur avec une précision meilleure que 1%. 


Version en ligne 


https://femto-physique.fr/mecanique/ 
mesure-de-g-avec-un-smartphone.php 


B1 Introduction 


Les smartphones ont envahi notre quotidien; pourtant ses capacités 
sont souvent sous-exploitées. Dans le cadre de l'enseignement des 
Sciences-Physiques le smartphone peut devenir un précieux parte- 
naire qui facilite l'implication des élèves dans l'approche expérimen- 
tale. Afin d'illustrer l'utilisation des smartphones en sciences, nous 
proposons ici une expérience de mécanique autour du phénomène 
de rebonds d'une balle sur un sol horizontal. 


Nous détaillons ici Le protocole expérimental, la modélisation théo- 
rique, le traitement des mesures puis terminons par une discussion 
sur des différentes sources d'erreur. 


B.2 Réalisation de l'expérience 


Ce qu'il nous faut 


Le matériel nécessaire se résume à : 


> un smartphone (de nos jours, tous les élèves en ont un): 

> un balle rebondissante que l'on peut trouver dans les magasins 
de farces et attrapes; 

> un pointeur laser; 

> une règle. 
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Pointeur laser 


FIG. B1 : Dispositif expérimental 
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1: waveform en anglais. 


FIG. B.2 : Forme d'onde de l'enregistre- 
ment sonore. 


TAB. B1 : Tableau de mesures. 


Protocole 


L'expérience consiste à laisser tomber la balle d'une hauteur initiale 
k, dans le champ de pesanteur terrestre ÿ puis d'enregistrer à l'aide 
d'un smartphone posé sur un sol horizontal le son produit par les 
différentes collisions. 


1. Fixer le pointeur laser sur une potence de façon à ce qu'il pro- 

duise un faisceau horizontal. 

. Allumer le laser puis mesurer, à l'aide de la règle, la hauteur À, 

entre le sol et le faisceau. 

3. Placer Le smartphone au niveau du sol. Ouvrir l'application dic- 
taphone et passer en mode enregistrement. 

4. Placer la balle de façon à ce que le faisceau laser soit juste 
au niveau de sa partie inférieure. Lâcher la balle. Elle entame 
alors une série de rebonds dont le bruit est enregistré sur le 
smartphone. 


N 


IL ne nous reste plus qu'à analyser ce bruit... 


Mesures 


Munis d'une balle de diamètre D = 35 mm et de masse m = 256, 
nous avons réalisé l'expérience en La lâchant d'une hauteur h, = 
869 mm. À l'aide d'un _. tel AUDACITY, il est facile d'obtenir sa 
forme d'onde! (cf FIG. B.2). On y voit une série de signaux correspon- 


Errkrn 


dant aux différents chocs. La mesure qui nous intéresse est la durée 
entre deux chocs successifs. On appelle t, l'instant du premier choc 
et T; la durée du premier rebond. De même t,, est l'instant du n-ième 
choc et T,, la durée du n-ième rebond avec T,, = t,,1 —t,. Mettons 
nos résultats dans un tableau. On constate que la durée des rebonds 


n 1 2 3 4 5 6 7 
4, (5) | 1689 2,455 3151 3,784 4358 4882 5,362 
T.(s) | 0766 0,696 0,633 0,574 0,524 0,480 - 


décroit. En effet, la balle perd une partie de son énergie cinétique à 
chaque choc ce qui diminue la hauteur d'ascension et donc la durée 
des rebonds. 


Pour mesurer les instants du choc nous avons repéré les instants cor- 
respondant aux différents pics du signal. Cependant, la mesure est incer- 
taine dans le sens où le choc n'est pas instantané. On estime que les 
valeurs vraies se situent dans un intervalle de largeur 2 ms de sorte que 
les instants +, présentent une incertitude-type 


oc © = 0,6msS 


RE 
ND 
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La durée T,, présente doncune incertitude-type de l'ordre de 0,8 ms (07 = 


V20;). 


B.3 Exploitation des mesures 


Un peu de théorie 


Nos mesures mettent en évidence le fait qu'à chaque collision, une 
partie de l'énergie incidente de la balle est dissipée. On modélise 
alors ce caractère inélastique des collisions à l’aide du coefficient de 
restitution € défini par 

rue avec O<e<l 
Vavant 


Nous supposons, d'une part que ce coefficient prend la même valeur 
à chaque collision, d'autre part que les frottements dus à l'air sont 
négligeables entre deux rebonds (cf. 4). Appelons vw, la vitesse à la 
fin du n-ième rebond (c'est-à-dire juste avant Le n#1-ème choc) et h,, 
la hauteur du n-ième rebond. En vertu des lois classiques de la chute 
libre, on a v,, = 4/2gh,. Par conséquent, 


2 
Rhii _ (2) 2 

= | —— | =Ee 
h, Un 


Par récurrence on en déduit la relation 


nm 
La hauteur des rebonds décroit en suivant une progression géomé- 
trique de raison e?. 


Par ailleurs, la durée d’un rebond correspond à 2 fois la durée d'une 
chute libre de hauteur h,,, soit 


T,=2%x Zn Len(2m) avec T5 = 2 

9 g 

où T, désigne le temps de chute libre d'une hauteur h,,. Finalement 
la durée suit également une progression géométrique, mais de raison 
e. Une façon commode de mettre en évidence cette loi est de porter 
Y = InT, en fonction de n : les points doivent théoriquement se 
répartir sur une droite d'équation 


Y =an+b avec a=lne et b—In(27;) 


Portons donc Y en fonction de n puis cherchons par régression 
linéaire la droite qui s'ajuste au mieux avec les points à l'aide de 
la méthode classique des moindres carrés?. De nombreux logiciels 
réalisent ce type de régression (cf. FIG. B.3). On peut vérifier que les 
écarts à la droite de régression sont comparables aux barres d'erreur 
+u(Y)). En d'autres termes, les mesures sont compatibles? avec nos 


ns 


2 : Rigoureusement, les barres d’er- 
reurs n'étant pas les mêmes, il faut uti- 
liser la méthode des moindres carrés 
pondérés (weighted least square me- 


thod). 
3 : On pourrait calculer le x? réduit 


et vérifier qu'il est proche de l'uni- 
té ce qui signifie que l'écart moyen à 
la courbe est comparable aux incerti- 
tudes expérimentale. 
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FIG. B.3 : Régression 


4: tous les résultats sont fournis avec 
un niveau de confiance de 95% 


[17] : TAYLOR et al. (1999), incertitudes et 
analyse des erreurs dans les mesures 
physiques : avec exercices corrigés 


Ajustement de la loi In(Th) = an + b aux données 
par la méthode des moindres carrés pondérés 


—— Modélisation 
—0.3 + + Mesures 


In(Tn) 
1 
o 
un 


prévisions théoriques. Il nous reste alors à déduire le coefficient de 
restitution et la valeur du champ de pesanteur. 


Détermination du facteur de restitution 


Théoriquement, on prévoit a = ne. Le logiciel fournit* a — —0,09426+ 
0,00082 ce qui donne 


e = e% —0,9100 + 0,0007 (niveau de confiance : 95%) (B1) 


Autrement dit, la balle perd 9% de sa vitesse à chaque fois qu'elle 
rencontre le sol. 


Determination du champ de pesanteur 


L'ordonnée à l'origine b permet d'obtenir assez précisément la durée 
T, correspondant à une chute de hauteur h,. Le logiciel fournit b = 
—0,1738 + 0,0028 ce qui donne 


1 
To — El — 420,3 + 1,2mMS 


De cette mesure on déduit la valeur de g via 


2h 
g=— =9,84m.s ? 
To 


Un calcul de propagation d'erreurs permet d'obtenir l'incertitude élar- 
gie sur la mesure de g à partir de celle sur À, et T, : 


_  (UGo) "(OU o) \” 
un(e) + (ah 
Pour h,, la règle étant graduée au millimètre près, on estime (mesure 


de type Bl17]) l'incertitude élargie par U(h,) = 1mm/V3. Finalement 
on trouve 


g = 9,841 +0,055 m.s-? (niveau de confiance : 95%) 
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On pourrait considérer cette mesure tout a fait correcte au regard de 
la valeur tabulée (9,81 ms? à Rennes). Toutefois, une analyse plus 
approfondie permet de mettre en évidence un léger biais dû aux frot- 
tements et à la poussé d’Archimède comme nous allons le voir par 
la suite. 


Analyse des erreurs 


Le signal enregistré est échantillonné à une fréquence de 44 kHz de 
sorte que la résolution temporelle est de l'ordre de 0,02 ms. Cepen- 
dantilne faudrait pas conclure que cela fixe la précision des mesures. 
En effet, comme on l'a déjà signalé, Le choc n'est pas instantané : sur 
l'enregistrement on peut observer qu'à chaque rebond le signal met 
environ 1 ms à atteindre un maximum (le pic acoustique). C'est pour- 
quoi, on ne peut espérer obtenir une meilleure précision sur le temps 
de collision. 


Ceci étant dit, il faut quand même s'assurer que les simplifications 
théoriques du modèle ne produisent pas un biais sur le temps supé- 
rieur à la milli-seconde. Passons donc en revue les différents sources 
d'erreur. 


Le mouvement de la balle n’est pas vertical - En effet, la balle a la 
fâcheuse tendance à dériver horizontalement. Bien sûr, cela ne mo- 
difie pas la dynamique du mouvement vertical; en revanche, compte 
tenu que la vitesse du son est finie (c — 340 m.s-?), cela produit un 
retard (ou une avance) dans la détection du signal. Estimons ce déca- 
lage temporel. Si l'on note Ax le déplacement horizontal entre deux 
rebonds, le décalage temporel At lié à la propagation du son vérifie 


Ad 2 
C 


En pratique, il n'est pas difficile d'observer des rebonds tels que que 
Aæ < 10 cm de sorte que [At] < 0,3 ms. Ce biais passe donc inaperçu 
compte tenu de la précision des mesures (rappelons que ce sont les 
variances des erreurs qui s'ajoutent[17, 18]). 


Et les frottements de l'air? Entre deux collisions, la balle subit éga- 
lement une force de frottement (traînée aérodynamique) de la part 
de l'air ce qui produit un biais par rapport aux prévisions théoriques 
que l'on peut estimer. Tout d'abord, on peut facilement se convaincre 
que c'est l'action de la pesanteur qui prédomine devant les frotte- 
ments. En effet, la balle «pèse» 25 g d'où un poids P = 0,25N. 
Quant aux frottements, ils sont assez bien décrit par la loi quadra- 
tique F = ip SC, v?. Lors du premier rebond, la vitesse de rebond 
vaut v, — 1/2g1, = 3,8ms ! soit, avec un coefficient de traînée 
C, = 0,5, un rapport de force 
F 0,004 
Bee ga 0,017 

Comme attendu, la pesanteur prédomine largement. Dans ce contexte, 
on peut montrer, à partir d'un raisonnement perturbatif (cf Démons- 
tration plus bas), que les frottements diminuent légèrement la durée 


[17]: TAYLOR et al. (1999), Incertitudes et 
analyse des erreurs dans les mesures 
physiques : avec exercices corrigés 
[18] : BALLY et al. (2010), «incertitudes 
expérimentales » 
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5: voir feuille de calcul Python. 


TAB. B.2 : Mesures corrigées du biais lié 
aux frottements. 


des rebonds suivant la loi 


ner (1?) 
où 7} est la durée des rebonds en tenant compte des frottements et 
T,, Sans en tenir compte. Il s'agit là d'une erreur systématique com- 
parable à la précision des mesures. Rigoureusement, il faut donc pro- 
céder à une correction des mesures (TAB. B2). Avec ces données cor- 
rigés, on trouve une nouvelle valeur® de g: 


g =9,757 +0,055 m.s2? (niveau de confiance : 95%) 


n 1 2 3 4 5 6 
T/ (s) | 0,766 0,696 0,633 0,574 0,524 0,480 
Un (S) 3,8 3,4 3, 2,8 2,6 2,35 

T, (s) | 0,7692 0,6983 0,6347 0,5753  0,5250  0,4808 


Démonstration 


Considérons une balle de masse m que l'on lance vers le haut depuis 
le sol avec une vitesse initiale v,. Estimons le temps T de la première 
collision en considérant un frottement de l'air F = av? faible devant le 
poids. Rappelons que si l'on néglige Les frottements, Le temps de première 
collision que l'on notera T, vérifie La relation v, = +97. 


En présence de frottements l'équation du mouvement s'écrit 


dv 
Ra orie alvlu 
Utilisons La méthode des perturbations pour résoudre cette équation dif- 
férentielle. Rappelons que cela consiste à remplacer v dans le terme per- 
turbateur par ce que l'on obtient lorsque l'on néglige Le terme perturba- 
teur, à savoir v = vw, — gt. On a donc 


du 2, 
dt 3 Gi 


gt\(vo — gt) 


Une double intégration permet d'accéder à l'altitude z(t). On trouve 


a 3 


2(t) = vot Gone. Dre (vo* — | 


av, 


gi (o — 0°) — 


IL suffit maintenant de résoudre l'équation z(T) = 0 ce qui donne 


a 
(vo* + ( 


12mg? 
Compte tenu du faible effet des frottements posons 
T=7,+ôt avec Ôt<T, 


On peut alors approcher u,4+(v,—gT){ par 2,4 et T? par T,° +27, ôt de 
sorte que l'équation précédente donne, après quelques simplifications : 


2 
rot, (: " ) 
Amg 


2 
Done 


Correction de la poussée d’Archimède - En réalité, lors de sa chute la 
balle subit aussi la poussée d'Archimède. Ajouté au poids, cela donne 


B.4 Conclusion 


une force 


—_ 


F = mÿ — Mairÿ 


où mi, est la masse d'air déplacé par le volume de la balle. Si l'on 
note p la masse volumique de la balle et p,;, celle de l'air, on trouve 


F-mÿ(1-lx) 
P 


Il faut donc diviser par (1 — Bât) pour corriger l'effet de la poussée 
d'Archimède. On obtient : 


Résultat définitif 


g=9,767+0,055m.s 2 (niveau de confiance : 95%) 


B.4 Conclusion 


Finalement, avec un protocole expérimental assez simple et une mo- 
délisation à la portée d’un lycéen, on peut déterminer Le champ de 
pesanteur avec une assez bonne précision. De surcroît on met en évi- 
dence le phénomène de choc inélastique modélisé par la notion de 
coefficient de restitution. 
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PÉRIODE DU PENDULE SIMPLE 


Comme nous l'avons vu au Chapitre 5, un pendule simple de masse 
m et de longueur £, à qui l'on donne une énergie modérée (A€,, « 
mgl), oscille autour de sa position d'équilibre eq = 0. La période des 


oscillations 
To = 27 : 
g 


est indépendante de l'amplitude des oscillations dans le cadre de 
l'approximation harmonique, c'est-à-dire pour les petits angles. 


L'objet de ce complément est d'étudier un des effets anharmoniques 
du pendule simple, à savoir la dépendance de la période T' des os- 
cillations avec leur amplitude 4... Nous présentons notamment une 
formule basée sur la moyenne arithmético-géométrique très efficace, 
et pourtant assez peu connue. 


Version en ligne 


https://femto-physique.fr/mecanique/ 
periode-pendule-simple.php 


C1 Mise en équation 


Considérons un pendule formé par une masse ponctuelle m attaché à 
une tige rigide de longueur £ et de masse négligeable. La conservation 
de l'énergie mécanique se traduit par 


1 . 
LA — mg£ COS 0 = —mg£ cos 0 


d'où l'on tire l'équation différentielle d'ordre un: 


Ô = +upy2(c050 — cOSOnax) AVEC wp = V5 


Séparons les variables puis intégrons entre 4 = 0 et 4... (0 > 0): 


Omax d@ 'h 
h  v2(cos8—cos0x) JD 


mgl 


FiG. C1 : Le pendule et son profil éner- 
gétique 
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C PÉRIODE DU PENDULE SIMPLE 


Faisons intervenir la période aux petits angles 75. Sachant que w,Ty = 
27, on trouve 


QT, fr dé 
Tes Î (C1) 
7 JL 2(coS0—cos0,,) 


Enfin, il est judicieux de procéder au changement de variable suivant: 


sin ÿ = en. On obtient alors 


. De 
ESS vs (sin ax) avec E(x) — Î 
2 7 Jo 


\/1—72 sin” p 
(C2) 


où €(x) désigne l'intégrale elliptique de première espèce. Cette in- 
tégrale présente l'inconvénient de ne pas s'exprimer en termes de 
fonctions simples. 


C.2 Formule de Borda 


On remarque que (x) — 1 lorsque x — 0 de sorte que l'on retrouve 
la limite harmonique, à savoir T — T, quand 8,,,, — 0. On peut aller 
au delà de l'approximation harmonique en faisant un développement 
de €(x) au voisinage de x = 0. Écrivons 


1 sin” à à 45.4 
—_—_—————— —=l+ x + O(xf sin 6) 
y/1— x2sin° @ 


Ainsi, on peut approcher l'intégrale elliptique pour les petits x par 


D z/2 :, 2 | 1 
Ét)= 2 ( + » Poe + O(x{ sin” à) d=1+ A + O(x!) 
0 
ce qui donne pour la période d'oscillation du pendule 
. l . 00. ( | ‘%æ)) 
F = (14 3 sin —s OST 


Finalement, si l'on néglige les termes d'ordre 4, on a sin*(8x/2) ee 
02/2 et l'on obtient l'approximation de Borda : 


@? 
na) quand 0,3, — 0 (C.3) 


ee (+ 


La dépendance de la période avec l'amplitude des oscillations est 
donc quadratique. On met ainsi en évidence un effet anharmonique 
dû au profil non parabolique du puits de potentiel dans lequel est 
piégé le pendule. Toutefois, la formule de Borda produit une erreur 
supérieure à 1% dès que l'on dépasse 74°. 


IL existe — et c'est moins connue - une formule approximative repo- 
sant sur la moyenne arithmético-géométrique, qui surpasse, et de 
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loin, les performances de la plupart des autres formules que l'on 
trouve dans la littérature [21]. 


C.3 Utilisation de la moyenne 
arithmeético-géometrique 


ILexiste plusieurs méthodes numériques pour approcher la fonction 
elliptique. Par exemple, dans l'esprit de la démarche précédente il 
est possible de développer €(x) en série et d'en obtenir une approxi- 
mation en procédant à une troncature de la série à partir d'un cer- 
tain rang. On peut aussi utiliser une méthode numérique de calcul 
d'intégrale qui se ramène à un calcul d'aire. Nous proposons ici une 
méthode numérique très simple et d’une grande précision qui repose 
sur le fait que la fonction elliptique est liée à La limite commune de 
deux suites qui convergent extrêmement rapidement. 


Moyenne arithmético-géométrique 


Considérons les suites réelles (a,,) et (b,) définies par les relations 


{ An = 5 (an_1 + bn_1) { a = a>0 
avec 
b, — Va@n_10n 1 bo = b<a 


Ces suites, comme on le constate sur la TAB. C1, convergent très vite! 
vers une limite £,, dite moyenne arithmético-géométrique. 


Moyenne 
Itération  Arithmétique (a,)  Géométrique (b,)  |a, —b, | 
n=1 0,75 0,70710678 æ 5.107? 
n =2 0,72855339 0,72823765 3.10 4 
n =3 0,72839555 0,72839550 œ 5.10 8 


Considérons maintenant l'intégrale suivante : 


2 r/2 do 
Ha = =) — 
0 V/a2 cos? 6 + 62 sin p 


ILest possible de montrer - après quelques changements de variables? 
- que J(a,b) est invariante par la transformation a + (a +b)/2 et 
bH Vab. Par conséquent, 


J(a,b) = T(a;,b:) = = T(a,, bn) =. — The) 
cette dernière intégrale se calculant sans difficulté : 


r/2 dp : 1 
: LR 


2 
ICDEUOEMES RSS 
0 a; 


[21] : CARVALHAES et al. (2008), «Ap- 
proximations for the period of the 
simple pendulum based on the 
arithmetic-geometric mean » 


1: On peut montrer que 


1 
An+1 — bai < a6 (an a bh)? 


d'où une convergence quadratique 
vers £b 


TAB. C1 Moyenne  arithmético- 
géométrique pour a = 1 et b= 0.5 


2 : cf https://femto-physique. 
fr/analyse-numerique/ 
integrales-elliptiques.php 
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De plus, si l'on pose a = 1 et b = V1 — x2, on obtient 
JG, V1- x?) = E(x) car cos #+(1—x2)sin" 6 = 1—x?2sin° à 


Finalement, la fonction elliptique vaut 


(x) = (C4) 


où L, 17 est la limite de la suite arithmético-géométrique avec a — 
letb = V1— 7x2. 
Algorithme de calcul de T 


En utilisant les relations (C.4) et (C.2), la période du pendule simple 
s'exprime simplement en fonction de la moyenne arithmético-géométrique 


T 
CR 
Li c0s(9../2) 


(C.5) 


Dés lors, il est extrêmement aisée de calculer numériquement T de 
manière très précise à l'aide d'une méthode numérique qui tient en 
quelques lignes. Nous proposons l'algorithme suivant 


Algorithme de calcul de T(6,,,%) 


1. Initialisation de g, £, 8, et de la précision requise €; 
DT = Poe = 
3, a = 1610 COS, /2): 
4. Valeur booléenne : précision_insuffisante=VRAIE ; 
5. TANT QUE (précision_insuffisante) FAIRE : 
> c=(a+b)/2; 
- b= Vab; 
(cul a 
see calcul «exact » = IP. 
—— Formule de Borda (C.3) . is 2. 
SAT /0;; 
n AeMse® > SIT — Tel < € {précision_insuffisante=FAUX} 


Tr, 
À 6. RETOURNER T.. 


Approximations basées sur la moyenne 
arithmético-géométrique 


En prime, cette convergence extrêmement rapide nous donne la pos- 
sibilité d'obtenir une expression analytique approchée de T ceci pour 
une grande gamme de valeurs de 4... et avec précision tout a fait suf- 
fisante pour des mesures effectuées dans le cadre de l'enseignement. 


FIG. C.2 : Evolution de la période T' du i | ' i | 
SbaUle eimble eo fonction :de la Si on approche {(a,b) par a,, on obtient l'approximation 
plitude d'oscillation 8,3. On compare 

le calcul «exact» avec les approxi- T = To [formule MAG-n] 

mations de Borda et de la moyenne an 

arithmético-géométrique au rang 2. 


1 - - - > 
0 50 100 150 180 


angle Omax (°) 
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En pratique, la formule MAG-2 correspondant à n = 2 itérations sera 
tout a fait suffisante comme on peut Le constater sur le tableau TAB. 
C1. C'est pourquoi, nous adoptons l'approximation suivante : 


T. EU 
T = 0 = d (C.6) 


2 (1+ cos Bar) 


On retrouve, comme attendu, T — 7, quand 8, — 0 et le dévelop- 
pement au voisinage de 4..,, = 0 à l'ordre deux redonne la formule 
de Borda. Par contre, quand 0, — 7, elle donne T — AT, au lieu de 
T — 00. 


La FIG. C.2 démontre, de façon visuelle, la supériorité de la formule 
(C.6) devant celle de Borda. La FIG. C3 montre que l'erreur commise 
par La formule (C.6) est inférieure à 1075 entre 0 et 90°. 


—— Formule de Borda 
——— Formule MAG-2 


+ M 


1071 + 
1072 E 
107 F 
1074 F 
FIG. C.3 : Evolution de l'erreur relative 
T T T > . : 
0 50 100 150 e = AT/T, commise par les formules 


approximatives en fonction de l'ampli- 
angle dax (°) tude d'oscillation 4,3%. 


Pour en savoir plus 


—— 
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Grandeurs physiques et symboles 
mathématiques 


Constantes physiques définies par Le SI (valeurs exactes) 


h Constante de Planck 6,626 070 15 x 10%) Hz ! 
c Vitesse de la lumière dans le vide 299 792458 ms"! 
Aves Fréquence hyperfine du #5Cs 9 192 631 770 Hz 
e Charge élémentaire 1,602 176634 x 107? C 
ke: Constante de Boltzmann 1,380 649 x 1072 J K71 
AA Nombre d’Avogadro 6,022 140 76 x 10% mol ” 
R=kN, Constante des gaz parfaits 8,314 462 618] K-! mol 
K Efficacité lumineuse 683 LmW! 


Autres constantes physiques 


G Constante gravitationnelle 6,67430 x 10-11 m3 kg" s2 
€o Permittivité diélectrique du vide 8,85418781 x 10-/2Fm 1 
Lo Perméabilité magnétique du vide 1,256637062 x 10 6Hm ! 
Me Masse de l'électron au repos 9,10938370 x 10-31 kg 
M Masse du proton au repos 1,672621923 x 10727 kg 
Mn Masse du neutron au repos 1,674927498 x 10727 kg 


Grandeurs physiques 


Viscosité (Pa.s) 


7 

À coefficient d'amortissement (s-1) 

Ca Énergie cinétique (J) 

Es Énergie mécanique (J) 

ée Énergie potentielle (J) 

P Puissance (W) 

w, Vitesse angulaire, pulsation (rad.s-!) 
F Moment d'un couple (N.m) 

ä Accélération (m.s-2) 


B Champ magnétique (T) 


E Champ électrique (V.m-1) 


oi force, résultante des forces (N) 
ÿ Champ de pesanteur (N.kg”1) 
p Quantité de mouvement (kg.m.s-1) 


Vitesse (m.s-1) 


P Masse volumique (kg.m—*) 

GA E PRO Coefficients aérodynamiques (sans dimension) 
d Densité (sans unité) 

m Masse (kg) 

N Nombre de particules (sans unité) 
n Quantité de matière (mol.) 

p Pression (Pa) 

Q Facteur de qualité (sans dimension) 
Q Transfert thermique (J) 

q Charge électrique (C) 

R Rayon de courbure (m) 

S Surface (m?) 

T Période (s) 

t Temps (5) 

U Énergie interne (J) 

V Volume (m5) 

wWw Travail (J) 


Symboles mathématiques 


—= Relation de définition 


nm Égal en ordre de grandeur 

A» B A très grand devant B 

A<« B A très petit devant B 

(Us Uys Uz) Base cartésienne 

A, Composante suivant l'axe (Oz) : A, = Au; 
gg Dérivée première par rapport au temps 

d"f 


Fe Dérivée n-ième par rapport au temps 


JL A(M) : dé 
gradf ou Vf 
(r,0, 2) 

ü, Ug, ü:) 


( 
(r,0,%) 
( 


Us Up UG) 


Circulation de A le long du circuit C 


Gradient d'un champ scalaire 
Coordonnées cylindriques 
Base cylindrique 
Coordonnées sphériques 


Base sphérique 
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Preface 


Ce cours de mécanique des fluides est avant tout destiné à l'étudiant désirant maîtriser les bases de 
la mécanique des fluides. Il est normalement accessible à un étudiant en fin de parcours de Licence 
(L2-L3). 


Ce cours couvre les aspects essentiels de la mécanique des fluides : notion de pression, tension super- 
ficielle, écoulements parfaits, écoulements visqueux, notion de pertes de charges etc. En revanche la 
notion de turbulence n'est pas abordée. 


J'ai essayé le plus possible d'illustrer les différentes notions par des exemples ou de simples exercices. 
Mais pour un entraînement plus poussé, j'invite Le lecteur à se procurer Les eBooks suivants : 


> Statique des fluides - Pression et tension de surface - 30 exercices et problèmes corrigés. 
> Dynamique des fluides - Fluides parfaits et newtoniens - 40 exercices et problèmes corrigés. 


disponibles à l'adresse payhip.com/femto 


Jimmy Roussel 
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CINÉMATIQUE 


Dans ce cours, nous étudions le fluide et son écoulement indépen- 
damment des forces responsables de cet écoulement. 


Version en ligne 


https://femto-physique.fr/mecanique_des_fluides/ 
cinematique.php 


11 Le modèle continu 


L'état fluide 


Le terme fluide désigne un comportement qui s'oppose au comporte- 
ment élastique ou plastique associé aux solides. Par définition, on dit 
que la matière est fluide lorsqu'elle se déforme aussi longtemps que 
lui sont appliquées des contraintes tangentielles. En termes simples 
on peut dire qu'un fluide coule quand un solide se déforme! 


Fondamentalement, le comportement fluide est lié, au niveau mo- 
léculaire, à l'absence d'ordre à longue portée? (contrairement aux 
cristaux) et à l'existence d’un chaos moléculaire (contrairement aux 
solides). Ces propriétés se retrouvent notamment chez les gaz et Les 
liquides. 


Solide Liquide u GaZe 
RE : e 
Lo & &s e E 
22800 e 
Se, 
st, 


Les liquides - Dans un liquide, les interactions (l'interaction de Van 
der Waals, la liaison hydrogêne, l'interaction électrostatique dans une 
solution électrolytique etc ….) jouent un rôle clé. L'interaction est telle 
que les molécules sont quasi en contact ce qui explique le carac- 
têre quasi-incompressible des liquides : Les liquides présentent un 
volume propre. Les variations du volume V ou de la masse volumique 
p avec la pression et la température se mesurent à l'aide du coeffi- 
cient de dilatation a et du coefficient de compressibilité x : 


Pour l'eau, par exemple, la compressibilité vaut y. # 4,4.10710 Pa”! 
à 20 °C. Cela signifie qu'il faut augmenter la pression de 227 bars pour 
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1: Nous verrons plus tard qu'il existe 
des milieux qui présentent un compor- 
tement fluide lorsqu'on les observe 
sur de longues échelles de temps alors 
qu'ils ont un comportement élastique 
voire plastique sur de petites échelles 
de temps. 


2 : Certains systèmes présentent un 
ordre à longue portée suivant une 
seule direction. Ils ont alors un carac- 
têre cristallin selon cette direction et 
fluide selon les autres. On les désigne 
par le terme cristaux liquides. 


FIG. 11 : Les trois états de la matière 


AT = 10K 


A 
lAel _ 5,2% 
p 


Ap = 1 bar Êel = 0,02% 
p 


TAB. 11 : Eau liquide à 25°C, 1 atm. 
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AT=10Kk ll _ 3% 
p 
A 
Ap=1bar ll 100% 
p 


TAB. 1.2 : Vapeur d'eau à 100°C, 1 atm. 


voir la masse volumique augmenter de 1%. Les liquides ont égale- 
ment un coefficient de dilatation très faible. 


Le gaz - Dans un gaz, les particules interagissent peu, l'énergie est 
avant tout cinétique. Les distances inter-atomiques sont grandes ce 
qui explique qu'à l'inverse des liquides, les gaz sont très compres- 
sibles. Pour un gaz, dans les conditions de pression et de température 
raisonnables et loin de tout point critique, le modèle du gaz parfait 
est tout à fait suffisant. 


Approximation courantes 


> Cas des liquides : p & constante 
> Cas des gaz : modèle du Gaz Parfait 
P 


M 
pV=nRT = PAU R = 8,315J.K !.mol:! 


Le modèle continu 


Plusieurs approches sont possibles pour décrire un fluide : 


* L'approche «Dynamique Moléculaire» : On peut chercher le 
comportement de N molécules en résolvant de façon numèé- 
rique les équations de la mécanique du point appliquées aux 
N corps. Bien entendu, la limitation des ordinateurs, impose N 
petit. À l'heure actuelle Le record est de l'ordre de 100 milliards 
d'atomes. 

L'approche « milieu continu » : Lorsque le libre parcours moyen 
£ est très petit devant l'échelle macroscopique, on choisit de 
décrire le fluide à une échelle intermédiaire entre l'échelle ato- 
mique et macroscopique : l'échelle mésoscopique. 

L'approche statistique : Lorsque le libre parcours moyen des 
molécules est du même ordre de grandeur que l'échelle macro- 
scopique on utilise les équations de physique statistique (équa- 
tion de Boltzmann) pour décrire le fluide. 


Y 


Y 


La mécanique des fluides repose sur la deuxième approche. En effet, 
dans les situations courantes on peut, en général, distinguer trois 
échelles : 


1. l'échelle macroscopique L. Par exemple L est le diamètre du 
tuyau quand on étudie l'écoulement dans un tuyau. 

2. l'échelle des collisions £ « L. £ est le libre parcours moyen, 
c'est-à-dire la distance moyenne parcourue par une molécule 
entre deux collisions successives. À cette échelle, les grandeurs 
varient de façon discontinue et imprévisible. 

3. l'échelle mésoscopique a telle que £ & a & L. À cette échelle, 
les fluctuations sont lissées de sorte que l'on peut définir des 
grandeurs locales continues. 


Particule de fluide - On choisit alors comme échelle d'observation, 
l'échelle mésoscopique. On considère, autour d'un point M, un vo- 
lume mésoscopique ôr. Typiquement un volume de 1 ms convient. 
Ce volume contient un grand nombre de particules ce qui permet de 
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L>ax>£ 


F1G. 1.2 : Les trois échelles. 


définir des grandeurs moyennes locales qui, elles, vont évoluer de 
façon continue : la masse volumique locale p(M,t), la vitesse locale 
ü(M,t). On donne à ce «sac de molécules » Le nom de particule de Remarque: la vitesse v en mécanique 


fluide qu'il ne faut pas confondre avec la notion de molécule. des fluides désigne la norme du vec- 
teur vitesse d'une particule de fluide. 


En conséquence on peut avoir u(M) = 


Conditions de validité du modèle 0 bien que la vitesse moyenne d'une 
molécule soit non nulle : 

Un milieu peut être considéré continu si Le libre parcours moyen il 

{ des molécules est petit devant la taille caractéristique Z du sys- k L 


tème étudié. On définit Le nombre de Knudsen 


{ 
ke = 
nTL< 
Lorsque X,, n'est pas petit devant 1, le modèle continu n’est plus 
adapté. 


Par exemple, dans la haute atmosphère, à l'altitude de 100 km, on a 
£ & 0,3 m. Pour calculer l'écoulement autour d’un véhicule spatial 
à cette altitude, le modèle continu ne conviendra pas. 


1.2 Description d’un fluide en écoulement 


Deux approches différentes existent. Le point de vue de Lagrange 
consiste à s'intéresser à la trajectoire des particules de fluide. Celle 
d'Euler se concentre sur l'évolution des propriétés du fluide en diffé- 
rents points et au cours du temps. 


Ligne d'écoulement 


Adoptons l'approche d’Euler et supposons que l'on connaisse à chaque 
instant t le vecteur vitesse d'une particule de fluide située en M. Le 
vecteur vitesse ü(M,t) désigne alors un champ vectoriel. \ 


ligne d'écoulement 


M UNS 


Notion de ligne d'écoulement - Par définition, une ligne de courant AURON 
ou ligne d'écoulement, est une ligne de champ du vecteur vitesse, 

c'est-à-dire une courbe € telle qu'à un instant t fixé, pour tout point À 

M € €, ü(M,t) est tangente à © en M. Lorsque le champ de vitesse 

ne dépend pas du temps, les lignes d'écoulement n'évoluent pas au À 


cours du temps : on dit que le régime d'écoulement est stationnaire 
ou permanent. 


LL LS LS = — 


FIG. 1.3 : Ligne d'écoulement. 
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Pour un problème à deux dimensions, l'équation f(x,y) = 0 d'une 
ligne d'écoulement s'obtient en résolvant l'équation différentielle 


d T, À 
— vert) avec t fixe 


o) 
de v,(r,yt) 


Exercice - On considère un écoulement bidimensionnel dont le champ de 
vitesse s'écrit : 


ü(M,t)=—kru,; +kyu, avec k=C® 


» Le régime est-il permanent ? 
> Quelle est l'équation des lignes d'écoulement ? 
> La vitesse est-elle constante le long d'une ligne de courant? 


Visualisation des lignes d'écoulement - On utilise des particules ré- 
fléchissantes que l'on photographie avec un court temps de pose. On 
a accés ainsi à des segments brillants qui donnent le sens de la vi- 
tesse en différents points ce qui permet de reconstituer la carte du 
champ de vitesse. 


Notion de trajectoire 


Dans la description de Lagrange, on s'intéresse à l'histoire de chaque 
particule de fluide. Considérons une particule de fluide ? située en 
(x(t), y(t), z(t)) à l'instant t. Par définition la trajectoire est La courbe 
paramétrique € d'équation 


æ(t = v(r(t),y(t),2(6),t) 
C«<y(t) tel que g— v,(r(t),y(t),2(6),t) 
z(t) = v,(x(t),y(t),2(t),t) 


La trajectoire retrace l'histoire d’une particule alors que la ligne d'écou- 
lement est un «instantanée» du champ de vitesse. De ce fait, ces 
deux notions sont différentes. Par contre, lorsque que le régime d'écou- 
lement est stationnaire, une particule suit nécessairement la ligne 
d'écoulement sur laquelle elle se trouve puisque celle-ci est fixe. 


À retenir 


En régime permanent, les trajectoires tracent les lignes d'écoule- 
ment. 


Visualisation d'une trajectoire - On utilise des traceurs (colorants ou 
fumées) et l'on prend une photo avec un long temps de pose. 


Dérivée particulaire 


Considérons une grandeur physique locale G(M,t) attachée à une 
particule de fluide située en M à l'instant t. On peut penser à la tem- 
pérature, la pression, la densité etc. Cherchons à calculer le taux de 


1.2 Description d'un fluide en écoulement 


variation de cette grandeur lorsque l'on suit la particule. On appelle 
cette grandeur la dérivée particulaire et on La note 2€. 


DG … Ga +uôt,y + au ôt,z + uôt,t+ Ôt) — Gr, y, z,t) 

— = lim 

Dé ôt—0 Ôt 
: G(x,y,2,t) + va Et vy Se ôt v, ot 2e 6t G(x,y,2,t) 
: ôt 


ce qui donne la formule que l'on retiendra : 


Accélération d’une particule 


Calculons l'accélération d'une particule de fluide à partir du champ 
de vitesse eulérien v(M,t). l'accélération est Le taux de variation du 
champ de vitesse en suivant une particule de fluide. On a donc: 


. Dv, | Due | Dv, 
Dé * Dé Dt * 
ce qui donne 
a, = me _ + Vu, 
ay = = _ + (Vu, 
a, = me - de CAUTA 


,  Dü Ov SEEN 
d= = +(8V)s O (1.2) 


Le premier terme est lié au caractère non permanent de l'écoulement 
alors que le second au fait que la particule, en se déplaçant, visite des 
endroits où la vitesse change. On l'appelle Le terme convectif. 


Exercice - On considère un écoulement bidimensionnel dont le champ de 
vitesse est de la forme : 


ü(M,t)=—kxu, +kyuy; avec k=C'* 


Soit P une particule de fluide située en x = 1 et y = 1 à l'instant 4,,. Cal- 
culer la vitesse scalaire, Le vecteur accélération de P ainsi que le rayon de 
courbure de sa trajectoire à l'instant #,. 
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FIG. 1.4 : Calcul du débit massique. 


Remarque : le débit volumique Q,, me- 
sure le volume de fluide qui traverse la 
surface (S) par unité de temps (unité : 
m.s"l): 


1 dm 
Q = fl nf] dids 
F Mets) 2 dé MECS) 


(S) surface fermée 


FIG. 1.5 : Calcul du débit massique sor- 
tant d'une surface fermée. 


1.3 Conservation de la masse 


Vecteur densité de courant de masse 


Un écoulement est un phénomène de transport puisqu'il s'agit d’un 
transfert de masse. C'est pourquoi il est naturel d'introduire la notion 
de vecteur densité de courant de masse. 


Pour cela, cherchons à exprimer la masse qui traverse une section 
(S) Lors d’un écoulement. Considérons une section infinitésimale dS 
autour d'un point M et calculons la masse d°m de fluide traversant 
dS pendant dt. Cette masse se trouve dans le prisme de base dS et 
de génératrice # dé. On a donc 


d°m = p(M, t)ü(M,t) -ñ dt dS 


où à est le vecteur normal à la section dS. En sommant toutes les 
contributions on obtient 


de CL, renom rs) dé 


On en déduit le flux de matière ou débit massique 
= cu ee p(M,t}d(M,t)-7idS en kg/s 
ME(S 


Le débit massique est donc, au sens mathématique, le flux du vecteur 
Jmn = PV: 


On =]. 7 -ñdS où J,(M,t) = p(M,t) ü(M, t) 
ME(S 


Le vecteur J, désigne le vecteur densité de courant de masse. 


Équation de continuité 


Établissons la première équation fondamentale de la mécanique des 
fluides. Il s'agit d'une contrainte imposée à #(M,t) et p(M,t) qui re- 
pose sur une loi de conservation, celle de la masse. 


Prenons un volume de contrôle fixe (V) dans un fluide, délimité par 
une surface fictive (S). Soit m(t) la masse contenue à l'intérieur de la 
surface fermée à l'instant #. Par définition de la masse volumique, 


_ fl rom dr 


Cette masse varie à cause du flux de matière à travers (S) : 


——ext 
= — I pt - dS 
MES) 
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ext 
où dS est dirigé vers l'extérieur de la surface fermée (S) ce qui 
explique l'origine du signe - devant l'intégrale. Or, on a également 


ne, M 


Théorème de Green-Ostrogradsky ou théorème de la divergence 


Le flux d’un champ vectoriel A(M) à travers une surface fermée 
(S) est égal à l'intégrale sur Le volume V limité par (S) de la diver- 
gence du champ vectoriel. 


Î AIM). 45 = Il divA(M) dr avec divA=V.A 
ME(S) MEV 


D'après Le théorème de la divergence on obtient : 


IL. [aivtoë) si | 0 


d'où l'équation de conservation de la masse, dite aussi équation de 
continuité 


| div(pü) + = —=0 partout et à chaque instant © (13) 


1.4 Caractéristiques d’un écoulement 


Interprétation de la divergence de la vitesse 


La quantité divé prend une signification bien précise en mécanique 
des fluides. Partons de la relation 


div(f.A) = fdivA + Agradf 


Appliqué au vecteur densité de courant de matière J}, — pü cela 
donne 
div(pô) = pdivü + ü.gradp 


En utilisant l'équation de continuité on obtient 


0p  — —. 
pr + ü.gradp = —pdivi 


On reconnaît dans le terme de gauche, la dérivée particulaire de p. 


Si l'on note ôm et 67 la masse et le volume d'une particule de fluide 
en mouvement on peut écrire 
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_1Dp _  1D(ôm/ôT) _ ôm Dôr _ 1 Dôr 
pDt p Dé  pôr? Dt  ôr Dt 


Finalement, on obtient 


La divergence de la vitesse d'écoulement représente ainsi la vitesse 
de dilatation de la particule de fluide. 


Exemple 1 : écoulement unidimensionnel uniforme - Considérons 
l'écoulement décrit par le champ de vitesse 


d(Mt)=vu, avec v=cC® 


Les lignes de courant sont des droites parallèles et l'écoulement est à 
divergence nulle. Les particules de fluide se déplacent sans se dilater 
comme le montre la FIG. 1.6. 


FIG. 1.6 : Particule de fluide dans un écoulement uniforme, capturé à différents instants. 
simulation en ligne 


Exemple 2 : écoulement radial - Considérons l'écoulement décrit en 
coordonnées polaires par le champ de vitesse 


d(M,t)=uvuu, avec v=cCt® 


Les lignes de courant sont des droites issues de O et les particules 
de fluide se déplacent en se dilatant comme le montre la FIG. 17, ce 
qui prouve que l'écoulement est à divergence positive. 


MEN 


FIG. 1.7 : Particule de fluide dans un écoulement radial, capturé à différents instants. 
simulation en ligne 
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Ecoulement incompressible 
Définition 
Un fluide est en écoulement incompressible quand les particules 
de fluide ont un volume qui reste constant au cours de l'écou- 
lement. Elles se déforment donc sans variation de masse volu- 
mique : 
Dp 
= 
Dé 


Par conséquent, d'après la relation (1.4), un fluide en écoulement in- 
compressible vérifie la relation 


divÿô=0 & Îf 5-25 -0 
(S) 


la vitesse est à flux conservatif. 


Tube de courant - Toutes les lignes de courant qui s'appuient sur 
une courbe € fermée constituent un tube de courant. Dans ce cas, la 
conservation du flux de vitesse s'exprime par 


| 5. = j] 5-dS, soit Qui = Qv 
(S:) (S2) 


Le débit volumique se conserve Le Long d’un tube de courant. Si l'on 
définit la vitesse moyenne dans Le section S par: 


_ def Qv 
Lee O (1.5) 


On obtient 
D191 = 292 


Autrement dit, dans un tube de courant, le resserrement des lignes 
de courant provoque une augmentation de la vitesse moyenne. 


Interprétation du rotationnel de la vitesse 


Exemple - Commençons par l'étude de l'exemple suivant. Soit un 
écoulement bidimensionnel dont le champ de vitesse s'écrit 


d(M,t)=-kyu;+kæœu, avec k= ct 


1. Tout d'abord, on constate que div ü = Lu + Le = (. L'écou- 
lement est donc incompressible. 
2. Le rotationnel de la vitesse vaut 
RE — O(k O(—-k 
rotë = V'AÏ— ( se) = 20 Dju-ux 
Ox y 


3. Plaçons une particule carrée d'arête 2a en ©. Quel est son mou- 
vement? La FIG. 19 montre que les sommets sont animés d'une 
vitesse orthoradiale de sorte que la particule tourne autour de 


(S2) 


FIG. 1.8 : Tube de courant. 


9 
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O. La vitesse d’un sommet vaut v = V2ka d'où une vitesse an- 
gulaire de rotation w = k. 


FIG. 1.9 : Particule de fluide dans un écoulement rotationnel, capturé à différents instants (Simulation ©J.Roussel) 
simulation en ligne 


Vecteur tourbillon - L'exemple précédent montre que pour un écou- 
lement rotationnel, les particules de fluide tournent à une vitesse 
angulaire égal à la moitié de la valeur du rotationnel. De manière 
générale, on définit Le vecteur tourbillon 


ol 
Q — "0 


Lorsque Q £ 0, l'écoulement est tourbillonnaire ce qui se traduit par 
l'existence d'un mouvement de rotation des particules lors de l'écou- 
lement. 


Ecoulement potentiel - Lorsque Q = 6, Le champ de vitesse est né- 
cessairement un gradient. 


— 


rou—=0 = d=Ve 


où v(M,t) désigne le potentiel des vitesses. Dans ce cas on parle 
d'écoulement irrotationnel ou potentiel. 


——__—— 


— 
a 


FIG. 110 : Quelques écoulement réels. À gauche, écoulement d'un fluide à la vitesse d’un millimètre par seconde autour d'un 
obstacle cylindrique. l'écoulement est permanent, incompressible et irrotationnel caractérisé par l'équation Ag = 0. À droite, 
allée tourbillonnaire de Von Karman produit par un écoulement suffisamment rapide autour d'un obstacle cylindrique. 


DYNAMIQUE DES FLUIDES 
PARFAITS 


La dynamique des fluides relie l'écoulement d'un fluide aux actions 
qui lui sont appliquées. Ce cours se limite aux écoulements pour les- 
quels les couches de fluide glissent les unes sur les autres sans dissi- 
pation de chaleur. On parle alors de fluide parfait. On détaille particu- 
lièrement Le cas des fluides au repos ainsi que celui des écoulements 
incompressibles et stationnaire. 


Version en ligne 


https://femto-physique.fr/mecanique_des_fluides/ 
fluides-parfaits.php 


21 Bilan des forces 


Au sein d'un fluide parfait, on distingue deux types de forces : 


> Les forces dont l'origine est extérieure au fluide comme la pe- 
santeur:; 

> Les forces de contact entre particules de fluide que l'on appelle 
forces internes. 


Forces extérieures 


Nous appelons forces extérieures les actions à distance qui agissent 
sur toutes les molécules du fluide de sorte qu'elles sont proportion- 
nelles au volume de fluide considéré. Pour une particule de fluide de 
volume dr, la force extérieure se met sous la forme: 


drext _ et dr 
IN] = [Nm *] [m 


La quantité f,°*t s'appelle force volumique extérieure. La résultante 
des forces extérieures sur un volume (V) se calcule ainsi : 


Fe —= I] Fa dr 
ME(V) 


La pesanteur - Pour un fluide plongé dans un champ de pesanteur, 
onadF,,4 = dmg = pg'dr d'où 


A = 0ÿ | © 


La force électromagnétique - Pour un plasma baignant dans un champ 
électromagnétique on a 


(21) 


| At=n(E+5A8) | © (22) 
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Fluide 


FIG. 21 : Notion de force pressante. 


1: Blaise Pascal (1623-1662) : Ma 
maticien, physicien et philosophe 
çais, né à Clermont-Ferrand. Pa 
contribua au développement des 


thé- 


ran- 
scal 
ma- 


thématiques (probabilités, invention 


du premier calculateur) de la phi 


OSO- 


phie («Les pensées») et de l'hydrau- 
lique (principe de Pascal). Il met fin au 


dogme aristotélicien selon leque 


«la 


nature a horreur du vide» . En effet, il 


montre, avec la collaboration de 


son 


beau frère Perrier, que l'ascension du 


mercure dans l'expérience de Tor 


celli 


est due à la pression atmosphérique. 
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où p, désigne la densité volumique de charges. 


Les forces d'inertie - Si Le référentiel d'étude n’est pas galiléen, il faut 
tenir compte des forces d'inertie. Une masse dm de fluide subit une 


force d'inertie 
dFXt = -dma; — 2dmQ A d 


d'où 


_—_xt 


RO =-pa +248 |© (23) 


Forces de pression 


Dans un fluide au repos, une particule de fluide est soumise de la 
part du fluide environnant à des actions dites internes au fluide. On 
admettra que : 


+ Ces forces sont proportionnelles à la surface sur laquelle elles 


s'exercent. En effet, microscopiquement, les actions inter-moléculaires 


sont de très courte portée (collision ou interaction de Van Der 
Walls) de sorte qu'elles concernent uniquement les molécules 
à la surface de la particule de fluide. 

> Ces forces sont orientées perpendiculairement à la surface sur 
laquelle elles s'exercent. 

> Le coefficient de proportionnalité s'appelle la pression. 


Mathématiquement, on écrira 


in Er Ert 
dE = -p{M)dS 
IN] = (Nmim 


—— ext 
où dS' représente le vecteur élément de surface dirigé vers l'exté- 
rieur de la particule de fluide par convention. 


Unités - Dans le Système International d'Unités, la pression s'exprime 
en pascal (symbole Pa), en hommage à Blaise Pascal! 


(25) 


1Pa=iNm? © 


Exercice - À quelle masse répartie sur 1 cm? correspond 1 bar si l'on prend 
g=10m.s ?? 


Rép. 1 Kg. 


ILexiste également d'autres unités encore très utilisées (TAB. 21). 


Force volumique pressante 


Dans un fluide parfait, les forces internes sont normales : elles se 
résument aux forces de pression. Insistons sur Le fait que les forces 
de pression sont des actions de contact (interactions de courte por- 
tée) et donc surfaciques. Ceci étant dit, montrons que la résultante 
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des forces de pression sur une particule de fluide peut s'exprimer à 
l'aide d’une force volumique. 


Dans un fluide, délimitons un volume (V) à l’aide d'une surface fer- 
mée ($) et calculons la résultante des forces de pression qu'exerce 
le fluide extérieur sur ce volume. En un point M de la surface (S), la 
force de pression vaut 


F= || —p(M) ds 
ME(S) 


Munissons nous d'un repère cartésien et exprimons la force suivant 


l'axe OX : 
= Î _p(M)Z, : de 
ME(S) 


Le théorème de Green-Ostrogradsky donne alors : 


Ainsi la résultante des forces de pression s'écrit : 


F- |] (2. + Pa + Pa) dr = /]] =Vp(M) dr 
Me(V) 0x dy oz Me(V) 


(2.6) 
On peut donc définir une force volumique FA associée à la résultante 
des forces de pression: 


(27) 


fs = —Vp(M) | © 


Cette formule signifie que lorsque la pression est uniforme, la ré- 
sultante des forces de pression sur un volume de fluide est nulle. 
Lorsque la pression n'est pas uniforme, la résultante des forces de 
pression sur une particule de fluide est opposée au gradient de pres- 
sion c'est-à-dire orientée vers les valeurs décroissantes de pression : 
La force de pression tend donc à déplacer les particules de fluide 
vers les basses pressions. 


l'équation (27) signifie aussi que la résultante des forces de pression 
est conservative. On peut définir une énergie potentielle volumique de 
pression e, = p. 


2.2 Relation fondamentale de la dynamique 
des fluides parfaits 


Équation d’Euler 


Supposons un fluide parfait en écoulement dans un référentiel gali- 
léen?.Appliquons le Principe Fondamentale de la Dynamique à chaque 
particule de fluide : 


Unités Équivalence 
en pascal 

1 bar 105 Pa 

1 atmosphère 1,013 - 10° Pa 

Ttorr =1mmHg 133,3 Pa 


Pressions rencontrées dans la Nature 


Centre du Soleil 1016 Pa 
Centre de la Terre 1011 Pa 
Record Haute pression en  1,5:1010 Pa 
labo 

Abysse des océans 108 Pa 
Talons aiguilles 107 Pa 
Atmosphère de la terre 105 Pa 
Trompe à eau 1000 Pa 
Ultra vide en labo 10712 Pa 


TAB. 21 : Autres unités de pression cou- 
ramment utilisées et quelques ordres 
de grandeur. 


2: Sile référentiel n'est pas galiléen, il 
suffit d'ajouter dans le bilan des forces, 
les forces volumiques d'inertie. 
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3: condition valable quand on néglige 
les effets de tension superficielle. 


> Système d'étude : une particule de fluide située en M à l'instant 
t de masse dm = p(M,t) dr 
- Bilan des forces : 


dF = ft dr + f,dr — (A — Vp(M,t)) dr 


+ 2nde loi de Newton dm = dF d'où l'équation d'Euler 


| p(M,t) [a + (6-9) 5] = -Votm,9 +7 Q (28) 


Résolution de l'équation d’Euler 


l'équation d'Euler est une équation aux dérivées partielles du pre- 
mier ordre. On remarque qu'elle est non linéaire à cause de la pré- 
sence du terme convectif (ä.V)ÿ; c'est ce qui rend Les problèmes de 
mécanique des fluides mathématiquement redoutables... 


Regardons si nous disposons d'assez d'équations pour traiter un pro- 
blème de mécanique des fluides parfaits. 


Le fluide est incompressible - Dans ce cas la masse volumique est 
fixée. Le problème présente donc 4 inconnues scalaires : le champ de 
pression p(M,t) et le champ de vitesse ü(M, t) (3 composantes). Il faut 
donc 4 équations scalaires! l'équation d'Euler n'en donne que 3. La 
quatrième est donnée par l'équation de continuité divü = 0 


Le fluide est compressible - La masse volumique peut varier sous 
l'effet de la pression mais aussi sous l'effet de la chaleur. En géné- 
ral le fluide possède une équation d'état locale p(p, T'). Le problème 
présente donc 6 inconnues scalaires : le champ de pression p(M,t), 
les trois composantes du champ de vitesse ü(M,t), la masse volu- 
mique p(M,t) et la température T(M,t). Il faut donc 6 équations sca- 
laires. l'équation d'Euler en donne 3, la quatrième est donnée par 
l'équation de continuité div(pü) + de — 0, la cinquième par l'équa- 
tion d'état du fluide p(p,T) et la dernière par Le premier principe de 
la thermodynamique. Dans ce cas une bonne modélisation des trans- 
ferts thermiques est nécessaire ce qui rend le problème très ardu. Par 
exemple, étudier une étoile ou la combustion d'une flamme nécessite 
ces 6 équations et surtout de gros ordinateurs... 


l'équation d’Euler et de continuité sont des équations différentielles 
du premier ordre; leur intégration va donc produire une constante 
d'intégration par variable. On déterminera ces constantes d'intégra- 
tion par les conditions aux interfaces (fluide1/fluide2 ou fluide/so- 
lide). 


Conditions aux limites d’un fluide parfait 


+ Condition sur ü(M,t) : à la traversée d'une interface, la com- 
posante normale de la vitesse est continue. 

+ Condition sur p(M, t) : la pression est continue à la traversée 
d'une interface fluide-fluide? 
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2.3 Statique des fluides 


La statique des fluides étudie Les fluides au repos. Il existe alors un 
référentiel dans lequel ä(M,t) — Ü partout et à chaque instant. Dans 
ce référentiel, l'équation d'Euler devient 


FR Vp = Ù (29) 


Traitons quelques situations particulières. 


Liquide dans un champ de pesanteur 


Considérons un liquide au repos dans le champ de pesanteur. 


> Supposons le liquide incompressible —  p— ct 
+ Seule la pesanteur agit sur le fluide = ft = pG 
+ En projetant l'équation de la statique ( axe z descendant!) on 


obtient 5 à à 
2 2 (2 
—=0 ——=0 et — — 210 
Ox Oy Oz ré G:10) 
La pression ne dépend donc que de z. 
> Finalement, en intégrant la dernière relation 
dp 
d —?9 + p)=rt+pgz | © (211) 


La pression augmente linéairement avec la profondeur. Le terme 
pgz représente la pression due au poids de la colonne de li- 
quide qui surplombe un point à la profondeur z. 


Exercice - De quelle profondeur faut-il s'enfoncer dans l'océan pour voir la 


pression augmenter de 1 bar si l'on prend g =9,8m.s 7? 
Rép. pgh=10 = hæ 0 —10,2m 
Conséquences - 


> Les isobares sont horizontales, par conséquent la surface libre 


(isobare p = px) aussi. _. nee 
Mesure absolue de pression à l'aide du baromètre à mercure +: “l°ve de Galilée, il découvre en 1644 
> P le principe du baromètre à mercure. 


inventé par Evangelista Torricelli* (FIG. 2.2). On a Le 19 septembre 1648, le beau-frère de 
Blaise Pascal, Florin Périer, montre que 


Patm = Pghk —  Latm = 1,01325.105 Pa — h = 760 mm de Hg la hauteur du mercure dans le baro- 
mêtre de Torricelli ne dépend que de 


la pression atmosphérique. Il obtient à 
Clermont Ferrand (460m) h = 71,2 cm 
et sur Le Puy de Dôme (1464m) h — 


Avant 1954, 1 atmosphère correspondait à une hauteur de mercure 62,7 cm de mercure. 
de 76 cm pris à 0°C en un lieu de champ de pesanteur standard 

g = 9, 806650 m.s ? ce qui donnait pm = 1,013249.105 Pa. À l'heure 

actuelle on a 1 atm = 1,013 25 x 10° Pa par définition. 


- Mesure relative de pression à l’aide d'un manomèêtre à liquide 
en U (FIG. 2.2) : Ap = pgh. 
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Vide Atmosphère à la 
A pression Patm 


Gaz sous 
pression 


P > Patm 


Hgiiq 


Liquide 


FIG. 2.2 : Mesures absolue et relative de pression. À gauche, expérience de Torricelli (1644). À droite, Manomètre à liquide. 


Gaz dans un champ de pesanteur 


Les gaz étant compressibles, il faut utiliser l'équation d'état ainsi que 
les principes de la thermodynamique pour résoudre le problème. 


Modèle d'atmosphère isotherme - Considérons un gaz isotherme 
(T = T,) en équilibre dans Le champ de pesanteur terrestre. Ll'équa- 
tion d'état du gaz parfait donne : 


_ Mp 
T6 


En prenant l'axe z ascendant, l'équation (210) devient 


équation différentielle linéaire d'ordre 1 dont la solution s'écrit 
plz) =poe # avec H= © (212) 
où », est la pression en z = 0. La pression, comme la masse volu- 


mique ou la densité de particules, décroît exponentiellement avec 
l'altitude z : c'est la loi de nivellement barométrique. La quantité H 


p représente une distance caractéristique. Plus de 99% du gaz se re- 
Po trouve sous l'altitude z = 5 H. 
Si l'altitude est petite devant Æ, la Loi (212) donne 
%Po | Ô Ô Ô 
37%Po ps t# = PB À _10-4 pour z=1m 
p H p 
5%po | Æ, : Aoli 
H 3H En conclusion, on peut négliger la pesanteur dans un gaz sur une 


FIG. 2.3 : Nivellement barométrique : échelle de quelques mètres. 

décroissance exponentielle de la pres- 

sion avec l'altitude. 
Exercice - On considère que la troposphère et la stratosphère forment une 
atmosphère de température moyenne T, = 250 K. Quelle est la hauteur 


correspondant à 99% d'atmosphère en masse ? 


Rép. z = 4,6H = 34km. 


Liquide en rotation 


Un flacon cylindrique ouvert, contient un liquide de masse volumique 


p. On fait tourner le flacon autour de son axe à la vitesse angulaire w. 
Ce liquide n'est donc pas au repos dans le référentiel du laboratoire. 


Cependant, après un régime transitoire qui dépend de la viscosité du 
liquide, celui-ci tourne de façon solide à la même vitesse angulaire 
que le cylindre. Ainsi, dans le référentiel lié au cylindre, Le liquide est 
au repos. On raisonnera donc dans ce référentiel tournant (noté Æ&’) 
munis d'un système de coordonnées cylindriques. 


Bilan des forces - Le référentiel n'étant pas galiléen, il faut tenir 
compte des forces d'inertie : 


+ Tout d'abord, la force de Coriolis f,/ = —2püAü(M/R') est nulle 
car, G(M/R') = 0. 


* La force d'entraînement (ou force centrifuge) vaut f,, = pru?u;. 


- La force volumique de pesanteur vaut f, = pÿ 
l'équation de la statique des fluides (2.9) donne donc 


pra, + pÿ — Vp = Ü 


ce qui donne 
’P = pr? — p—=1/2pu?r? + f(2) 
: 
Op 
où = À t 
CJ ES Op ; e 
a — pg et Se =f()= f( =-pg2+0 


Finalement la pression dépend de La distance à l'axe r et de z: 


pr?w? 


— pgz+C 


La surface libre étant une surface isobare, elle obéit à l'équation 


22 
2 = 20 + 2g 
La surface libre adopte une forme parabolique d'axe de révolution 
(O2). 


Poussée d'Archimède 


Imaginons un solide cubique d'arête a immergé dans un liquide au 
repos et calculons la résultante des forces de pression II. 


- Tout d'abord, la pression ne dépend que de la profondeur p(z) = 
Po +Pg2Z; 

> Par symétrie, Les forces de pression horizontales se compensent, 
contrairement aux forces verticales du fait de la variation de 
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FIG. 2.4 : Cylindre en rotation. 


Télescope à miroir liquide 


Des équipes de l'Université Laval, 
de l'University of British Columbia 
et de l'Institut d'astrophysique de 
Paris, ont mis au point un téles- 
cope Nommé Large Zénith Téles- 
cope (LZT) dont le miroir primaire 
fait 6 mêtres de diamètre. Contrai- 
rement aux télescopes conven- 
tionnels dont le miroir est fait de 
verre, le LZT a un miroir fait de 
liquide réfléchissant, du mercure 
plus précisément qui adopte une 
surface parabolique puisque mis 
en rotation dans une cuve. Le mi- 
roir parabolique obtenu permet de 
faire l'image d'une étoile au foyer 
de la parabole avec précision. Sa 
focale vaut 

9 

7) 

La principale limitation du LZT, 
et des autres miroirs liquides, 
est qu'on ne peut le pointer 
ailleurs qu'au zénith, sinon le li- 
quide s'échappe de la cuvette. 
Au-dessus du miroir, une étroite 
bande de ciel défile à la vitesse de 
la rotation terrestre. Un astre don- 
né met environ une minute à tra- 
verser Le champ de vision du téles- 
cope. 
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Liquide 


Position d'équilibre 


FIG. 2.5 : Calcul de la poussée d'Archi- 
mêde sur un cube. 


FIG. 2.6 : Cas d'un volume quelconque. 


pression avec la profondeur. Il est donc suivant Oz : 


Il = p(2) a°ü, En pt + a) a°ü, 
= —pgaft, 
l = —Maÿ 


où m, désigne la masse de liquide déplacé. 


On obtient donc une force ascendante égale au poids du volume de 
liquide déplacé. 


Ce résultat particulier se généralise sans difficulté. Si l'on considère 
un solide de volume V immergé dans un fluide quelconque au repos 
dans un champ de pesanteur, la résultante des forces de pression 


s'écrit 
II = Je —p(M) dsext = Î]| —Vpdr 
Me(S) Me(V) 


Or, à l'équilibre p ÿ = Vp(M) d'où 


nf] -nMgdr--mA5 
ME(V) 


Cette force, opposée à la pesanteur, s'appelle la poussée d’Archi- 
mêède. 


Théorème d’Archimède (250 av.J.C.) 


Tout corps immergé partiellement ou totalement dans un fluide 
subit de la part de celui-ci une poussée verticale, dirigée vers le 
haut, appelée poussée d’Archimède, dont l'intensité est égale au 
poids du fluide déplacé. Le point d'application de cette force est le 
centre de poussée: il est différent, en général, du centre de gravité. 


Applications - Flottaison des bateaux; ascension des ballons sondes; 
courants de convection etc. 


2.4 Écoulements permanents et 
incompressibles 


Théorème de Bernoulli 


Ce théorème énoncé en premier par Daniel Bernoulli, est une équa- 
tion intégrale de l'équation d'Euler qui exprime la conservation de 
l'énergie. 

Hypothèses - Le théorème de Bernoulli dans sa formulation clas- 
sique ne s'applique qu'aux écoulements stationnaires incompres- 
sibles et sans viscosité. On a donc 


> Fluide parfait : les champs de vitesse et de pression vérifient 
l'équation d’Euler. 

> Écoulement permanent : 5e — Ô. Les trajectoires s'identifient 
aux lignes de courant. 


2.4 Écoulements permanents et incompressibles | 19 


* Écoulement incompressible : Le long d'une trajectoire p reste 


constant. 
> De plus, nous supposerons que les forces volumiques extérieures 
dérivent d'une énergie potentielle f,°%* = —Ve,. Par exemple, 


dans le champ de pesanteur on a e, = pgz (axe ascendant). 


l'équation d'Euler devient donc 
p(5-V)5=-Vp+ pe 


or, Le terme convectif peut aussi s'écrire (cf. Chapitre A) 


d'où l'équation : 


Intégrons cette équation le long d'une ligne de courant entre deux 
points A et B: 


B 


Le premier terme est nul puisque dé || ü. In fine, 


+e, (4) = p(B) 4 D Le, (B) 


Théorème de Bernoulli (1738) 


Pour un écoulement incompressible et permanent d’un fluide par- 
fait, la quantité 

V2 
> 
le long d'une ligne de courant. Par exemple, dans le champ de 


pesanteur on obtient 


PC EC 


v? 
p+p +092 = C* 


Théorème de Bernoulli (1738) 


D'une ligne de courant à l'autre, c'est la valeur de la constante qui 
change. 


La conservation de la quantité p+p® + pgz exprime la conservation 
de l'énergie le long d'une ligne de courant 


> pe représente l'énergie cinétique volumique; 

> pgz l'énergie potentielle volumique de pesanteur; 

> et la pression P représente l'énergie potentielle volumique as- 
sociée aux forces de pression. 


= B_ DA à 
J'olrraqa--f v{rse+oe)ai- 4e +0 


FIG. 2.7 : Daniel Bernoulli (1700 - 1782) : 
médecin, physicien et mathématicien 
suisse. IL publia en 1738 son ouvrage 
Hydrodynamica dans lequel il expose 
le théorème fondamental de La méca- 
nique des fluides qui porte son nom. 
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FIG. 2.8 : Vidange d'un récipient. 


ES 


Formule de Torricelli 


Considérons un réservoir cylindrique rempli d'un liquide dans lequel 
on perce un orifice. La formule de Torricelli relie le débit d'écoulement 
avec la hauteur de liquide h. On fera les hypothèses suivantes : 


> La section S du cylindre est très grande devant la section de 
l'orifice : 5 & S; 

> On considère le liquide incompressible et parfait; 

> Enfin, on considère que l'écoulement est en régime stationnaire. 


On cherche à calculer la vitesse d'écoulement v à la sortie du trou. 
L'application du théorème de Bernoulli sur une ligne de courant donne: 


1 1 
Patm + 29h + PU" (A; &) = Datm + pv" (Bt) 


Or, la conservation de la masse donne v(A,t) S = v(B,t)s d'où v(A,t) 
v(B,t) car s & S. Finalement 


v(B,t) = 2gh(t) [formule de Torricelli] (213) 


On remarquera que la vitesse a la même expression que celle de la 
chute libre d’un point matériel dans le champ de pesanteur. Le débit 
volumique d'écoulement vaut donc : 


Qy = sv = s1/2gh(t) 
Pour connaître l'évolution de la hauteur d'eau, il faut relier v à A(t): 
dh Qy s 
2gh 
v(A;t) ds — 5V29 


L'intégration de cette équation donne un temps de vidange 


2h 
=, 5 Le Ro = h(t = 0) 
sŸ 9 


En pratique, le jet de sortie est contractée. La section effective de sortie 
est donc plus petite que la section de l'orifice. Si l'on veut tenir compte 
de ce phénomène il faut remplacer s par as où a est le coefficient de 
contraction. 


Effet Venturi 


Dans un tube horizontal de section S variable, l'écoulement d'un 
fluide en écoulement incompressible et permanent s'accompagne 
d'une dépression là où il y a rétrécissement : c'est l'effet Venturi. 


Explications - Le long d'un tube horizontal, d'après le théorème de 
Bernoulli on a 
pv? +p cte 
vS — ct 


2.4 Écoulements permanents et incompressibles | 21 


Ainsi, la conservation du débit impose une augmentation de vitesse 
au niveau de l'étranglement et la relation de Bernoulli impose alors 
une dépression au même niveau. 


Cet effet peut être mis à profit pour les applications suivantes : 


+ Mesure de débit où de vitesse: 

> Principe des trompes à eau montées sur les robinet des paillasses 
de chimie; 

- Douchette venturi produisant une économie d'eau; 

- Amélioration du tirage d'une cheminée, principe du carburateur, 
vaporisateur, etc. 


Exercice - Montrer que dans un tube de venturi, la dépression au nivea 
du rétrécissement est lié au débit par la relation Ap = K Q%, où K est un 
facteur géométrique. 


Rép. En appliquant la relation de Bernoulli entre un point situé au col d 
tube et un point loin du tube on obtient Ap = 1/2p(v?, — v?.). Dans le 
cas où l'écoulement est incompressible, Le débit volumique se conserve : 
Qvy = vole = xx OÙ À désigne l'aire de La section au niveau d 
col. Si l'on suppose un fort rétrécissement, on peut négliger v?, devant v? 
d'où 


P 


Ap=KQy avec K= 3 A? 


ol 


Tube de Pitot 


Le tube de Pitot permet la mesure de la vitesse d'écoulement d'un gaz 
subsonique (v & c,,,). On peut en effet Le considérer incompressible 
dans ce cas. On pratique dans un tube un orifice de prise de pression 
en À et en B. Le point À est un point d'arrêt car la vitesse est nulle 
(il n° y a pas d'écoulement dans l'orifice , c'est juste une prise de 
pression). Loin du tube de Pitot l'écoulement est supposé uniforme 
de vitesse v, et de pression p,.. En B la pression vaut p, car les lois 
de l'hydrostatique s'appliquent dans une direction perpendiculaire à 
un écoulement parallèle permanent incompressible. 


= 


En A (point d'arrêt), en utilisant la relation de Bernoulli, la pression 
vaut 


if 2 
PA = Po + 3 PUoo 


2Ap 
Vo = 4] — 
p 


avec Ap = p1 — p8 différence de pression mesurable à l'aide d'un 
manomêtre. 


En B, PB — Do: d'où 


FIG. 2.9 : Effet Venturi - By Gringotu- 
madre (Own work) [Public domain], via 
Wikimedia Commons 


FIG. 210 : Tube de Pitot. 
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Exercice - Un tube de Pitot dans un écoulement d'air mesure une différence 
de pression AP = 0,6 mbar. Quelle est la vitesse d'écoulement? 


Rép. 10 m/s. 


FLUIDES VISQUEUX 


Ce cours aborde l'étude des fluides réels, c'est-à-dire présentant de 
la viscosité. Nous voyons comment l'équation d’Euler et la relation 
de Bernoulli se transforment pour tenir compte des effets dissipatifs 
dans le fluide. On introduit également les notions de perte de charge 
et de coefficients aérodynamiques. 


Version en ligne 


https://femto-physique.fr/mecanique_des_fluides/ 
fluides-visqueux.php 


31 Notion de viscosité 


Nous avons vu au Chapitre 2 que dans un fluide parfait, la contrainte 
qui s'exerce sur une particule de fluide est toujours perpendiculaire 
aux parois de celle-ci. Dans un fluide réel en écoulement, la contrainte 
possède une composante tangentielle dite contrainte visqueuse. 


Fluides newtoniens 


Expérience de Couette - Considérons un fluide enfermé entre deux 
cylindres, l'un mobile, l'autre fixé via un fil de torsion. On constate 
que lorsque la cavité cylindrique extérieure est mise en rotation à 
la vitesse angulaire w, Le cylindre intérieur tourne d'un angle « par 
rapport à sa position d'équilibre. 


Analysons en détail le phénomène. 


1. La torsion du fil conduit à l'existence d'un couple dont Les forces 
de pression ne peuvent pas être responsables. On est donc obli- 
gé d'admettre l'existence d'efforts tangentiels. 

2. On observe que les particules de fluide adhèrent aux parois. Il 
existe donc un gradient de vitesse au sein de l'écoulement. 

3. Pour les fluides simples, l'angle « augmente proportionnelle- 
ment a w. Les efforts tangentiels augmentent donc proportion- 
nellement au gradient de vitesse. 


Interprétation - L'expérience montre que, lors de l'écoulement d'un 
fluide, la pression ne suffit pas à expliquer les phénomènes et qu'il 
convient d'introduire des forces tangentielles qui s'opposent au mou- 
vement du fluide. Ces forces, de type frottement, dues aux interac- 
tions entre molécules du fluide, sont appelées forces de viscosité. La 
contrainte (force par unité de surface) 5 qu'exerce une couche de 
fluide supérieure sur un élément de surface d'une couche de fluide 
inférieure, s'écrit : 


L dF _, 5 
1-9 — de — Ont +ost avec oc, = —p 
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_ Fil de torsion 


FIG. 31 : Expérience de Couette. 
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FIG. 3.2 : Contraintes internes dans le 


fluide. 


1: Jean-Louis Marie Poiseuille (1797- 
1869) fut élève de l'École Polytech- 
nique avant d'étudier la médecine. 
Les recherches de Poiseuille ont porté 
principalement sur l'hémodynamique, 
c'est-à-dire l'étude de la circulation 
sanguine et lui ont permis de dégager 
une loi sur l'écoulement des fluides 
visqueux dans des tubes capillaires. 


Liquide (20 °C) 


Viscosité (Pa.s) 


Eau 1,0.107% 
Huile d'olive 0,84 
Glycérine pure 1,5 
Mercure 1,5.107% 
Gaz Viscosité (Pa.s) 


Vapeur d'eau (20 °C) 


Air sec (20 °C) 
He (25 °C) 
N (25°C) 


TAB. 31 : Quelques valeurs de viscosité. 


9,7.1076 
18,2.10 6 
19,9.1076 
17,7.10 6 


Fluide newtonien - Entre deux couches successives de fluide en écou- 
lement unidimensionnel à la vitesse w, il existe des contraintes tan- 
gentielles à l'écoulement qui accélèrent la couche la plus lente et 
ralentissent la couche la plus rapide. Par définition d'un fluide new- 
tonien, les forces visqueuses sont proportionnelles à la différence de 
vitesse c'est-à-dire au gradient de vitesse. 


Ov 


Here m | Ÿ (31) 


oÙ Ov/OÜn désigne le gradient de vitesse dans la direction normale à 
la surface. De manière générale, la contrainte visqueuse varie comme 
la vitesse de cisaillement +. La constante de proportionnalité n est ca- 
ractéristique du fluide et désigne la viscosité dynamique du fluide. 


Mesure de viscosité 


L'analyse dimensionnelle de la relation (31) donne 


Bi [fl 
[n] = rar = 1% 


Ainsi, la viscosité est homogène à une pression x temps. On l'ex- 
prime indifféremment en pascal.seconde (Pa.s) ou en poiseuille (PL) 
en hommage à Jean-Louis Marie Poiseuillel. 


Le viscosimêtre est l'appareil de mesure de la viscosité. Différents 
types de viscosimètre existent suivant le type de fluide utilisé. Pour 
les liquides, on utilise essentiellement Le viscosimêtre de Couette ou 
le viscosimêtre à tube capillaire. 


Ordres de grandeur - Pour les liquides, la viscosité varie fortement 
avec la température (elle diminue lorsque la température augmente). 
Pour des liquides purs, elle suit une loi du type 


mo eb/T 


Quant aux gaz, leur viscosité est plus difficile à mesurer car beaucoup 
plus faible que celle des liquides. Sa détermination peut se faire à 
l'aide d'une: 


- mesure de vitesse (viscosimètre à bille roulante, viscosimètre à 
tube capillaire): 

+ mesure de fréquence de résonance d'une onde de cisaillement 
(viscosimètre à cristal piézo-électrique de torsion). 


Elle dépend peu de la pression et augmente légèrement avec la tem- 
pérature (à peu près comme VT). 


Fluides non newtoniens 


Le comportement newtonien (o = 7) s'observe : 


- dans tous les gaz; 


- dans les liquides simples constitués de petites molécules (l'eau 
par exemple): 

- dans les solutions contenant des ions ou molécules à symétrie 
sphérique. 


Cependant la rhéologie? montre qu'il existe des fluides pour lesquels 
la relation entre contrainte tangentielle et cisaillement est plus com- 
plexe. Certains fluides vérifient la relation 


y = (Ÿ)Y 


où (+) représente une viscosité apparente. Lorsque 7(+) diminue 

avec , Le fluide coule d'autant plus facilement qu'il est cisaillé. On 

parle alors de fluide rhéofluidifiant (sang, polymère fondu, etc.). Le 

comportement inverse est désigné par le terme rhéoépaississant (ami- 
don+eau). Il existe également des liquides, comme les peintures, qui 

ne coulent que si la contrainte dépasse un valeur seuil. 


n [Pas] 


4 Ë ! ! : 3 ! 
0.01 0.10 1.00 10.00 100.00 1000.00 10000.00 


ÿ [1/5] 


Comportement visco-élastique - Tout fluide se caractérise par un 
temps de relaxation viscoëlastique 7... Lorsque un fluide est soumis à 
une contrainte, on distingue trois types de comportement en fonction 
du temps d'observation t. 


» Sit< Tr, le fluide adopte un comportement élastique (défor- 
mation proportionnelle à la contrainte); 

» Sit > 7, le fluide adopte un comportement visqueux (vitesse 
de cisaillement proportionnelle à la contrainte o = 7); 

» Sit © T7, le comportement est alors plus complexe; il est dit 
visco-élastique. 


C'est pourquoi, du point de vue mécanique, la distinction entre un 
solide et un liquide est artificielle. Ce que l'on appelle communé- 
ment un liquide est un fluide de petit temps de relaxation (r,, = 1ns 
pour l'eau) et ce que l'on appelle un solide peut être vu comme un 
fluide de grand temps de relaxation (7, = 106 ans pour Le manteau 
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2 : Étude du comportement des 
fluides en écoulement 


FIG. 3.3 : Mesures de la viscosité de 
polysaccharides de différentes masses 
moléculaires en solution aqueuse à 
3% en masse. 
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Matériaux Te (S) 
eau (20 °C) 1ns 
verre à vitre (400 °C) 32 ans 
verre à vitre (20 °C) 1026— 10% 5 
bitume (—5 °C) 105 
bitume (40 °C) 1ms 


TAB. 3.2 : Quelques valeurs de temps 
de relaxation visco-élastique. 


<——5#} 


| e—— 
n 


FiG. 3.4 : Bilan des forces de viscosité 
sur un élément de fluide. 


de la croûte terrestre). 7. dépend fortement de la température ce 
qui confère à certains systèmes un comportement fluide ou solide 
suivant la température (bitume par exemple). 


Un exemple de fluide viscoëlastique est la pâte de silicone connue 
sous le nom de “silly-putty”. Une boule de “silly-putty” rebondit sur 
le sol comme une balle élastique (aux temps courts) mais s'étale 
comme un fluide visqueux (aux temps longs) si on la pose sur une 
surface horizontale. 


3.2 Dynamique d’un écoulement visqueux 


Lorsque le fluide est newtonien et incompressible, les équations de 
Newton appliquées à chaque particule de fluide prennent la forme 
des équations de Navier-Stokes. 


Bilan des forces 


Plaçons nous dans un référentiel galiléen et effectuons un bilan des 
forces sur une particule de fluide située en M à l'instant t, de masse 
dm = p(M,t) dr. En plus des forces de pression et des forces exté- 
rieures volumiques, il faut ajouter la résultante des forces visqueuses : 


dF= (ft Vp) dr+dr, 


L'expression de dF, est en général assez compliquée mais elle se 
simplifie dans le cas des fluides newtoniens et incompressibles. 


Cas d’un écoulement parallèle unidimensionnel - Calculons la résul- 
tante des forces visqueuses dans le cas particulier simple d'un écou- 
lement suivant (Ox) avec un gradient de vitesse suivant (Oy) : 
d = v(y)uz 
y) Le > —— 

On remarque ici que divü = 0. l'écoulement est donc bien incompres- 
sible. Dans ce cas, la résultante des forces visqueuses s'exerçant sur 
une particule de fluide, s'écrit : 


du du _, d°ü 
à (y + dy) à (y)| drdzu, LL 


dF,=1 


On voit apparaître une force volumique qui s'exprime comme le la- 
placien de la vitesse. Cette formule obtenue dans un cas particulier 
se généralise aux écoulements incompressibles des fluides newto- 
niens. On admettra que pour un fluide newtonien incompressible, la 
résultante des forces visqueuses s'écrit 


dF,=nAüdr | © (32) 


où À est l'opérateur laplacien (cf. Chapitre A). 


3.2 Dynamique d’un écoulement visqueux 


Équation de Navier-Stokes 


D'après la seconde loi de Newton appliquée à une particule de fluide, 


on a: 
Dü _ _ FES AE ! 
pdr Er =—Vpdr+ fxdr+dF, avec dF, = mAüdr 


En divisant par dr, on obtient l'équation de Navier-Stokes. 


Équation de Navier-Stokes 


Pour un fluide incompressible newtonien, la dynamique de l'écou- 
lement vérifie l'équation 


co A «7 ru + 
p Ë (0: vil = —Vp + fix + 7AŸ (33) 


IL s'agit donc d'une équation aux dérivées partielles du second ordre 
et non linéaire. Cette équation recèle encore quelques mystères qui 
résistent à la sagacité de nos meilleurs mathématiciens puisque l'existence 


et l'unicité d'une solution de l'équation de Navier-Stokes est l'un des 3 : Voir http://wuw.claymath. 
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7 problèmes du millénaire mis à prix $ 1 000 000 par l'Institut Clay*! org/millennium-problems/ 


navier-stokes-equation 
Conditions aux limites - l'équation de Navier-Stokes étant une équa- 
tion du second ordre, sa résolution introduit deux constantes d'inté- 
gration pour la pression p et pour la vitesse v. On les détermine en 
appliquant les conditions aux limites suivantes : 


> continuité de la vitesse à la traversée d'une interface: 
> continuité de la contrainte normale et donc de la pression; 
> continuité de la contrainte tangentielle. 


Le nombre de Reynolds 


La complexité provient essentiellement de la présence, dans l'équa- 
tion de Navier-Stokes, d'un terme non linéaire - le terme convectif- et 
d'un terme du second ordre - le terme de viscosité. Dans de nombreux 
cas, on peut négliger l'un des deux termes devant l'autre. On définit 
alors un facteur sans dimension, qui estime l'importance du terme 
convectif devant le terme de viscosité. On peut estimer l'ordre de 
grandeur du terme convectif et du terme visqueux à partir de l'échelle 
caractéristique D du problème, de la vitesse moyenne d'écoulement 
v, de la masse volumique 9 du fluide et de sa viscosité 7. 


2 
Il (ä-V) ü| & PS et [nAü] = 1 


D'où le nombre sans dimension appelé nombre de Reynolds 


__ terme convectif _ puD 
_ terme visqueux 7 


Q (34) 


Ê 
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TAB. 3.3 : Quelques ordres de grandeur 
du nombre de Reynolds. 


Type d'écoulement Nombre de Reynolds 
Écoulement atmosphérique R, = 10! 
Écoulement sanguin dans l'aorte Re = 104 
Écoulement sanguin dans les capillaires  R, & 107% 

Domaine de l'aéronautique RP, = 107 

Domaine de la microfluidique Rs +10 $—1 


Ce nombre joue un rôle très important en mécanique des fluides car 
il permet de distinguer trois types d'écoulement. 


+ L'écoulement à petit nombre de Reynolds R, « 1 - l'écoule- 
ment est laminaire et essentiellement gouverné par la viscosité. 
Le terme d'inertie est négligeable et l'équation de Navier-Stokes 
devient 


Ù 

Pot 

équation qui a le bon goût d'être linéaire. Si l'écoulement est 
permanent, on obtient le régime de Stokes. 

+ L'écoulement à grand nombre de Reynolds R, > 1 - On montre 
dans ce cas que les effets visqueux sont concentrés sur les 
bords, dans une fine couche appelée couche limite, et dans le 
sillage des obstacles. Hors de ces zones, Le terme visqueux est 
négligeable et l'on retrouve l'équation d'Euler 


= —Vp + fe + AG 


PL + vil = —Vp+ ft 


+ Écoulement turbulent - La viscosité stabilise et régularise les 
écoulements de façon générale. Ainsi, quand Le nombre de Rey- 
nolds augmente le régime laminaire devient instable voire tur- 
bulent. La transition entre Le régime laminaire et turbulent se 
produit dans une certaine gamme de valeur du nombre de Rey- 
nolds qui dépend du problème. On peut retenir qu'en général, 
lorsque R, > 10°, l'écoulement devient turbulent, c'est-à-dire 
que la vitesse en un point M varie dans le temps de façon erra- 
tique. Dans ce cas, le problème étant analytiquement insoluble, 
on utilise souvent des lois phénoménologiques associées à une 
analyse dimensionnelle. 


Exemple 


Quel est l'ordre de grandeur du nombre de Reynolds associé à l'écoule- 
ment autour d'une balle de tennis allant à la vitesse v — 100km.h=-' dans 
l'air ? 

Le diamètre d’une balle de tennis est de l'ordre de 7 cm, la masse volu- 
mique de l'air de l'ordre de 1 kg.m=* et sa viscosité de l'ordre de 2.10-° de 


sorte que 


puD | 1x 100/3,6 x 0,07 
TE 2Al0e 
l'écoulement est donc turbulent. 


= æ 10 


3.3 Pertes de charge 


Loi de Poiseuille 


On s'intéresse à l'écoulement d'un fluide visqueux dans un long tube 
cylindrique de rayon R et de longueur £L > R. Le tube est horizon- 
tal (orienté suivant Oz) et l'écoulement est assuré grâce à l'existence 
d'une différence de pression Ap entre l'entrée du tube et La sortie du 
tube. 


Hypothèses de travail - 


— 


> OÙ 
1. l'écoulement est permanent donc H— Ô; 


2. l'écoulement est incompressible, par conséquent divi — 0; 

3. Le nombre de Reynolds est suffisamment petit pour supposer 

un régime d'écoulement laminaire. En pratique, on considère 

que c'est le cas, quand R, < 2000; 

4. l'écoulement est parallèle à Oz et invariant par rotation autour 
de l'axe Oz, d'où ü = v(r, z)ü,; 

5. Enfin, on néglige la pesanteur car pgR  Ap. 


Calcul du champ de vitesse - Commençons par écrire l'équation de 
continuité : 


O(rv,) Ov) dv, Ov, _ 


que rôr  r00 Oz Oz 


La vitesse ne dépend pas de z. Calculons l'accélération : 


a(M,t) = _ + OLA = 0 

l'accélération est nulle. En effet, Les lignes de champ sont des droites 
horizontales et se confondent avec la trajectoire des particules (ré- 
gime stationnaire). Or si la vitesse ne dépend pas de z cela signifie 
que les particules de fluide se déplacent avec une vitesse constante 
en direction et en intensité. l'accélération est donc nulle. On peut aus- 
si ajouter que chaque particule de fluide est soumise à deux forces 
qui se compensent : les forces de pression et Les forces de viscosité. 
Sans force de pression, c'est-à-dire sans différence de pression, ilne 
peut pas avoir d'écoulement stationnaire. 


l'équation de Navier-Stokes se réduit donc à l'équation de Stokes : 
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FIG. 3.5 : Écoulement de Poiseuille. Po- 
sition du problème. 
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4: Attention, ici À désigne une varia- 
tion et non un laplacien. 


FIG. 3.6 : Profil de vitesse. 


Vp = nAï. Projetons cette relation dans la base cylindrique : 


Op 

op, = 0 

0p dp . 1d, de 
700 . dz di dr 


A 

672 rar dr 
Ainsi, la pression ne dépend que de z. Le terme de gauche de la der- 
nière équation ne dépend donc que de z alors que celui de droite ne 


dépend que de r. Cette équation apparemment paradoxale se résout 
si les deux termes sont constants. 


où Ap = p, — p, est la différence de pression“ entre l'entrée et la 
sortie. En intégrant deux fois on obtient 


A 
v(r) = ne +Cinr+C 
où C, et C, sont deux constantes d'intégration. La vitesse doit être 
définie en r = 0 ce qui implique C, = 0. Enfin, Les conditions aux 
limites imposent v(R) = 0 d'où 


_ AP 


= (R2 — r?) (3.5) 


u(r) 
Le profil des vitesses est parabolique. 


Calcul du débit volumique - Le débit volumique est Le flux du vecteur 
vitesse à travers une section de la canalisation : 


R 4 
__— Tr R° Ap 
Q= ffs05- | PRESS 


Ainsi, la différence de pression est directement reliée au débit volu- 
mique par la formule 


| Ap=—Q, [Formule de Poiseuille] | © (3.6) 


Exercice - On veut perfuser un patient en 1 H avec un flacon de 0,5 L de 
plasma de viscosité 7 — 1,4.10 * Pa.s et de densité proche de l'eau. Si 
l'aiguille utilisée a une longueur de 3 cm et un diamètre de 0,4 mm, à quelle 
hauteur minimale faut-il installer Le flacon ? 


Rép. 95 cm. 


Analogie électrique 


On peut faire une analogie avec la conduction électrique et définir 
une résistance hydraulique R;, analogue de la résistance électrique : 


Concepts électriques Concepts hydrauliques 
Potentiel V Pression p 
ddpU=V —-Vy, Différence de pression Ap 
Intensité du courant électrique I Débit volumique Q+ 
Loi d'Ohm U = RI Loi de Poiseuille Ap = R5Qy 


Notion de perte de charge 


Définition — La perte de charge est la pression supplémentaire qu'il 
faut imposer entre les extrémités d'une canalisation pour assurer un 
écoulement stationnaire et compenser le frottement visqueux. Deux 
termes entrent dans le calcul des pertes de charge : 


> La perte de charge en ligne dite perte de charge régulière due 
aux frottements le long du trajet. 

- La perte de charge singulière due à la présence d'obstacles lo- 
calisés tels que les coudes, les robinets, les vannes, les modifi- 
cations brutales de section etc. 


La perte de charge sera notée A», et s'exprime en Pa. 


Essayons de donner une forme générale à l'expression de la perte de 
charge dans une canalisation à l'aide d'une analyse dimensionnelle. 
Pour cela, utilisons le théorème IT. 


Théorème II 


Le théorème II ou théorème de Vashy-Buckingham est le théo- 
rème fondamental de l'analyse dimensionnelle. Supposons que 
nous cherchions une relation entre n grandeurs physiques g,_, , 
que l'on considère pertinentes pour décrire un phénomène. No- 
tons k& le nombre de dimensions fondamentales utilisées par ces 
grandeurs (k < 7). 

ILexiste alors (n — k) produits sans dimension notées 7, tels que 
Hmioco as) = À 


Considérons une conduite de longueur £, de diamêtre D traversée 
par un fluide de viscosité n et de masse volumique » circulant à la 
vitesse moyenne v. Supposons qu'il existe une relation entre APy L, 
D, p,nettv. 


Grandeurs L D P n APy v 


Dimensions | L L ML MLTT MLT2 LT! 


On a n = 6 grandeurs et & = 3 dimensions différentes. D'après le 
théorème II, il existe trois nombres sans dimensions x,, ñ, et 7, tels 
que f(r1,72,73) = 0. Fabriquons donc trois nombres indépendants 
sans dimension : 


> Let D étant de même dimension, leur rapport est adimension- 


né: mi = 5; 


3.3 Pertes de charge 
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> Le théorème de Bernoulli nous enseigne que 197? est homo- 
Ap 


gène à une pression. Ainsi mo = —T ; 
1/2p5 
> Enfin, on sait que le nombre de Reynolds est sans dimension; 
TD 
ce sera T3 = À, = ss 
1 
Ces trois nombres sont liés par une loi. 
Ap 
T2 = l + mn 1 ÉRis a) 
2P0 


Par ailleurs, l'expérience montre que la perte de charge régulière Ap, 
est proportionnelle à £. Autrement dit, f(r1, R) = mr (R,) d'où 


=... (37 


AP 20 D 


y) 


Cette relation est appelée équation de Darcy-Weisbach. Le facteur adi- 
mensionné À désigne le coefficient de perte de charge régulière etne 
dépend que du nombre de Reynolds pour une canalisation lisse. Dans 
le cas d’une canalisation rugueuse, un quatrième nombre sans di- 
mension intervient : la rugosité relative e/ D qui mesure le rapport de 
la hauteur moyenne des aspérités de la paroi interne de la conduite 
sur son diamètre interne. La valeur de À peut être obtenue à l'aide 
d'abaque comme le diagramme de Moody(Fic. 3.7). 
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FIG. 3.7 : ODonebythesecondlaw at the English language Wikipedia [GFDL] 


Que vaut À en régime laminaire ? - On remarque sur le diagramme de 
Moody que pour R, < 2000, Le coefficient de perte de charge suit une 


loi de puissance (ce qui donne une droite avec une échelle logarith- 
mique). En effet, en régime laminaire, la perte de charge est donnée 
par la formule de Poiseuille 

8nL L 


8nL . 
AP} — Qv TR = dr? TR 3270; 


Or le nombre de Reynolds de cet écoulement laminaire s'écrit : 


vD vD 
— is —_ 7 = Le 
1 Re 


Re 


Finalement, en régime laminaire 


er 64 
APy = À5PÜ D avec = (+) v) (3.8) 


Les pertes de charge en régime turbulent - En régime turbulent, À 
augmente brutalement et pour les grands nombres de Reynolds, le 
coefficient de perte de charge conserve une valeur constante qui ne 
dépend que de la rugosité relative de la conduite. Dans ce cas, les 
pertes de charge varient comme le carré du débit. En conclusion, pour 
diminuer l'ensemble des pertes de charge dans une canalisation, afin 
de diminuer les coûts de fonctionnement dus aux pompes, il faut, 
quand c'est possible : 


- diminuer la longueur de canalisation; 

> diminuer le nombre d'accidents sur la canalisation; 

+ diminuer le débit de circulation; 

* augmenter le diamètre des canalisations: 

* faire circuler des liquides le moins visqueux possible; 

> Utiliser des matériaux de faible rugosité. 

Dans l'expression du nombre de Reynolds pour une conduite non circu- 


laire, il est d'usage d'utiliser le diamètre hydraulique D,, = ne 


Pertes de charges singulières - De la même manière, on peut expri- 
mer les pertes de charge singulières comme suit : 


1 
AP; = ES PUine 


où £ est le coefficient de perte de charge singulière et w,,. est la 
vitesse moyenne incidente du fluide arrivant sur l'obstacle. Il existe 
également des tables donnant £ en fonction du type d'obstacle. 


Théorème de Bernoulli généralisé 


Nous avons vu dans le chapitre consacré aux fluides parfaits, que 
dans le champ de pesanteur, un fluide incompressible en écoulement 
stationnaire voit La quantité S pv? +p+9#9g2 se conserver le long d'une 
ligne de courant ce qui traduit la conservation de l'énergie. Voyons 
comment s'exprime le bilan d'énergie dans le cas d'un fluide réel en 


3.3 Pertes de charge 
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FIG. 3.8 : Ecoulement stationnaire dans 
un système de conduites. 


écoulement stationnaire dans une conduite en tenant compte des 
échanges mécaniques avec des machines hydrauliques. 


Considérons un fluide en écoulement stationnaire et incompressible 
dans un système de conduites où il traverse des machines hydrau- 
liques avec lesquelles il peut échanger de l'énergie : 


- des pompes donneront de l'énergie mécanique au fluide; 
- des turbines recevront de la part du fluide de l'énergie méca- 
nique. 


Si l'on note ? la puissance échangée avec le fluide, on a P > 0 pour 
les pompes et P < 0 pour les turbines. 


Machine hydraulique 


VA Pertes de c 


dm = puadt SA 


Bilan d'énergie cinétique - Considérons comme système, le fluide 
situé dans la conduite entre À et B à l'instant + et entre A’ et B’ à 
l'instant t + dt. Pendant dt, la masse transférée est 


dm = Q,, dt = pQy dt 


Le débit massique est uniforme le long de la canalisation puisqu'en 
régime permanent 


divpü=0 = Î #8 - fl pi: ds 
81 83 


Pour simplifier on considère que les grandeurs physiques sont uni- 
formes sur la section droite de la conduite (cf. remarque page 35). Le 
théorème de l'énergie cinétique donne 


de, = E,(t+ dt) — E,(t) = 5W 


avec 6W le travail de toutes Les forces (extérieures et intérieures) 
s'exerçant sur Le système. 


Tout d'abord, le régime étant permanent, la portion de fluide située 
entre A’ et B conserve son énergie cinétique de sorte que 


_—_ 
E(t + dt) —E,(t) = EPP — EE — 5 Qm dt (v? — vi) 


Par ailleurs, les forces de pesanteur travaillent d'où le transfert mé- 
canique 


dW, =—Q,, dtg(zr —24) [axe ascendant] 


Les machines hydrauliques fournissent une puissance mécanique 
de sorte que le transfert mécanique effectué pendant la durée dt 
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s'écrit 
ÔWéca = P dt 


Quant aux forces de pression, leur travail s'exprime par 


Le fluide est également le siège de forces intérieures. Or, l'écoule- 
ment étant incompressible, les particules de fluide se déforment sans 
changer de volume ce qui explique que les forces de pression interne 
ne travaillent pas. Par contre, le fluide est Le siège d'un travail résis- 
tantôW, des forces visqueuses. Par définition de la perte de charge, 
on a 


ôW, = —QyAp,dt | © (39) 


Finalement le théorème de l'énergie cinétique donne la relation de 
Bernoulli généralisée 


ïi 1 
=PVE +928 + PB = =PVA + Pgza +pa +P/Qy -Ap, | Ÿ 


2 2 
(310) 
Notons au passage que l'on retrouve la relation de Bernoulli vu dans 
le chapitre sur les fluides parfaits à condition de faire P = 0 et APy = 
0. 


La relation (310) utilise l'approximation des écoulements unidimension- 
nels, ce qui revient à confondre la vitesse avec la vitesse moyenne sur 
une section droite de la conduite. Cette approximation produit des er- 
reurs sur l'expression de l'énergie cinétique. En effet, Le bilan rigoureux 
de l'énergie donne 

P — 


Pi + € + Pi + Po + Eco + Pg22 + AP, 
Qv 


où €,, est la moyenne de l'énergie cinétique volumique défini par 


M. À 1 gl 
& = PS 7 Î] (ar) 585 - ar 


où a est un coefficient correctif qui dépend du profil de vitesse dans la 
canalisation. En pratique les valeurs de « sont les suivantes : 


>» a = 1 écoulement piston (vitesse uniforme dans toute la section) 
>» a = 2 écoulement laminaire visqueux (newtonien) 
» a =1,01—1,1 écoulement turbulent. 


Comme le terme d'énergie cinétique est souvent faible devant les autres 
termes, une erreur sur celle ci a peu d'effet sur Le résultat. C'est pourquoi 
nous prendrons systématiquement a = 1. 


3.4 Traînée et portance 


Si l'on met de coté la poussée d'Archimède, la force que ressent un 
solide plongé dans un écoulement stationnaire tridimensionnelle est 
nulle si le fluide n’est pas visqueux. En revanche, l'écoulement vis- 
queux autour d'un obstacle solide produit une force qui présente 
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FIG. 3.9 : Traînée sur un obstacle sphé- 


rique immobile. 


Vitesse de sédimentation 


La physique des suspensions (par- 
ticules solides mélangées à un li- 
quide) et des émulsions (goutte- 
lettes liquides dispersées dans un 
autre liquide non miscible) utilise 
la loi de Stokes car Le nombre de 
Reynolds est assez petit. Lorsqu'on 
laisse reposer un liquide conte- 
nant de petites particules solides 
(comme par exemple un mélange 
eau-argile), Les particules vont dé- 
canter c'est-à-dire sédimenter au 
fond du récipient avec une vitesse 
qui dépend de leur dimension ca- 
ractéristique. Le temps de décan- 
tation donne alors un renseigne- 
ment sur la taille des grains. En 
effet Les grains tombent à une vi- 
tesse constante pour laquelle le 
poids apparent (poids moins la 
poussée d'Archimède) compense 
la force de traînée : 


ä 5 
GTNTUSed = 77 (Ps — P1)g 


d'OÙ Vsed = (Ps — Pa)T?. 


deux composantes : la composante dans le sens de l'écoulement est 
appelée force de traînée, la composante perpendiculaire est la force 
de portance. 


Formule de Stokes 


Stokes s'est intéressé à la force de traînée qu'un écoulement visqueux 
produit autour d'une sphère.Il s'est placé dans le cas où l'écoulement 
est gouverné par la viscosité c'est-à-dire pour les petits nombres de 
Reynolds. La résolution complète est assez longue et nous allons 


ligne d'écoulement 


> 


_ 


nous contenter de la solution sans chercher à la justifier Stokes 
obtient qu'une sphère de rayon r, immobile, soumise à un écoule- 
ment permanent incompressible et visqueux, ressent une force de 
traînée F, proportionnelle à la vitesse d'écoulement et à la taille de 
la sphère. 


F,=6mmrvS pour R. «1 |© (311) 


où v, représente la vitesse de l'écoulement par rapport à la sphère 
et loin de la sphère. Cette force de trainée est liée d'une part à un 
champ de pression plus important en avant de la bille et d'autre part 
aux forces visqueuses. Si l'on étudie La chute d’une bille sphérique 
dans un fluide visqueux au repos (loin de la bille), il faut écrire 


F = —Grnrû 


où à représente la vitesse de la bille dans le référentiel du labo- 
ratoire. Cette loi est vérifiée avec une précision meilleure que 1% 
pour R, < 0,3. Cette contrainte reste cependant assez forte. En ef- 
fet, pour une bille de 1 cm de diamêtre tombant dans l'air cela im- 
pose v < 0,5mm.s-! ce qui signifie que la loi du frottement linéaire 
n'est pas valable (sauf au tout début) dans ce cas. Par contre si la 
chute s'effectue dans un liquide visqueux tel Le glycérol (grosso mo- 
do mille fois plus dense que l'air et un million de fois plus visqueux), 
la contrainte devient v < 0,5 m.s-!. Dans ce cas, la Loi de Stokes peut 
être utilisée si La bille n’est pas trop pesante. 


Analyse dimensionnelle 


L'analyse précédente n'est valable qu'à petit nombre de Reynolds et 
pour un obstacle sphérique. Plaçons un obstacle quelconque dans 
un écoulement stationnaire de vitesse vw. loin de l'obstacle et cher- 
chons la force F due à l'écoulement. Le traitement analytique est pos- 
sible pour des géométries simples et pour des valeurs faibles de R, 


comme nous venons de Le voir. Pour des grands nombres de Reynolds, 
on procède en général à des expériences sur maquette en soufflerie 
pour avoir accès à la force. Montrons par une analyse dimensionnelle 
quelle forme doit prendre cette force F. 


Quelles sont les grandeurs physiques pertinentes du problème? IL 
faut tout d'abord préciser que la viscosité est essentielle pour justi- 
fer l'existence d’une force de frottement. Si Le fluide est parfait il n'y 
a pas de traînée car les couches de fluide glissent sur l'obstacle. Les 
paramètres pertinents sont donc », nv... la vitesse du fluide, D une di- 
mension caractéristique de l'obstacle, 9 la masse volumique du fluide 
et la force F. 


Grandeurs v D p n F 


OO 


Dimensions | L.T-T L ML ML-TT-T MLT-2 


On an = 5 grandeurs et k — 3 dimensions différentes. D'après le 
théorème II, il existe deux nombres sans dimensions 7, et x, liés 
entre eux. Choisissons le nombre de Reynolds comme premier facteur 
adimensionné. Part ailleurs, la quantité £pvX est homogène à une 
pression comme F/D?. Ainsi 


PV D F/D? 
Sr 
Finalement le théorème IT nous dit que : 
1 2 2 
me = fm) +  F= soc DF(Re) (312) 


Coefficients aérodynamiques 
La force qu'exerce un fluide en écoulement autour d’un obstacle peut 
se décomposer en deux composantes. 


+ Une composante parallèle à vX : c'est la traînée F. 
+ Une composante perpendiculaire : c'est la portance Fr, 


Ces deux forces s'expriment comme le prévoit la formule (312). On 
définit alors deux coefficients de frottement, le C, et le C:. 


Coefficient de traînée - La formule (312) peut se réécrire : 


1 
FE; _ 5 P0S C(Re) 


3.4 Traïnée et portance 


FIG. 310 : Portance et traînée. 
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5 : grosso modo, en dessous de 
60 km.h-! pour une voiture, les frotte- 
ments de roulement l'emportent sur le 
frottement aérodynamique. 


où S représente une surface caractéristique, en générale, la surface 
frontale projetée. On constate expérimentalement que le C!, est qua- 
si constant en régime turbulent (R, grand) ce qui correspond aux 
situations courantes de l'aéronautisme, le nautisme, le cyclisme etc. 
La traînée peut se décomposer en trois termes : 


> la traînée visqueuse qui est liée aux frottements du fluide sur 
l'obstacle; 

> la traînée de pression qui est liée à l'existence d'une dépression 
dans le sillage de l'obstacle quand la couche limite se décolle; 

> la traînée induite par la portance. 


La force de traînée que subit un véhicule (en l'air où au sol) étant 
opposée à sa vitesse, elle dissipe de l'énergie. La puissance dissipée 
s'écrit : 

P=— — 5 pSC 


où v est la vitesse du véhicule. La puissance dissipée est une fonction 
cubique de la vitesse, elle ne devient donc importante qu'à haute vi- 
tesse”. Pour minimiser la consommation à grande vitesse, le concep- 
teur aura intérêt à agir sur le produit SC’. Le tableau ci-dessous 
donne quelques exemples. 


TAB. 3.4 : Aérodynamique de quelques véhicules. 


Automobile C,  SC,f[m] F,à120km/h[N] [kW [Ch] 
DAIHATSU UFE III (3 places) 0168 0,235 160 5,33 72 
CITROEN AX DIESEL (5 places) | 0,31 0,570 389 13,0 17,6 
«Automobile moyenne » 0,35 0,63 430 14,3 19,5 


Coefficient de portance - Lorsque que l'obstacle solide présente trois 
axes équivalents il ne peut pas exister de portance. C'est Le cas de la 
sphère et du cube. Dans le cas contraire, la portance fait intervenir 
le coefficient de portance C’, qui dépend de la forme du solide et de 
l'écoulement : 


1 
ES nu gPvxS C;(Re) 


Par exemple, une aile d'avion présente un coefficient de portance qui 
dépend : 


+ de l'angle d'attaque a. Lorsque cet angle augmente, la portance 
augmente jusqu'à un angle &,,, pour lequel la portance est 
maximum. Une fois cet angle dépassé, la portance s'effondre, 
c'est le décrochage. 

- du profil de l'aile, notamment de sa cambrure. Une aile symé- 
trique d'angle d'attaque nul( la corde est parallèle à v) ne pré- 
sente pas de portance. Notez que les hélices d'un hélicoptère 
sont symétriques : leur portance est liée à leur inclinaison. 


Pour un avion en vol, on cherche à avoir une faible traînée (pour 
consommer moins de carburant) et un maximum de portance c'est- 
NS + C : # FR 
à-dire un rapport g: Maximum. Ce rapport, appelé finesse de l'aile, 
est maximum pour un certain angle. 
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nombreux domaines scientifiques (climat, chimie de formulation, in- Mise en évidence . . ... #1 
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https://femto-physique.fr/mecanique des_fluides/ 
tension-de-surface.php 
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Notion de tension de surface 


Jusqu'ici nous avons considéré le fluide comme un milieu continu 
contraint par des conditions aux limites que l'on a traité de façon 
simpliste (continuité de la vitesse et des contraintes pour un fluide 
visqueux). En réalité, pour décrire correctement la physique aux in- 
terfaces il faut tenir compte des interactions moléculaires à courte 
portée qui s'exercent de part et d'autre de l'interface. La théorie clas- 
sique de la capillarité consiste à modéliser une interface comme une 
surface mathématique auquel on associe une certaine élasticité re- 


présentée par la propriété physique que nous appellerons tension De g7F, 

superficielle. 

Essayons de justifier cette notion par un modèle simple (voire sim- 

pliste). Considérons un liquide F, en contact avec sa vapeur F,. Au 

sein de chaque fluide les molécules subissent des interactions de =" LS inerte | 

très courte portée (interaction de Van Der Walls attractives). Ainsi, AÙ HAUSSE 

dans #,, chaque molécule possède une énergie d'interaction €, < 0 

résultat de l'interaction attractive avec son voisinage immédiat. De 

même on définira une énergie d'interaction €« au sein du fluide F.. ne . 

Par contre, il existe une couche de fluide dans laquelle les molécules HS ne 
AN 


sont soumises à l'action des deux fluides. l'épaisseur de ce film mo- 
léculaire est de l'ordre de la dimension a d'une molécule. Appelons 
alors €, l'énergie d'interaction d'une "molécule interfaciale”. Bien en- FIG. 41 : Interactions au sein d'un 
tendu, on a [e,| compris entre le, | et le,l. Si N estle nombre de molé- fluide 
cules et N, le nombre de molécules à l'interface, l'énergie du liquide 
F, vaut 
E =(N—N)a +Nep=NeatE, 
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FIG. 4.2 : Coalescence de deux gouttes 
(@CNRS) 


OÙ E, = N,(e2 — €) représente l'énergie de l'interface. On voit donc 
que l'on peut associer à l'interface une énergie liée à l'anisotropie 
des forces d'interaction moléculaire. Le terme d'anisotropie €, —e; 
est positif. Enfin Le nombre de molécules à l'interface est proportion- 
nel à l’aire S de l'interface. On a approximativement N, + S/a? de 
sorte que l'on peut écrire 


E,=7Y8 avec y= Q (41) 


où + est par définition la tension superficielle. 


La tension superficielle est une grandeur positive qui caractérise une 
interface. Ainsi la tension de surface de l'interface eau-air n'est pas 


la même que celle de l'interface eau-huile. Elle s'exprime en J.m 2. 


Conséquences expérimentales 


Forme des bulles et gouttes - Augmenter la surface d'un liquide 
coûte donc de l'énergie. Ainsi un liquide adoptera une forme qui mi- 
nimise la surface compte tenu des contraintes. On montre que pour 
un volume donné la surface qui minimise l'énergie est une sphère. 
Par exemple une goutte d'huile dans un mélange eau-alcool de den- 
sité identique sera sphérique. De la même manière, Les bulles de gaz 
carbonique dans le champagne sont sphériques. 


Coalescence - On montre aussi que deux gouttes sphériques auront 
intérêt à former une goutte plus grosse. Ainsi quand on agite énergi- 
quement un mélange eau-huile on obtient une émulsion de petites 
gouttes d'huile dans l'eau. Cette émulsion est instable : Les petites 
gouttes coalescent (on parle du phénomène de coalescence) et l'on 
obtient après un certain temps de l'huile avec de l'eau au dessous. 


0 DO 


Exercice - Considérons deux gouttes d'eau sphériques de rayon r qui coa- 
lescent pour ne former qu'une seule goutte de rayon r’. Montrer que cette 
transformation s'accompagne d'un gain d'énergie. 


Rép. Le volume des deux gouttes vaut V = 8/37r° et l'interface eau-air 

possède une aire totale S — 8rr°. Le volume se conservant, le rayon de la 

goutte obtenu après coalescence vaut r’ = Ÿ2r et son interface mesure 
Li 


S’ = Af Ÿ2) mr? œ 6,377? < $. La transformation s'accompagne donc 
d'un gain d'énergie. 


Retard des changements d'état - Lorsque l’on détend un liquide de 
façon isotherme, la thermodynamique prévoit qu'en dessous d'une 
pression dite pression de vapeur saturante, le liquide change de phase 
pour se vaporiser. Cependant la formation de la première bulle de 
vapeur coute de l'énergie de sorte que le liquide peut exister dans 
une phase métastable en dessous de la pression de vapeur saturante. 
On parle de retard à la vaporisation. Une simple perturbation locale 


peut suffire à déclencher la formation d'une première bulle de va- 
peur. C'est ce phénomène qui fut employé dans les détecteurs de 
particules du milieu du XX°siècle (chambres à bulles). 


De manière analogue, il y a retard à la liquéfaction pour la vapeur sur- 
saturante (phénomène utilisé dans un autre détecteur de particule : 
la chambre à Wilson). 


Rôle des tensio-actifs 


Les tensioactifs sont constituées de molécules amphiphiles c'est-à- 
dire munies d'un pôle hydrophile et d'une longue chaîne hydrophobe. 
Lorsqu'un tensioactif est ajouté à de l'eau il vient se placer immé- 
diatement à la surface, avec la queue hydrophobe pointant à l'exté- 
rieur de la surface. Ce processus s'accompagne d'une stabilisation 
de la surface et donc d’une chute de la tension superficielle. Ce n'est 
qu'une fois la surface saturée, et n'offrant plus d'espace disponible 
à de nouvelles molécules amphiphiles, que les tensioactifs vont for- 
mer des structures organisées au sein du liquide : ce sont Les micelles. 
Les micelles sont des structures sphériques ou ellipsoïdales dont La 
surface est constituée des têtes hydrophiles des tensioactifs, alors 
que les queues hydrophobes de ces derniers sont regroupées à l'in- 
térieur. L'effet nettoyant des tensioactifs découle du fait que les sub- 
stances hydrophobes, telles que les matières grasses, peuvent être 
contenues à l'intérieur des micelles. La concentration de tensioac- 
tifs au-dessus de laquelle les micelles commencent à se former est 
connue comme la concentration micellaire critique (CMC). Elle s'ob- 
tient en déterminant la concentration à partir de laquelle la tension 
superficielle cesse de chuter. 


4.2 Forces capillaires 


Mise en évidence 


Expériences - Plongeons un contour métallique dans de l'eau savon- 
neuse puis retirons le. Il se forme alors une membrane liquide plane 
qui s'appuie sur Le contour. Auparavant, nous avons pris soin de fixer 
un fil souple formant une boucle qui adopte une forme quelconque. 
Lorsque l'on crêve au moyen d'une aiguille la membrane située dans 
la boucle, celle-ci adopte aussitôt une géométrie circulaire (FIG. 4.4). 
Cette expérience montre que la boucle est soumise à des forces dites 
forces capillaires aux propriétés suivantes : 


+ Ces forces sont perpendiculaires en chaque point du contour et 
tendent à minimiser l'aire du film d'eau savonneuse. 

> Ces forces sont tangentes à l'interface. 

> Elles sont réparties de façon uniforme. On peut donc définir une 
densité linéique de force df/d£. 


De la même façon, si l'on forme une lame d'eau savonneuse sur un 
cadre rectangulaire dont un des coté est mobile, Le liquide cherchant 
à minimiser sa surface, il faut exercer une force sur la tige mobile 
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FIG. 4.3 : Production de particules dans 
la première chambre à bulles à hydro- 
gêne liquide du CERN 


FIG. 4.4 : Mise en évidence des forces 
capillaires. 


Membrane liquide 


A ——+ 
dx 
FIG. 4.5 : La tension superficielle peut 
s'interpréter comme une densité li- 
néique de forces. 
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Lorsque que l'on traite une membrane 
d'eau savonneuse, il ne faut pas ou- 
blier qu'il y a deux interfaces liquide- 
gaz ce qui explique la présence du fac- 
teur deux dans l'expression des forces 
capillaires. 


FIG. 4.6 : Méthode de l'anneau. 


pour maintenir la surface constante. On peut obtenir l'expression de 
cette force à l'aide d’un raisonnement énergétique (méthode des tra- 
vaux virtuels) : Supposons qu'un opérateur déplace de façon quasi- 
statique la tige de longueur £ en produisant une force Fr, Si l'on note 
dæ le déplacement, le théorème de l'énergie cinétique appliqué à la 
tige donne 

dE, = 0 = ôW = F, dr +6W, 


où 6W, est le travail résistant des forces capillaires. Or ces forces 
dérivent d'une énergie potentielle : 


ôW,=—-d£E;s—-27ldx donc F,, = 2% 


D'après le principe des actions réciproques (troisième loi de Newton), 
cette force s'identifie à la résultante des forces capillaires s'exerçant 
sur la tige. 


À retenir 


De façon général, on peut traiter une interface comme une mem- 
brane tendue : chaque portion de surface est le siège de forces 
capillaires réparties sur Le contour € délimitant la portion de sur- 
face. Ces forces sont tangentes à l'interface, perpendiculaires en 
tout point de € et données par la relation 


df = déni 


Finalement, la tension superficielle est une force par unité de lon- 
gueur, c'est pourquoi on l'exprime couramment en N.m-!. 


Mesure de la tension superficielle 


dynamomèêtre 


<— 
QI 


anneau / 


Méthode de l'anneau - Historiquement la méthode de l'anneau a 
été la première à être développée. Il s'agit de plonger un anneau (en 
platine en général) dans le liquide à étudier puis de Le remonter dé- 
licatement de façon à étirer un film au-dessous de l'anneau. 


Au cours de l'étirement du film de liquide la force exercée sur l'an- 
neau est mesurée à l'aide d’un dynamomètre et le système passe par 
un seuil où la force est maximale : dans ce cas les forces capillaires 


sont verticales. Si l'on note r. Le rayon intérieur de l'anneau et r, son 
rayon extérieur, on a la relation. 


Enax = 2771 +2) S Anry Si rer 
Sa mesure permet donc de déterminer la tension superficielle du 
liquide. 


Ordre de grandeur - À température ordinaire, pour les liquides, la 
tension superficielle vaut quelques mN.m-!. La tension superficielle 
varie avec la température; diminue quand la température augmente 
jusqu'à s’annuler à la température critique. 


Tension superficielle de quelques interfaces liquide-air 


Liquides Température | Tension superficielle [mN.m-!] 
Mercure 18°C 475 
Eau 20 °C 73 
Eau 80 °C 62 
Huile d'olive 20°C 32 


Théorème de Laplace 


Un petit contour circulaire pris dans la surface libre plane d'un li- 
quide en équilibre est soumis à des forces de tension superficielle 
situées dans son plan et dont la résultante est nulle. Par contre, pour 
une surface sphérique, les forces exercées sur ce même contour ont 
une résultante orientée vers l'intérieur de la sphère; il faut donc une 
surpression Ap pour que l'équilibre existe. On voit immédiatement 
que plus la courbure est importante et plus Ap sera grand. 


On peut facilement obtenir l'expression de la différence de pression à 
l'aide d’un raisonnement énergétique. Considérons une bulle de gaz 
contenue dans un liquide et appelons > la tension superñcielle de 
l'interface gaz-liquide. Supposons que l'on fasse subir à la bulle une 
transformation quasi statique en augmentant son rayon de dÂ. l'aire 
de l'interface augmente donc de dS = 8x RdR et le volume de la bulle 
de dV = 4rR°?dR. Appliquons le théorème de l'énergie cinétique en 
choisissant comme système l'interface : 


dE = 0 = 6Wix + 0Win 
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TAB. 41 : Quelques valeurs de tension 
superficielle. 


FIG. 4.7 : Existence d'une surpression 
dans une bulle. 
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Les forces extérieures sont les forces de pression p;.. et p.… de sorte 
que 
Wat = —PexdV + PintdV 


Par ailleurs, les forces internes sont les forces de tension superfñ- 
cielles qui dérivent d'une énergie potentielle : 


dW, = —7dS = —-8;rRdR 


On a donc 


27 


Ap4rR? dR —8yrRdR = 0 AP = Pint — Pext — R 


De la même manière, à l'intérieur d'une bulle de savon, il rêgne une 
surpression 

y 

R 

où le facteur 4 est dû au fait que la bulle de savon présente deux 
interfaces liquide-gaz. Ainsi la surpression est d'autant plus impor- 
tante que la courbure moyenne C' = 2/R est importante. La générali- 
sation à une géométrie quelconque est donnée par la loi de Laplace- 
Young : 


ADP = Pint — Pext = 


Loi de Laplace-Young 


La différence de pression entre deux milieux non miscibles sépa- 
rés par une interface de tension superficielle +, est donnée par 


où R, et R, sont les rayons de courbure principaux de la mem- 
brane au point considéré. Ces rayons sont définis positifs quand 
le rayon de courbure est du coté du milieu 1. Dans le cas d’une 
interface sphérique, ces deux rayons de courbure s'identifient au 
rayon de la sphère. 


Ordre de grandeur - Pour une bulle de savon de rayon R = 1cm 
et y = 25.10 %N.m-! on obtient Ap # 10 Pa. Pour faire des grosses 
bulles il faut fournir beaucoup d'énergie (surface importante) et gé- 
nérer une faible surpression; il faut donc souffler tout doucement et 
longtemps. 


Müûrissement d'une mousse - Dans une mousse humide (mousse à 
raser, mousse de bière, etc.), du gaz est enfermé dans des bulles sphé- 
riques séparées par un film liquide pouvant plus ou moins laisser 
diffuser le gaz selon l'épaisseur de la membrane et la taille des mo- 
lécules gazeuses. Le gaz emprisonné est en surpression par rapport 
au liquide en vertu de la loi de Laplace-Young 


27 
Ap = — 

M: 
Ainsi la pression est plus importante dans les petites bulles. C'est ce 
qui explique le phénomène de mürissement d’une mousse : Le gaz 
contenu dans les petites bulles traversent la membrane liquide par 
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diffusion pour se diriger dans les zones de moins grande pression, 
c'est-à-dire, dans les grosses bulles. Les petites bulles se vident donc 
dans les grosses et la mousse s'enrichit en grosses bulles. 


Surface minimale - Lorsque l'on trempe une structure métallique 
dans une eau de savon, on obtient une surface minimale (l'interface 
va chercher a minimiser l'énergie superficielle) qui a La propriété sui- 
vante : si La surface est ouverte, Ap — 0 et donc 


1 1 


| 
À ‘A 


On dit que la courbure moyenne est nulle. Dans la plupart des cas on 

obtient des lames planes quiformentune surface minimale(R,,R, — FIG. 48: Lame de savon formant une 
; : caténoide (© Berkeley Science Review). 

). On peut aussi obtenir des lames avec deux rayons de courbures 

opposées comme sur la FIG. 4.8 montrant une caténoide. 


4.3 Mouillage 


Angle de contact 


liq. ou gaz 
Équilibre au contact de trois fluides - Déposons une petite quantité dons 
de liquide 2 sur un autre liquide 1 plus dense. l'ensemble des points 
en contact avec les deux liquides et l'air forme une ligne, dite ligne 
triple. Intéressons nous aux forces capillaires s'exerçant sur cette 
ligne triple. L'équilibre n'est possible que si La résultante des forces 
capillaires peut s'annuler ce qui définit l'angle de contact 0: 


23 liq. 2 


V2 + Vos + ai = Ù 


FIG. 4.9 : Définition de l'angle de 
contact. 


où le vecteur %;; = se désigne la densité linéique de force capillaire. 
Cet équilibre suppose que l'on puisse former un triangle (dit triangle 
de Neumann) avec les trois vecteurs %;; ce qui n'est possible qu'à 
condition que chaque tension de surface soit inférieure à la somme 
des deux autres. Dans le cas contraire, le liquide 2 s'étale sur le li- 


quide 1 : on dit qu'il y a mouillage total. 


Exercice - Déposons une goutte d'huile d'olive sur de l'eau. Sachant que 
Veau-air = 73 MN.M!, huite-air = 32 MN.M! et huile = 18MN.m_ |, dire s’il 
y à étalement ou non. 


Rép. Comme 73 > 18 + 32, La condition d'équilibre n'est pas respectée et 
l'huile d'olive s'étale. 


Équilibre d’un liquide au contact d’un solide - Déposons une goutte 
de liquide sur un support plan. En général, le liquide adopte la forme 
décrite sur la figure ci-contre, résultat d'un compromis entre le poids 
qui tends à diminuer la position du centre de gravité de la goutte 
et des forces capillaires qui tendent à minimiser l'aire de la surface 
libre. À l'équilibre, la résultante des forces capillaires en un point de 
la ligne triple S'annule. En projection sur le plan de la surface solide, 
on a donc 


Vs1 + Yzv COS 0 = Ysy 
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absence de 
moui 


moui 


és D partiel 


moui 
comp 


FIG. 410 : Différents équilibres d'u 


age 


quide au contact d'un substrat soli 


FIG. 4.11 : Expérience et schéma. 


Cette relation trouvée par Young en 1805 définit l'angle de contact 
0. 


On distingue trois cas de figure : 


1. 0> r/2: le liquide est non mouillant (exemple : verre-mercure- 
air) 

2. 0€ [0,r/2]:ily a mouillage partiel (exemple : verre-eau-air) 

3. Lorsque l'angle de contact n'est pas défini, il y a mouillage com- 
plet du liquide sur le substrat solide. 


Dans la direction perpendiculaire à la surface solide, Les forces capillaires 
ne se compensent pas ce qui signifie que le solide se déforme. On peut 
montrer que pour les solides courants, cette déformation est plus petite 
que la taille d'un atome et donc négligeable. 


Ascension capillaire 


Quand on plonge un capillaire propre (tube étroit de rayon r) dans de 
l'eau, on observe l'ascension d'une colonne d’eau dans le capillaire 
malgré la pesanteur. Cette ascension est d'autant plus importante 
que le rayon est petit. 


h = — Loi de Jurin 


où la constante dépend du liquide et de l'angle de contact. On peut 


2r 
— — Lx 
i— + é 
== == h 
Pi = den 
om =] = Bu | 


utiliser la loi de Laplace-Young pour démontrer la loi de Jurin. En effet, 
considérons l'interface liquide raccordée à la paroi du tube avec un 
angle 4 et supposons que le ménisque est sphérique de rayon R. 
L'air étant à La pression p,,, la pression qui règne dans le liquide au 
voisinage du ménisque vaut p, — Ap avec Ap = 27/R en vertu de la 
loi de Laplace-Young. Le rayon de courbure vaut R = r/cos4 d'où 


27 cos à 


Ph — Po F 


4.3 Mouillage 


Or si l'on applique les lois de l'hydrostatique au niveau de la surface 
libre du récipient dans lequel plonge le tube, on trouve 


27 cos 0 2ycosû1 
Po = Po. + Pgh né LR 


ILy a donc ascension capillaire si Le liquide mouille La paroi (9 < x/2). 
Par contre pour un liquide non mouillant il y a descente capillaire 
(cas du mercure dans un capillaire en verre). 


Exemple 


Pour l'eau dans un tube de verre propre l'angle de raccordement vaut 0 
(l'eau mouille Le tube). Si r = 0,01 mm on obtient 

27 1 

De A 

pgr 
‘ascension peut donc être très importante. C'est ce qui explique par exemple 
es remontées d'humidité par capillarité que l'on peut observer dans des 
milieux poreux notamment dans certains bâtiments. 


La loi de Jurin suppose que le ménisque est sphérique et donc que la 
pression sous le ménisque est uniforme. Or rigoureusement, comme les 
bords du ménisque sont plus haut que le centre, cette pression ne peut 
pas être uniforme. Elle ne peut l'être qu'approximativement à condition 
que l'élévation du ménisque soit négligeable devant La hauteur d'ascen- 
sion h. IL est facile de montrer que cette condition se traduit par 


cos Ü [7 
TE ——— ,) — 
V1—sin0 | Pg 


Pour les petits angles cela donne 


r&< Te 2,7mm pour l'eau 


pg 
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ANNEXES 


OPÉRATEURS DIFFÉRENTIELS 


Complément de cours sur ce qu'il faut savoir à propos des opérateurs 
différentiels utilisés en physique. 


Version en ligne 


https://femto-physique.fr/mecanique_des_fluides/ 
mecaflu_complement1.php 


A1 L'opérateur gradient 
Définition 


L'opérateur gradient est un opérateur différentiel qui s'applique à un 
champ scalaire (fonction scalaire dépendant de l'espace et du temps) 
et Le transforme en un champ vectoriel (vecteur dépendant de l'es- 
pace et du temps). Il se lit «gradient» où «nabla » et se note: 


gradf(M,t) ou Vf(M,t) 


Dans le système de cordonnées cartésiennes le gradient s'exprime 
ainsi : 


grad f(x, Y, 2, t) = Êx bn Ôy y Ôz 


DCE OR ICUEUERLICT EURE 


Z 


(A1) 
La TAB. A1 donne les différentes expressions du gradient dans les 
systèmes de coordonnées utilisés couramment en physique. 


; : | ll, > 
Exercice - Calculer le gradient des champs suivants : f(x,y,2) = ;( + 
y? + 2?) et g(r, 0,4) = —. L 
Rép. Vf = (x,y,2) = OM et Vg = TU. 

Système f(M,t) Expression de gradf 
2 Of Of of 
Cartésien f(x, y, 2,t) Sat dù y + D: 
—. of of of 
Cylindriques | f(r,0,2,t) Br dr 700 6 À 52 7 
. 0f-, Of, Of _. 
Sphériques | f(r,0,%,t) Br rt rage and 


A1 L'opérateur gradient . .. 51 
Définition ......... 51 
Propriétés . ........ 52 

A.2 L'opérateur divergence . 52 
Définition ......... 52 
Propriétés ......... 53 

A.3 L'opérateur rotationnel . 54 
Définition ......... 54 
Propriétés ......... 54 

A4 L'opérateur laplacien .. 55 
Le laplacien scalaire . .. 55 
Le laplacien vectoriel .. 56 


À.5 Accélération d’une parti- 
cule de fluide . ...... 56 


TAB. A1 : Expressions de l'opérateur 
gradient dans différents systèmes de 
coordonnées. 
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1: La surface de niveau de f est l'en- 
semble des points M pour lesquels 
(M, t) conserve la même valeur à un 
instant +{ fixé. En dimension d = 2, 
cet ensemble donne une courbe de ni- 
veau. 


Propriétés 


L'opérateur gradient est un opérateur linéaire et vérifie donc 
V(af + Bg) = aVf+BVg avec (a,B) ER? 
Le gradient d'un produit de champs scalaires vaut 


V(f.9) = fVg+ gVf 


où f et g sont deux fonctions de l'espace et du temps. 


Lien avec la différentielle - On peut définir le gradient à partir de 
sa relation avec la différentielle. Soit M un point de l'espace et M' un 
point infiniment voisin, la différentielle d f représente la variation du 
champ scalaire f lorsque l'on se déplace de M à M' à t fixé : 


df FM 4) — F(Mt) = Vf(Mt)- dé avec dé = MM 


En conséquence, 


> Le vecteur VFf(M,t) est perpendiculaire à la surface de niveau! 
de f passant par M à l'instant t. 

> Le vecteur gradient est orienté vers les valeurs croissantes de f 
et sa norme mesure le taux de variation spatiale dans la direc- 
tion de plus grande pente 


Exercice - Considérons le champ scalaire de l'espace bi-dimensionnel, 
f(æ.y) = x? + y2. Représenter les courbes de niveau puis calculer V'f. Tra- 
cer quelques vecteurs gradients. 


Rép. Les courbes de niveau sont des cercles de centre O. On a VF = 
(2x, 2y) = 20M. Les vecteur gradients sont effectivement perpendiculaires 
aux cercles. 


A2 L'opérateur divergence 


Définition 


L'opérateur divergence est un opérateur différentiel qui s'applique à 
un champ vectoriel et qui renvoie un champ scalaire. Il se Lit «diver- 
gence » et se note : 


— — — 


divA(M,t) ou V:A(M,t) 
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Cette notation permet de retenir l'expression de la divergence en co- 
ordonnées cartésiennes : 


0/0x A 
De # A. OA A 
JIVA (y, 2,5) = 0/07 IN A | = = d ! - L nn © 
9/z A 2 ÿ . 
(A2) 
La TAB. A2 donne les différentes expressions de la divergence d'un 


champ vectoriel exprimé dans différents systèmes de coordonnées. 


TAB. A2 : Expressions de la divergence 
dans différents systèmes de coordon- 
nées. 


Système Expression de divA = VA 


cartésien Le he 


d(rA;) | (45) , 84, 


cylindriques sde “de E 
2 1 ô(r?AÀ,) 1  ô(sin0 4) 1 04, 
SORENAUES 72 Or r sin 8 00 Ÿrsn6 ôp 
Exercice - Considérons le champ vectoriel A(r,0,ç) = a Calculer la di- 


2 
vergence de ce champ en tout point M autre que O. 


Rép. On trouve div A = 0. On dit que À est un champ à flux conservatif (sauf 
en O). 


Propriétés 
L'opérateur divergence est un opérateur linéaire et vérifie donc 
div(aA + 5B) = adivA+BdivB avec (a,B)e R? 


La divergence d'un produit vaut 


div(f.A) = V.(fA)= fV.A+ AV = fdivA+ À. gradf 


La divergence d'un champ est reliée au calcul du flux. 


Théorème de Green-Ostrogradsky ou théorème de la divergence 


Le flux d’un champ vectoriel A(M) à travers une surface fermée 
(S) est égal à l'intégrale sur Le volume V limité par (S) de la diver- 
gence du champ vectoriel. 


I AM). 45 = Il divA(M) dr avec divA=V.A 
ME(S) MEV 


Sens physique - La divergence prend un sens bien précis en méca- | | 

nique des fluides?. Considérons une portion de fluide en mouvement ; . re a > page 
- a | : emto-physiquefr/mecanique_des_- 

dans un fluide decrit par le champ de vitesse ü(M,é). AU cours du des ocouedle 

mouvement, le volume Ÿ de cette portion varie suite aux déforma- 

tions engendrées par l'écoulement. La divergence de la vitesse est 
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liée au taux de dilatation de la portion fluide par la relation 


divo — LA 
"y 


A3 L'opérateur rotationnel 
Définition 


L'opérateur rotationnel est un opérateur différentiel qui transforme 
un champ vectoriel en un autre champ vectoriel. Il se lit «rotation- 
nel» et se note 

rot A(M,t) ou VA A(M,t) 


Cette notation permet de retenir l'expression du rotationnel en coor- 
données cartésiennes : 


0 À, 0A, 0A, 
Ôx Oy Oz 
CAN © (42 
dy Oz dx 
o À, 9A, 6A, 
02 dx dy 


La TAB. A3 donne les différentes expressions du rotationnel dans dif- 
férents systèmes de coordonnées. 


Propriétés 


L'opérateur rotationnel étant linéaire, on a 


rot(aA+8B)=arotA+BrotB avec (a,f)eR? 


Le rotationnel d'un gradient est nul. 


rotgradf = V A (Vf) = 0 


La divergence d'un rotationnel est nulle. 


div (rotA) = V. (V A4) = 0 


TAB. A3 : Expressions du rotationnel dans différents systèmes de coordonnées 


Système | rotA=VAA 
0A, 0AÀ, 90A, OA, 0A, OA, 
y Oz * Oz Ox * Ôx y 


cartésien ( 


cvindrique | (104: _ 04e 84, _ 04, 18(rAg)_ 164, 
FROPAE r 00 Oz ? Oz Or ‘Tr  Ôr r 00 
a 1  O(singA,) 1 9043 1 84, 1ô(rA,) 18(rAy) 104, 
Per r sin 4 20 rsin0 06‘ rsin0 06 Tr Or ‘Tr Ôôr r_ d 


Le rotationnel d'un produit vaut 


rotfA=VA(fA)=VfAA+FÎVAA=gradf A A+ f.rot A 
Relation avec la circulation : 


Théorème de Stokes 


La circulation d’un champ vectoriel Le long d’un contour € fermé 
et orienté est égal au flux du rotationnel de ce champ à travers 
une surface & délimité par €. 


Ÿ Am) -dé= f] rotA(M) - dS 
MEC MES 


avec dS orienté à partir du sens de parcours de € et de la règle 
du tire-bouchon. 


Sens physique - En mécanique des fluides, le rotationnel du champ 
de vitesse d'un fluide en écoulement est lié à la vitesse de rotation 
Q des particules de fluide au cours de leur mouvement. 


ER 
Q = -rotu 
9 (e] 


A4 L'opérateur laplacien 


Le laplacien scalaire 


L'opérateur laplacien scalaire est un opérateur différentiel d'ordre 


deux qui transforme un champ scalaire en un autre champ scalaire. 


Le laplacien scalaire s'obtient en prenant la divergence du gradient 
et se note Af(M,t). 


®f  ®f. of 
0x2  Oy? 07? 


Af(M,t) = div(gradf) = V2f = O (A4) 


La TAB. A4 donne les expressions du laplacien scalaire dans différents 
systèmes de coordonnées. 


Système Expression de Af 


+ of ®f of 
cartesien Da? + E71 + 9227 
1 8 (21) 1 of, of 
r Or | Ôr r2 002? 02? 

ne 1 8 en 1 2 (si A 1  ®?f 
PIE r? Or (r or ) * r2sin6 06 dr ere PET 


cylindriques 
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TAB. A4 : Expressions du laplacien 
dans différents systèmes de coordon- 
nées. 
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Le laplacien vectoriel 


Le laplacien s'applique également à un champ vectoriel. Dans ce cas 
il renvoie un autre champ vectoriel et se note 


AA 


Par définition, le laplacien vectoriel s'obtient à l'aide de l'identité 


rotrotA = VA(VAA)=V(V. A) -V24 = grad(divA) — AA 


En coordonnées cartésiennes, les vecteur unitaires étant fixes, le La- 
placien vectoriel d'un champ À est tout simplement, un vecteur dont 
les composantes sont les laplaciens scalaires des composantes de 
À: 

AA(M,t) = (AA,) üx + (AA,)üÿ + (AA,)& 


A5 Accélération d’une particule de fluide 


On a vu au Chapitre 1 que l'accélération d'une particule de fluide 
située en M à l'instant t pouvait s'obtenir à l'aide du champ de vitesse 
ü(M,t) : 


. OÙ f. = - 
a(M,t) = SE + (&-V)5 
où le dernier terme désigne la partie convective de l'accélération. Ex- 


plicitons la composante suivant Ox de ce terme en utilisant l'égalité 
AA(BAC)=(A.C)B —(A.B)C avec À = ÿ, B = Vu, et C = ü, : 


(GG: Vo,)ü, = (ü-ü,) Vu, — 5 A (Vo, Aü,) 
= v, Vu, — 0 A (Vo, A ü,.) = Ve — Ü A (Vv, A ü;) 


Ainsi en procédant de la même façon pour les deux autres compo- 
santes, on obtient 


(3-V)5= 


2 +02)—DA (Vo, AG, + Vu, AG, + Vu, AG.) 
On reconnait v? dans le gradient et l'on voit apparaître roté dans le 
dernier terme. On aboutit alors à une nouvelle expression de l'accé- 
lération 


ee Où —ñû#@ Re _ 
ä(M,t) = a grad 2e (rotä) No © (A5) 


Pour en savoir plus 


N] 
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Constantes physiques définies par Le SI (valeurs exactes) 


Constante de Planck 

Vitesse de la lumière dans le vide 
Fréquence hyperfine du H3Cs 
Charge élémentaire 

Constante de Boltzmann 

Nombre d'Avogadro 

Constante des gaz parfaits 


Efficacité lumineuse 


Autres constantes physiques 


G 
€o 
Ho 
Me 
ur 


ma 


Constante gravitationnelle 
Permittivité diélectrique du vide 
Perméabilité magnétique du vide 
Masse de l'électron au repos 
Masse du proton au repos 


Masse du neutron au repos 
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Energie (J) 
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6,022 140 76 x 1023 mol 
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6,67430 x 10-11 m3 kg 52 
8,85418781 x 10-12Fm-1 
1,256637062 x 1075 Hm-1 

9,10938370 x 10-31 kg 
1,672621923 x 10-27 kg 


1,674927498 x 10727 kg 


K, Nombre de Knudsen (sans dimension) 
M Masse molaire (kg.mol-!) 

m Masse (kg) 

n Densité de particules (m3) 

P Puissance (W) 

D Quantité de mouvement (kg.m.s-1) 

p Pression (Pa) 

Qu Débit massique (kg.s” 1) 

Qvy Débit volumique (m%.s-1) 

Re Nombre de Reynolds (sans dimension) 
S Surface (sa mesure en m?) 

TF Température (K) 

t Temps (s) 

V Volume (sa mesure en m*) 

ü Vitesse (m.s”!) 

114 Travail (J) 

| Tension superficielle (J.m°?) 

À Coefficient de perte de charge (sans dimension) 
1 Viscosité (Pa.s) 

Pp Masse volumique (kg.m) 

© Contrainte (N.m-?) 

w,Q Vitesse angulaire, pulsation (rad.s-1) 
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= Relation de définition 


U Égal en ordre de grandeur 
A> B A très grand devant B 
A & B A très petit devant B 
Fi Moyenne temporelle de f(t) 
f) Moyenne d'ensemble de f 
gg Dérivée première par rapport au temps 
DE Dérivée n-ième par rapport au temps 
(Us Uys Ua) Base cartésienne 


(r,0, 2) Coordonnées cylindriques 

(a, Up, U;) Base cylindrique 

(r,0,) Coordonnées sphériques 

(u,, up, ü) Base sphérique 

A, Composante suivant l'axe (O2) : A, = Aa; 
Re Intégration sur un domaine D 

JAM) : dé Circulation de À Le long du circuit C 


J£A(M) ds Flux d'un champ vectoriel A 


JSF, FM) dr Intégrale de volume 

gradf ou Vf Gradient d'un champ scalaire 
divA ou VA Divergence d'un champ vectoriel 
rotA ou V A À Rotationne d'un champ vectoriel 
MF = Laplacien scalaire 


ÿ = 55 Somme sur les couples (i,j) avec i £ j 


couples (4,5) à j<i 
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Preface 


L'analyse numérique a pour propos la recherche et l'optimisation de méthodes qui permettent d'approcher 
la solution d'un problème mathématique pour lequel la solution exacte est inaccessible. Cette branche 
des mathématiques appliquées s'est fortement développée avec la montée en puissance des moyens 
de calcul informatique. 


L'objectif de ce cours est avant tout d'expliquer le principe de quelques méthodes d'intérêt pour la 
«résolution » numérique de problèmes en Physique. Il s'adresse à tout étudiant investi dans des projets 
informatiques (TIPE, épreuve MODELISATION de certains concours au Grandes Écoles, stage de recherche, 
etc.) et plus généralement à tout scientifique cherchant à simuler où résoudre un phénomène. 


Notez que le contenu est amené à évoluer au fil du temps en fonction des projets informatiques que 
je donne dans le cadre de mon enseignement et du temps disponible. 


Jimmy Roussel 
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AUTOUR DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES 


LA MÉTHODE D’'EULER 


La méthode d’Euler! est une procédure numérique qui permet de 
résoudre de façon approximative des équations différentielles ordi- 
naires du premier ordre avec condition initiale. Elle a Le mérite d'être 
simple à comprendre et à programmer. 


On cherche donc une solution approchée d'une équation ordinaire 
se mettant sous la forme 


. = JV), DET<T 
y(O) — Vo 


où y(#) est un scalaire ou un vecteur et f({t,y(t)) une fonction suff- 
samment régulière pour que l'existence et l’unicité de la solution ne 
pose pas de problème. 


Version en ligne 


https: 
//femto-physique.fr/analyse-numerique/euler.php 


11 Généralités 


L'approche numérique 


Les méthodes numériques employées pour «résoudre » les équations 
différentielles sont des méthodes approximatives basées sur la dis- 
crétisation de la variable + ainsi que sur l’utilisation de différences 
finies pour approcher les dérivées. Le problème se ramène alors à un 
calcul itératif, facile à automatiser à l'aide d'un programme informa- 
tique. 


Pour effectuer ce calcul numérique, l'utilisateur doit disposer : 


1. de la durée T de la simulation numérique; 

2. des conditions initiales et de La fonction f; 

3. du pas de discrétisation à. l'intervalle [0, T] est alors divisé en 
N subdivisions de même longueur h. Finalement, la méthode 
numérique renvoie une liste (yo,Y%1,,.…,Yn) contenant les va- 
leurs approchées de y(t,,) pour les différents instants t,, = nh. 


On voit immédiatement que si l'on cherche le comportement de y(t) 
à long terme, le nombre de points à calculer peut devenir très impor- 
tant ce qui exige rapidité de calcul et de la mémoire. Insistons sur le 
fait que toutes les méthodes numériques ont leur point faible. Le bon 
choix est souvent un compromis entre simplicité de mise en œuvre, 
rapidité, stabilité et précision. Cette dernière est en effet limitée par 
les erreurs liées à l'algorithme (on parle d'erreurs de troncature) et 
celle liées à la machine (erreurs d'arrondi). En général, quand les unes 
diminuent les autres augmentent de telle sorte qu'il est impossible 


11 Généralités . ....... 3 
L'approche numérique . . 
Travail préliminaire . . .. 

1.2 La méthode d'Euler . . .. 
Algorithme d'Euler .... 
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Équa-diff d'ordre deux . . 
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1: Méthode inventée par le mathéma- 
ticien Leonhard Euler en 1768. 
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de minimiser, en même temps, et l'erreur d'arrondi et l'erreur de tron- 
cature : le meilleur choix est Le fruit d’un compromis. 


Travail préliminaire 


Avant de résoudre numériquement une équation différentielle ordi- 
naire, il est conseillé de procéder à un travail de simplification qui 
passe par la définition d’un nouveau système d'unités adapté au pro- 
blème. En effet, pour minimiser les erreurs d'arrondi, il est bon de 
faire en sorte que les valeurs numériques utilisées soient de l'ordre 
de l'unité. Par exemple, pour traiter le problème de deux astres liés 
par la gravitation, il est préférable d'adopter Le système d'unités as- 
tronomiques (le temps exprimé en années, les masses en masses s0- 
laires et les distances en distances Terre-Soleil) plutôt que le Système 
international (seconde, kilogramme et mêtre). Or, changer d'unités, 
c'est finalement, définir de nouvelles grandeurs adimensionnées. 


Simplifier 


Avant toute chose, simplifier l'équation différentielle en l'expri- 
mant à l'aide de grandeurs adimensionnées. 


Prenons l'exemple de la chute libre d’une bille subissant une résis- 
tance proportionnelle à la vitesse rêgie par l'équation différentielle 
(relation fondamentale de la dynamique) 

du 


mn —av+mg avec v(0) =0 


où m désigne la masse, a le coefficient de frottement et g le champ 
de pesanteur. À partir de ces trois paramètres, on peut définir un 
temps caractéristique (temps de relaxation) r = m/a et une vitesse 
caractéristique (vitesse limite) v,, = gr. Ainsi, il est tentant d'adopter 
un nouveau système d'unités dans lequel : 


1. le temps est mesuré en unité de 7, d'où la nouvelle variable 
temporelle &* = t/7; 

2. la vitesse est mesurée en unité de v.. d'où la nouvelle variable 
vw = v/v,.; 

3. la distance étant le produit d'une vitesse par un temps, est me- 
surée en unité de £ avec £ = vw 7. 


Avec ce nouveau choix d'unités et de variables adimensionnées, l'équa- 
tion différentielle initiale prend une forme simple : 


du* 


dr —l—v* avec v*(0) = 0 


Notez que cette équation différentielle est celle que nous aurions ob- 
tenue en faisantm = 1etg = 1eta = 1. Finalement, on retiendra que 
lorsque l'on rend unitaire des paramètres physiques, cela équivaut à 


2: IL faut juste prendre garde à rendre définir un nouveau jeu d'unités?. 


unitaire des paramètres de dimen- | . ; | 
sions indépendantes. Enfin, ce qui va conditionner la valeur du pas À c'est l'ensemble des 


temps caractéristiques du phénomène que l'on modélise. Par exemple, 


dans le problème à N corps en orbite autour d'une étoile fixe, on peut 
définir N temps caractéristiques (les périodes orbitales par exemple). 
Si l'on veut décrire La dynamique du système de façon complète et 
précise il est impératif que, d'une part Le pas d'intégration h soit plus 
petit que le plus petit des temps caractéristiques, d'autre part que la 
la durée T de la simulation soit supérieur au plus grand des temps 
caractéristiques. 
RE Tmin et TZ Tmax 


Dans l'exemple de la chute libre, l'unique temps caractéristique vaut 
Tr = 1 dans le nouveau système d'unité. Ainsi, on prendra h 1 et 
T > 1. Par exemple, si l'on choisit À = 0,01 et T = 10, le nombre de 
points à calculer est de N = 10/0,01 = 1000. 


Lexiste une classe de problèmes, dit «problèmes raides » qui ont la par- 
ticularité de posséder des temps caractéristiques qui s'étalent sur plu- 
sieurs ordres de grandeur. C'est par exemple le cas, dans l'étude de la 
cinétique d'une réaction chimique décrite par deux processus molécu- 
aires dont les constantes de vitesse diffèrent sur plusieurs ordres de 
grandeur. On voit alors qu'imposer À & Tin et T > Tax amène à calcu- 
er un nombre colossal de points ce qui coûte du «temps machine» et 
produit des instabilités. Il faut alors adopter des méthodes particulières 
que nous n'abordons pas ici. 


1.2 La méthode d’Euler 


Algorithme d’Euler 


La méthode présentée ici est dite méthode d’Euler explicite. Considé- 
rons l'équation différentielle ordinaire suivante 


eu HONO)NES ES: 
Y(0) = Vo 


On peut intégrer cette équation comme suit : 


Vas) = VO) + Î Hey )dt (11) 


n 


La méthode d'Euler consiste à approcher l'intégrale par la méthode 
des rectangles à gauche : 


J JE dte x fev) 


n 


D'où le schéma itératif suivant 


Va+1 = VV n=0,1,..,N (1 2) 
Yo = y(0) | 


où y, désigne l'approximation numérique de y(#,,). La mise en œuvre 
est alors extrêmement simple : 


1.2 La méthode d'Euler 


5 
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Algorithme d'Euler 


1. Initialisation du pas h et de La durée T.. 
2. Initialisation des conditions initiales : 4 = 0 et y = y(0). 
3. Tant que t < T faire : 


a) Calcul de k, = f(t, y). 
b)y=v+hk:é=t+h 
c) Enregistrement des données. 


Exemple d’une équa-diff d'ordre un 
Appliquons cette méthode au problème de la chute libre décrite 11. 
l'équation différentielle s'écrit 


d * 
= avec v*(0) = 0 


et Le schéma itératif (1.2) donne: 


nai = Un th(— uv) 
V6 = 0 


On peut voir ici que la méthode d'Euler est une approximation au 
premier ordre en À. En effet, calculons le premier terme v} et com- 
parons le au terme exacte w*(h), sachant que la solution exacte est 
v*(t) =1—et.Ona 


vi =vi+h(i-w)=h 


à comparer avec v*(h) = 1—e-. Il apparaît immédiatement que vi et 
v(h) concordent si l'on remplace e} par son développement limité 
au premier ordre, à savoir e-" = 1 — h + O(h?). 


A À 


o  Euler:h=0,2 o  Euler:h—0,02 
— solution exacte — solution exacte 


RE = 00 Lo 


t t 


FIG. 11 : Solution numérique de l'équation à + ? = ?æ avec v(0) = 0. À gauche, le pas vaut 0,2, à droite 0,02 (1 point sur 10 est 
représenté) 


La FIG. 11 montre la solution numérique pour différents pas ainsi que 
la solution exacte. On constate que plus le pas À est petit meilleure 
est l'adéquation avec la solution exacte. On constate qu'avec un pas 
h = 0,2, l'erreur est visible à l'œil nu (de l'ordre de quelques %). 
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Ça n'est que lorsque le pas est très petit devant 1 que l'erreur est 


insignifiante. 
v(t) 
Choisissons maintenant À — 2, autrement dit un pas de discrétisation ) 
plus grand que le temps caractéristique r (qui vaut 1 puisque 7 est # . À 


l'unité de temps). On voit alors apparaître un phénomène d'instabilité Fr À + J 
numérique. C'est l'un des inconvénients de la méthode d'Euler : la 
stabilité n'est pas toujours garantie. C'est pourquoi il est recommandé 
de tester différents pas pour vérifier que le résultat est robuste. Dans 
ce cas, cela signifie généralement que l'on est loin des conditions 
d'instabilité. 


-e- Euler : À = 2 —— Solution exacte 


Exemple d'une équa-diff d'ordre deux FIG. 1.2 : Exemple d'instabilité. 


La plupart du temps, l'évolution d'un système physique obéit à une 
équation différentielle qui n’a pas forcément le bon goût d'être une 
équation différentielle scalaire du premier ordre. On rencontre plus 
souvent des systèmes d'équations différentielles ou une équation 
différentielle scalaire d'ordre supérieure à un. En mécanique, il ar- 
rive couramment que la dynamique d'un système soit décrite par une 
équation différentielle d'ordre deux. 


Par exemple, considérons le mouvement d'un pendule simple de masse 
m et de longueur £ qu'on lâche dans le champ de pesanteur g après 
l'avoir écarté de l'angle 4,. l'équation du mouvement s'écrit 


. Wy? = g/£ 
0—=-w sing avec 8(0) = 6% 
(0) = 0 


Tout d'abord, changeons l'unité de temps de façon à simplifier l'équa- 

tion différentielle. Posons r = ,/£/g notre nouvelle unité de temps ce 

qui revient à redéfinir Le temps part, = t/r.Ilest alors facile de mon- Ne de onee 
trer qu'après cette redéfinition du temps, l'équation différentielle se {je d'unités, tout se passe comme si 
simplifie? g=1et£=1. 


a : 0(0) = 6% 
0 —=—sinû avec cn | 


Cette équation peut se mettre sous la forme d'une équation diffé- 
rentielle d'ordre un, à condition de l'écrire sous forme vectorielle. En 
effet, définissons Le vecteur de dimension 2 dont la première compo- 
sante est l'angle 9 et la seconde la vitesse angulaire w = 0: 


y-(?) avec vo-(®) 


On peut alors écrire l'équation du pendule simple sous la forme 
d 0 uw 
RCE )= (LE) =revo 


Posons 8, et w, l'angle et la vitesse angulaire à l'instant t,, = n. La 
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méthode d'Euler donne 


O1 —_ (2 Un On un 2 + h Un 
(as (2 } (a) n Le — w, —h sin, 


(13) 


On peut constater sur le résultat de La FIG. 13 un autre défaut de 
la méthode d'Euler : bien que le système étudié soit conservatif, Le 
schéma d'Euler ne respecte pas la conservation de l'énergie. En effet, 
en vertu des lois de la mécanique, l'amplitude des oscillations doit 
+ trester constante, contrairement à ce que l'on observe. Plus précisé- 


FIG. 1.3 : Solution 4(t) avec un pas h — 
0,05 et 4, — 45° (1 point sur 10 est 
représenté). 


4 : Sur femto-physiquefr on trouve 
une simulation qui illustre cette dé- 
rive. 

5: Voir Chapitre 3. 


Ar ment, l'énergie mécanique du pendule simple à l'instant t,, est pro- 


portionnelle à E,, — Lu? — cos 6... Or, à partir de la récurrence (13), 
on obtient 


1 Le 
Eu = E, +h? (ui cos 8, + 3 Sin” o,) 


Par conséquent, puisque le terme (1/20? cos 6,, + 1/2 sin” 0,) est po- 
sitif en moyenne, il en découle une dérive positive de l'énergie quel 
que soit Le pas. Autrement dit, le comportement à long terme est mal 
décrit“. En pratique, lorsque l'on met en place une résolution numé- 
rique d'un système conservatif, on fait plutôt appel à l'algorithme de 
Verlet* particulièrement adapté dans le sens où elle conduit à une 
dérive de l'énergie faible aux temps longs. 


Conclusion 


Bien que la méthode d'Euler présente l'inconvénient de propager fa- 
cilement les erreurs, et même de les amplifier, elle n’est pas dénuée 
d'intérêt : simple à programmer, elle produit rapidement une solution 
approximative qui, si Le pas est bien choisi et la durée d'observation 
raisonnable, permet d'avoir une première approche du phénomène 
étudié. 


MÉTHODES DE RUNGE-KUTTA 


Les techniques de Runge-Kutta sont des schémas numériques à un 
pas qui permettent de résoudre les équations différentielles ordi- 
naires. Elles font parties des méthodes les plus populaires de part 
leur facilité de mise en œuvre et leur précision. C'est Carle Runge et 
Martin Kutta qui, au début du 20fsiècle, ont inventé ces méthodes. 


Nous décrivons ici deux algorithmes assez utilisés : celles de Runge- 
Kutta d'ordre 2 et 4. 


Version en ligne 


https://femto-physique.fr/analyse-numerique/ 
runge-kutta.php 


21 Introduction 


Dans de nombreux cas, les systèmes d'équations différentielles que 
l'on rencontre en science peuvent se mettre sous la forme d'une 
équation différentielle ordinaire du premier ordre du type : 


dy 
a = J&yE), O<E<T 
y(0) = Vo 


où y(t) est la fonction que l'on recherche, y, sa valeur initiale et f 
une fonction connue suffisamment régulière pour que l'existence et 
l'unicité de la solution ne pose pas de problème. Notez que y(t) peut 
être un scalaire ou un vecteur. 


À l'instar de la méthode d'Euler, celles de Runge-Kutta sont des sché- 
mas numériques à un pas basés sur la discrétisation de la variable t. 
On note h ce pas et y, la valeur approchée de y(t,,) pour les différents 
instants t,, = nh. 


En intégrant l'équation différentielle entre t,, ett,,, on a la relation 


tuth 
UE) — Un) = Î FC y(e)) de (21) 


n 


L'idée consiste à approcher cette intégrale de façon plus précise que 
ne le fait la méthode d'Euler. Mais avant de voir comment, revenons 
sur la méthode d’Euler. 
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1: Pour un exemple, voir 1.2 du Cha- 
pitre 1 
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Euler explicite 


A 


FE, y(t)) 


erreur 


approximation 


tn tn+1 
FiG. 2.1 : Méthode d'intégration suivant 
le schéma d'Euler explicite. 


Euler implicite 
erreur 


FOPONS 


tn tn+1 


FIG. 2.2 : Méthode d'intégration suivant 
le schéma d’Euler implicite. 


2.2 Retour sur Euler 


Euler explicite 


L'intégrale (21) peut s'approcher par la méthode du rectangle à gauche: 


RCTOIL ELEC) 


n 


D'où le schéma itératif suivant 


{ Un+1 = Un LE Rf(E,,Yn) 
(22) 
Yo — y(0) 


IL s'agit de la fameuse méthode d'Euler explicite. Graphiquement, on 
voitimmédiatement que cette méthode sous-estime(sur-estime) l'aire 
quand la fonction f croît(décroît) au cours du temps. 


L'erreur produite correspond à l'aire grisée de forme quasi-triangulaire 
et de dimension h x ph où p est la pente de f à l'instant #,. L'erreur 


vaut donc à peu près 
1 
ph? 
CE 9P 
Après N itérations, on commet une erreur globale de l'ordre de Nip h? = 
2Tph où T'est la durée totale. Aussi, pour une durée donnée, l'erreur 
globale augmente linéairement avec le pas À : on dit que la méthode 


d'Euler est d'ordre un. 


(23) 


Euler implicite 


On aurait également pu approcher l'intégrale (21) par la méthode du 
rectangle à droite : 


REC ELES CRTC) 


n 


D'où le schéma numérique, dit schéma d’Euler implicite : 


{ Un+1 = Un + RCE Unix) 
Yo — y(0) 


Notez que dans ce cas, y,,, est présent dans le terme de gauche 
et celui de droite. Contrairement à la méthode d’Euler explicite, la 
grandeur recherchée y,,., est reliée à une fonction qui dépend de 
cette même grandeur. Autrement dit, y,,, est défini implicitement 
d'où Le nom de la méthode. Il faut donc résoudre l'équation implicite 
à chaque étape ce qui demande l'emploi d’un algorithme annexe (di- 
chotomie, algorithme de Newton-Raphson, etc.). 


(24) 


Cette méthode, comme on le voit graphiquement, produit une erreur 
opposée à celle de la méthode d’Euler explicite; elle est donc aussi 
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d'ordre un. De surcroît, elle apporte une complication dans la réso- 
lution de l'équation (2.4). Cependant, cet inconvénient est compensé 
par le fait, qu'en général, les méthodes implicites sont plus stables 
que les méthodes explicites. 


2.3 Les améliorations de Runge-Kutta 


Runge-Kutta d'ordre 2 


On voit immédiatement que l'on peut améliorer l'estimation de l'in- 
tégrale en calculant l'aire d'un trapèze au lieu de celui d’un rectangle. 
La méthode du trapèze consiste en l'approximation suivante : 


u b—a 
J fede + 10 + 0) 


Appliquée à l'intégrale (21), cela donne 


IRECTOLEE 


n 


[CP CEns YCEn)) + FC (En 1))] 


Ici, l'intégrale dépend des valeurs de y, et y,,, ce qui, si on en restait 
là, donnerait lieu à une méthode implicite. Pour éviter ces complica- 
tions, on utilise la méthode d'Euler (explicite) afin d'estimer la valeur 
Yn1 Qui intervient dans f(t,,1,y(t,,1)). On obtient le schéma itératif 
suivant : 


1 1 k: = Fes) 
Yn41 = Yn +R (4 + 5) avec k, = ft, +hy, +hk;) 
Yo — y(0) 


(25) 
Cette méthode présente l'avantage d'être précise et assez simple à 
programmer (voir algorithme ci-dessous). 


Algorithme RK2 


1. Initialisation du pas h, de la durée 7. 

2. Initialisation des conditions initiales : & = 0 et y = y(0). 
3. Définition de la fonction f(#, y). 

4. Tant que t <T faire : 


a) Calcul de k, = f(#,y). 

b) Calcul de k, = f(t+h,y+hk;). 
 y=y+i(tithk)it=t+h 
d) Enregistrement des données 


Ce schéma numérique présente deux erreurs de troncature. Tout d'abord, 
l'approximation de l'intégrale par l'aire d'un trapèze produit une pre- 
mière erreur e,. On voit bien graphiquement que la méthode du tra- 
pèze neutralise l'erreur des méthodes d’Euler : l'erreur e, est liée à 


Méthode du trapèze 


À 


FCE y(E)) 


tn tn+1 


FIG. 2.3 : Méthode d'intégration suivant 
le schéma de Runge-Kutta d'ordre 2. 
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la courbure de la fonction et non à sa pente c'est pourquoi e, va- 
rie comme h° (au lieu de À? pour les méthodes d'Euler). Ensuite, 
on commet une deuxième erreur e, lorsque l'on estime y,,, par 
Un + hf Yn) dans le calcul de f(#,,1, +1). Dans ce cas, un calcul 
de propagation d'erreur mène au résultat suivant : e, = À x SL X Ep 
avec e l'erreur donnée par la formule (23). Pour finir, l'erreur pro- 
duite à chaque étape s'écrit epxo = e, +e2 = C®h* de sorte que 
l'erreur globale, pour une durée T fixée, se comporte comme A2. Il 
s'agit donc bien d'une méthode d'ordre deux comme son nom l'in- 
dique. 


Runge Kutta d'ordre 4 


La méthode de Runge-Kutta d'ordre 4 est une étape supplémentaire 
dans le raffinement du calcul de l'intégrale (21). Au lieu d'utiliser la 
méthode des trapèzes, on utilise la méthode de Simpson. Celle-ci 
consiste à remplacer la fonction intégrée par une parabole passant 
par les points extrêmes et le point milieu. On a 


b 
[roger +4 +10 


Appliquée à l'intégrale (21), cela donne 


ni 


LT Feuto dt à [Hs ute D) + 4 (be tn a) + Ft bn 2) 


n 


d'où la relation 


h 
Un+1 = Un Te 6 [FC Un) + Af(tn4172 Un+1/2) Tr Pts Un1)] 


Ici, une difficulté apparaît car l'équation présente deux inconnues : 
Un+172 EtYn41. Pour rendre Le schéma explicite, il faut estimer 4f(€,,, 1,2, Yn+172) 
et ft @aur) à partir de y... éth. 


Commençons par le terme 4f(t,,1,2,Y(t14172) que l'on décompose 
en deux termes identiques 


2f(tn412 Un+1/2) Lu 2f(tn4172 Un+1/2) 


Dans le premier, on remplace y,,,,/, par sa valeur déduite de la mé- 
thode d'Euler explicite; à savoir he = dat h/2f(t,,y,). Dans le 
deuxième terme, on remplace y,,,/2 par sa valeur déduite de la mé- 
thode d’Euler implicite : ra yo = Yn + h/2f(tn41/2; Yn+172) que l'on 
va approcher par y,, + R/2F(tn172; Yn+12)- Les méthodes d’Euler im- 
plicite et explicite produisant des erreurs quasi-opposées, on a ainsi 
l'espoir de minimiser l'erreur sur le calcul de 4f(4,,,:2, Yn+172). Pour 
résumer, on écrira 


k, — AC Un) 
Af(En+1/2: Ynr172) © 2k2+2k3 avec k = ff, +3hu + 3hk) 


2.3 Les améliorations de Runge-Kutta | 13 


Quant au terme f(é,,1,Yn+1), On l'approche en estimant y,,, par la 
méthode du point milieu, c'est-à-dire en appliquant la méthode du 
rectangle au milieu : 


Un+1 © Un + Rf(En4172 Un+1/2) T Un nn Rf(En4172 di) 


In fine, on obtient Le schéma explicite, dit de Runge-Kutta d'ordre 4: 


Par rapport à la méthode RK2, ce schéma numérique exige deux fois 
plus de calcul à chaque pas et donc un temps de calcul plus long, sans 
parler des erreurs d’arrondi qui s'accumulent plus vite. Cependant, ce 
défaut est compensé par un gain de précision. En effet, comme son 
nom l'indique, il s'agit d'une méthode d'ordre 4. On peut le vérifier 
sur un exemple simple. Prenons l'équation 

dy 


da =l-v avec y(0)=0 (2.6) 


dont la solution est la fonction exponentielle y(t) = 1 — et. 


Quelle valeur prévoit la méthode de Runge-Kutta-4 pour y, = y(h)? 
Sachant que l'on a ici f(t,y(t)) = 1 — y(t), le schéma numérique 
donne 


ki = F(0, Yo) = 1— Yo = 1 
ko = fGhyo+éhk;)=1-Èh _ 
k3 GR, % AS Thko) — 1 _ L(R— 2h?) 
ka = J(R,ÿo+hk3) =1—hR(1— Èh + LR?) 
d'où il vient 
Re 1 1 1 
Yi — Yo + n ge Fakotah+ak)=h SR ER TRE 


qui n'est rien d'autre que le développement limité de la solution exacte 
y(h) à l'ordre 4. Ainsi, même avec un pas modeste, la précision reste 
bonne comme l'illustre la FIG. 2.4. 


Terminons par l'algorithme complet : 


Algorithme RK&4 


1. Initialisation du pas h, de la durée T. 

2. Initialisation des conditions initiales : 4 = 0 et y = y(0). 
3. Définition de la fonction f(#, y). 

4. Tant que t < T faire: 


a) Calcul de k, = f(t,y). 

b) Calcul de k, = f(t+h/2,y + hk:/2). 
c) Calcul de k, = f(t+h/2,y+hk,/2). 
d) (+R, y+hk3). 


Calcul de k, = 


( 

(é En LR, Un Es Shk) 
3 6 k3 — JE TT LR, Un TT Shko) 

(tn TT h, Un La hk3) 


> t 


ORK4: h = 0,2 —— solution exacte 


FIG. 2.4 : Résolution numérique de 
l'équation (2.6) par la méthode de 
Runge-Kutta-4. 
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2 : Le pas h est alors variable et 
s'adapte pour optimiser précision et 
temps de calcul 


3: Voir par exemple Chapitre 3 


f) Enregistrement des données 


2.4 Conclusion 


Les techniques de Runge-Kutta, d'ordre 2 ou 4, ont l'avantage d'être 
simples à mettre en œuvre, précises et assez stables pour les fonc- 
tions courantes rencontrées en physique. C'est ce qui explique leur 
grande popularité. De nombreux logiciels de calcul utilisent par dé- 
faut la méthode RK4 dans sa version adaptative?. 


Bien entendu ces méthodes ont aussi leurs défauts : elles sont assez 
gourmandes en temps de calcul et ne sont pas adaptés aux systèmes 
conservatifs aux temps longs?. 


LA MÉTHODE DE VERLET 


IL est fréquent de vouloir étudier un système dynamique conserva- 
tif sur une longue durée. Par exemple, la question de la stabilité du 
système solaire - dont il est nul besoin de rappeler l'importance - 
nécessite d'étudier sur des périodes séculaires un système quasi- 
conservatif de 8 planètes et de leurs satellites. La solution analytique 
étant inaccessible, on met en place un traitement numérique du pro- 
blème. Les algorithmes classiques d'ordre élevé (Runge-Kutta d'ordre 
4) ont tendance à fournir une dynamique aux temps courts de bonne 
qualité mais ont le défaut de produire une dérive de l'énergie aux 
temps longs. Dans ce cas, on a recours à des méthodes numériques 
dites symplectiques, particulièrement adaptées aux systèmes conser- 
vatifs et supérieures aux méthodes classiques dans le sens où elles 
conduisent à une dérive de l'énergie faible aux temps longs. 


Version en ligne 


https://femto-physique.fr/analyse-numerique/ 
methode-de-verlet.php 


31 Algorithmes de Verlet 


Défauts des méthodes classiques 


Une des raisons de l'inefficacité des méthodes classiques (Euler, Runge- 


Kutta) est leur caractère non réversible en temps : changer le pas 
temporel k en —h donne des équations différentes. Or, un système 
conservatif est réversible. 


Voyons pourquoi la méthode d'Euler est intrinsèquement irréversible 
sur l'exemple d'une particule soumise à une force conservative : 


de 10) _ 3 
dt m (31) 
dr ue 
dt __” 


La méthode d'Euler permet de ramener cette équation différentielle 
à un schéma itératif : 


Bu = +äh 
{ | (32) 


Bu = +uh 


Changeons le sens d'écoulement du temps (h — —hetn+1 — n—1). 
On obtient alors : 


Un = ui +ah 


= But 
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3 LA MÉTHODE DE VERLET 


ce qui ne correspond pas à ce que donne le schéma (32) à l'instant 
n h. Le schéma d'Euler est donc irréversible alors que l'équation du 
mouvement ne l'est pas. 


L'algorithme de Verlet à deux pas 


Un des algorithmes symplectiques les plus simples à mettre en œuvre 
et largement utilisé en dynamique moléculaire est l'algorithme de 
Verlet. Il repose sur le développement de Taylor du vecteur position 
à l'ordre 3 aux instantst+hett—h: 


2 3 82 
P(t+R) = 7(t) + hü(t) + 00) + es + O(h4) 

2 3 4x 
FCt—h) = 7(t) —hü(t) + : ä(r(t)) : _. + Oh) 


En sommant ces deux équations, la vitesse disparaît et l'on obtient, 
aux erreurs d'ordre 4 près, Le schéma itératif suivant : 


a+ TE 274, . di + ah? (33) 


IL est facile de constater que ce schéma est réversible en temps et 
donc particulièrement adapté à l'étude des systèmes conservatifs 
dont les forces ne dépendent que de la position. En revanche cet 
algorithme présente deux défauts : 


1. IL s'agit d'un schéma à deux pas : l'itération ne peut démarrer 
que si l'on connaît 7; et #.,. Or, en général, les conditions ini- 
tiales se résument par la donnée de r; et ü,. Il est d'usage alors 
d'initier l'itération à l'aide d'un développement de Taylor: 


2 
Fi = T6 AU + 
2. Si l'on s'intéresse à l'évolution d'une grandeur faisant intervenir 
la vitesse (comme l'énergie cinétique), celle-ci se calcule à l'aide 
de la formule 


On voit donc que le calcul de la vitesse consiste à soustraire 
deux nombres voisins ce qui produit des erreurs d'arrondi im- 
portants. 


C'est pourquoi, on utilise en général une autre version algorithmique 
qui est mathématiquement équivalente à la version originale de Ver- 
let mais qui présente l'intérêt d'être à un pas. 


31 Algorithmes de Verlet 


Algorithme de Verlet à un pas 


l'algorithme de Verlet à un pas repose sur Le schéma numérique sui- 


vant : 
a+ — Ta + Rv% + on 
à ne. 
Ua — Un + 5 (An + ên+1) 


On procédera donc ainsi: 


Algorithme de Verlet à un pas 


1. Initialisation du pas h, de la durée 7. 
2. Initialisation des conditions initiales : & = 0, r = 75 et ü = &w. 
3. Définition de la fonction ä(r). 
4. Tant que t < T faire: 
a) Calcul de aç = à(r à 
b) Nouvelle position : À = # + hô + as. 
c) Calcul de a; = ä(r 
d) Nouvelle vitesse : 5 = 5+ *(aÿ+a) 
e) t=t+h. 
f) Enregistrement des données 


Cette méthode, de part sa qualité et sa facilité de mise en œuvre est 
l'une des plus utilisée en dynamique moléculaire. 


Illustration avec Le pendule simple 


Considérons un pendule simple de masse m, de longueur £ dans un 
champ de pesanteur g. L'écart angulaire 4 par rapport à la position 
d'équilibre vérifie l'équation différentielle 


Ü=-wêsing avec wi = /g/£ 


Tout d'abord changeons l'unité de temps de façon à simplifier l'équa- 


tion différentielle. Posons r = ,/L/g notre nouvelle unité de temps ce 1: Notez que dans ce nouveau sys- 
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qui revient à redéfinir Le temps part, = t/r.Ilest alors facile de mon-  tème d'unités, tout se passe comme si 


trer qu'après cette redéfinition du temps, l'équation différentielle se 21 PÈRE 
simplifie! 
ÿ=-sing ou { Fr. 
w —= —siné 


Comparons les schémas numériques d'Euler et de Verlet (version à un 
pas) associés à cette équation différentielle. Posons 0, et w,, l'angle 
et la vitesse angulaire à l'instant ét, = nh. 


La méthode d’Euler donne 


Bu = 0h +wh 
Wns1 = Un —SiNn8,h 
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3 LA MÉTHODE DE VERLET 


L'énergie mécanique du pendule simple est proportionnelle à E,, = 
Fu? —cos 6. Le pendule simple étant un système conservatif, E,, doit 
rester constant. Or, on trouve 


1 Le 
bn =E; tie (ui cos 6, + : sin” o,) 
Le terme (1/24? cos 0, + 1/2 sin” 0,) est en moyenne positif de telle 


sorte que l'on observe une dérive positive à long terme. 


Quant à la méthode de Verlet à un pas, on a le schéma numérique 
suivant : 
Onir = On +wnh—1/25in0,h? 
Wns1 = wn —1/2(sin8, +sin0,.:1)h 


À partir de cette rélation de récurrence on montre que 

Bi — FE, F O(h*) 
En d'autres termes, à l'ordre 2, la méthode de Verlet respecte la conser- 
vation de l'énergie mécanique contrairement à la méthode d'Euler. 


La simulation que l'on trouve sur femto-physique.fr illustre bien le 
phénomène de dérive de la méthode d’Euler et la grande stabilité de 
celle de Verlet. 


MÉTHODE D'EULER-RICHARDSON 


Les méthodes classiques utilisées pour approcher les solutions des 
équations différentielles (Euler, Runge-Kutta ou Verlet) présentent 
l'inconvénient d’avoir un pas fixe. Or, dans de nombreuses situations, 
une grandeur physique peut varier rapidement un moment, puis plus 
lentement ensuite. Il est alors judicieux d'adapter le pas en fonction 
des besoins, c'est-à-dire de le diminuer lorsque les variations sont 
rapides et de l'augmenter dans l'autre cas, de façon à économiser du 
temps de calcul. C'est la philosophie des algorithmes à pas adaptatif 
dont la méthode décrite ici fait partie. 


Version en ligne 


https://femto-physique.fr/analyse-numerique/ 
euler-richardson.php 


41 Schéma d’'Euler-Richardson 
Généralités 


Tout d'abord, précisons que l'on cherche à approcher la solution d'une 
équation différentielle avec condition initiale qui se met sous la forme 


F = fhyoh OSI<T 
y(O) — Vo 


avec y(t) un scalaire ou un vecteur et f(#, y(t)) une fonction suffisam- 
ment régulière pour que l'existence et l'unicité de la solution ne pose 
pas de problème. 


À l'instar de la méthode d'Euler, la méthode d'Euler-Richardson est 
basée sur La discrétisation de la variable + ainsi que sur l’utilisation 
de différences finies pour approcher les dérivées. La différence réside 
ici dans l'utilisation d'un pas variable, dont la valeur est liée à la 
précision exigée par l'utilisateur. Ainsi, l'intervalle [0, T] est divisé en 
subdivisions de longueur variable h,,. On a la relation 


tn == bn1 LE hy 
Le nombre de points n'est alors connu qu'a posteriori. 


Rappelons enfin, qu'avant d'effectuer la résolution numérique, il est 
conseillé de procéder à un travail de simplification qui passe par la 
définition d'un nouveau système d'unités adapté au problème. On 
commence donc par ré-exprimer l'équation différentielle à l'aide de 
grandeurs sans dimension!) 
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Principe de l'algorithme . 
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Travail préliminaire 
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1: cf la 11 du Chapitre 1 
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4 MÉTHODE D'EULER-RICHARDSON 


Principe de l'algorithme 


Commençons par rappeler la méthode d'Euler. La valeur y£l, corres- 
pondant à l'instant {,,. est donnée par 


Voui _ Va + Rf(t Ya) 


où h est le pas t,,, —t,. Nous savons que la méthode d'Euler est 
d'ordre un. Elle produit une erreur de troncature €, = kh? où k est 
une constante liée aux valeurs de la dérivée de f(#,y(t)). 


Envisageons maintenant une évolution en deux étapes de pas h/2, ce 
qui nous donne une seconde évaluation que l'on note y°? : 


h h 
Nes = Yn ne 5 Fa) Ya) ne 5 (n+172: Yn+1/2) 
ce qui produit une erreur 


| hR2 1 
2 


2x (> cree 


Ainsi, on peut espérer que les erreurs se compenseront (tout du moins 
à l'ordre 2) si l'on calcule y,,,, de la façon suivante : 


Vasr = 2 Vin — Van = Ya + R (En4172 Yn+172) 


d'où Le schéma numérique suivant : 


k,, an JG n) > 
Vo = y(0) 
Va+1 = Va 9 R kK'h: 


En prime, on peut accéder à la quantité 


h h, 
E2 — d'Eee —Yéul= 2 (En 4172 Vn+112) + bn Yn)| Sn Ik, — Kk,| 


qui représente l'erreur que l'on fait avec la méthode d’Euler lorsque 
l'on multiplie par deux le pas (h/2 — h). Cette erreur va nous servir 
d'indicateur pour savoir si l'on peut augmenter le pas où s'il faut le di- 
minuer. Il suffit alors de fixer un seuil de précision (notons le eu). Si 
l'erreur est plus grande que e,, d'un facteur a, il suffit de réduire le 
pas d’un facteur /a puisque &, varie comme h?. Symétriquement, si 
l'erreur est plus petite que le seuil d'un facteur a, alors on s’autorise 
à augmenter le pas d'un facteur 4/a, l'idée étant de ne pas gaspiller 
du temps de calcul. 


Résumons maintenant la méthode : 
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Algorithme d'Euler-Richardson 


1. Initialisation du pas À, de la durée T'et du seuil de précision 
Eseuil- 

2. Initialisation des conditions initiales : 4 = 0 et y = y(0). 

3. Tant que t <T faire: 


a) Calcul de k = f(t,y). 

b) Calcul de k’ = f{(t+h/2,y +kh/2). 

c) Calcul de € = #|k’ —k| et a = €/éseu. 

d) Sia >1faireh—0,9h/,/a. 

e) Sia < 1fairey=y+Kkh;h=0,9h/Va;t =t+h; 
enregistrement des données. 


NB : l'erreur est calculée en prenant la norme définie par |A] = 
[Al +|14] +. +]14,] où À; sont les composantes du vecteur A. 


Le facteur 0,9 permet de rester en dessous du seuil de précision. 


4.2 Le mouvement képlerien 


Illustrons cette méthode sur l'exemple du mouvement d'un astre A en 
orbite elliptique autour du soleil S. Dans Le cas où l'ellipse est de forte 
excentricité, la distance r = AS varie de façon importante entre le pé- 
rihélie (point Le plus proche du soleil) et l’aphélie (point Le plus éloi- 
gné) ce qui signifie que la force de gravitation -inversement propor- 
tionnelle au carré de la distance AS- varie sur de grandes échelles. 
On comprend dés lors qu'une méthode à pas variable convienne 
mieux qu'une méthode classique. 


Travail préliminaire 


2: Référentiel que nous supposons ga- 


Si l'on note m, la masse du soleil, et m <« m, celle de l'astre, le  hléen pour notre propos. En réalité 


mouvement de ce dernier dans le référentiel héliocentrique? est régi le soleil oscille légèrement autour du 
par l'équation du mouvement : centre de masse du système solaire. 
d?SA Gmm, — 
= SA 4.2 
dt? Tr (2) 


Adoptons le système d'unités astronomiques (u.a) dans lequel l'unité 
de longueur est le demi-grand axe de l'orbite terrestre a = 150.105 km, 
l'unité de temps est la période orbitale terrestre 7, = 1 an et l'unité 
de masse, celle du soleil m,. La troisième loi de Kepler nous donne 
la valeur de GS dans ce système d'unités 


a _ Gm, 


ie 7 Ar? 


— G—Ar 


ce qui permet de reformuler l'équation (4.2) dans le plan (x, y) : 


An?x Ar?y 


Free NT 
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IL s'agit donc de deux équations scalaires du second ordre que l'on 
peut transformer en une équation vectorielle du premier ordre, de la 
forme ÿ = f(y) si l'on pose : 


Vz 
HA y 
_ | y = Ar?x 
ÿ NE Ve et f(Y) (x? IG y2)3/2 
Vy Ar? y 
_ (x? + y2)9/2 


Notons qu'ici La fonction d'évolution f(y) ne dépend pas explicite- 
ment du temps (on dit que l'équation différentielle est autonome). 


Résultat 


Supposons qu'à l'instant initial £ — 0, l'astre soit lancé depuis le 
point (x = 0,5,y — 0) avec un vecteur vitesse (v, = O,v, — 12) 
(dans les unités astronomiques). Observons le résultat correspon- 
dant à une durée T = 4,768 ans, un pas initial À — 0,04 (environ 
15 jours) et une précision es — 0,018. On applique la méthode 
d'Euler-Richardson : 


1. Initialisation : À = 0,04, T = 4,768 ans et ei = 0,018. 


y = 0,5 
2. Conditionsinitiales:4=0ety= | 2 : : 
3 = 
Ya = 12 
3. Tant que t < T faire: 
a) Calcul de k= f(y) : 
V3 
Va k 
k 4r?y; : ko 
2 + yo2)3/2 ks 
nu AT? ya ka 
(1? + ya2)5/2 


b) Calcul de k’ = f(y + Ëk): 


V3 FT (h/2)k3 
ÿa + (R/2)k4 k! 
ke = 4m? [gi + (h/2)k:] - k, 
[Ga + (h/2)k)2 + (ue + (h/2)k2 T7 k, 
Ar? [yo + (R/2)ko] k4 


[Ga + (h/2)k1)2 + (ve + (h/2)k2 T7 


c) Calcul de l'erreur  =|k—k'|} et a: 


h F / 4 à 
e= (ki —Rl+lk kol + |k3 — kal + |k4 — ka 


) et a—E/Eseui 


d) Sia > 1 faire A=0,9h/,/a. 


e) Si a < 1 faire y = y+kK'h; h = 0,9h/Va;t = t+h: 
enregistrement des données. 


La figure 41 montre le résultat et Le compare à celui obtenu avec la 
méthode de Runge-Kutta. Dans les deux cas, le nombre de pas est le 
même :N — 119. Avec la méthode d'Euler Richardson, l'astre fait un 
tour en 4,768 ans alors qu'avec Runge-Kutta il ne met que 4,218 ans. 


Comparaison pour un pas initial h =0,04 = 15 jours 


20 —— Runge-Kutta 4 
_— Euler-Richardson 


y (ua) 
[æ] 
[=] 


Théoriquement, on prévoit une trajectoire elliptique de grand-axe 
2a = 5,675 et de période T4 = 4,779 an. Malgré le faible nombre 
de points, la méthode d’'Euler-Richardson donne un résultat tout à 
fait acceptable (0,2% d'erreur sur la période). Les points sont d'autant 
plus denses que l'astre est près du périhélie car l'attraction et donc 
l'accélération, est grande. En revanche, la méthode de Runge-Kutta 
est décevante (11% d'erreur sur la période). Le pas étant trop grand 
près du périhélie, la trajectoire est instable et l'astre a tendance à 
«spiraler» en convergeant sur le Soleil pour quitter le système so- 
laire au bout d'un certain temps. 


4.3 Conclusion 


En conclusion, le calcul numérique est un outil intéressant à condi- 
tion d'avoir un regard critique sur le problème et les résultats. Bien 
que les méthodes classiques soient très utilisés, il faut savoir qu'il 
existe de nombreuses méthodes numériques plus où moins sophis- 
tiquées, Les plus précises étant Les méthodes à pas adaptatifs comme 
la méthode que l'on vient de présenter. 


4.3 Conclusion 23 


FIG. 41 : Trajectoire d'un astre au- 
tour du Soleil obtenue numérique- 
ment pour une durée T = 4,968 ans. 
Conditions initiales : x(0) = 0,5 ua, 
y(0) = 0, ÿ(0) = 12 ua/an et &(0) = 0. 
Nombre de points N = 119. 


AUTOUR DES CHAMPS 


RÉSOUDRE L'ÉQUATION DE 
LAPLACE 


Ce cours aborde une méthode numérique simple à mettre en œuvre 
pour résoudre l'équation de Laplace : la méthode de relaxation. 
Version en ligne 


https://femto-physique.fr/analyse-numerique/ 
methode-de-relaxation.php 


COMMENT TRACER UNE LIGNE DE 
CHAMP ? 


En physique, il arrive souvent que l'on veuille représenter la distri- 
bution d'un champ vectoriel; le champ d'écoulement en dynamique 
des fluides ou le champ magnétique créé par un circuit électrique en 
sont des exemples. La ligne de champ est un concept intéressant à ce 
titre. Ce tutoriel explique comment tracer numériquement ces lignes 
de champs connaissant l'expression du champ en chaque point de 
l'espace. 


Version en ligne 


https://femto-physique.fr/analyse-numerique/ 
tracer-ligne-de-champ.php 
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Version en ligne 
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COMPLÈTES 


Version en ligne 


https://femto-physique.fr/analyse-numerique/ 
integrales-elliptiques.php 


81 Introduction 


Les intégrales elliptiques complètes de première et seconde espèce 
sont respectivement définies par 


r/2 r/2 
KR = | et E&= | V1 sin° pde 
0 0 


avec k € [0;1[. 


1 — &2 sin” y 


Elles ont été étudiées par Adrien-Marie Legendre en 1792 et inter- 
viennent dans de nombreux problèmes de physique comme l'étude 
du pendule simple, le champ magnétique créé par une spire, la mu- 
tuelle inductance entre deux spires, la perturbation des planèêtes, 
etc[1-4]. Ces intégrales ne s'expriment pas en termes de fonctions 
simples. Bien sûr on peut utiliser une méthode numérique de cal- 
cul d'intégrale pour en donner une valeur approchée, mais la conver- 
gence n’est pas aussi rapide que celle de La méthode que l'on propose 
ici. En effet, ces deux intégrales sont étroitement liées à la moyenne 
arithmético-géométrique! ce qui permet en quelques lignes de code 
et quelques itérations de calculer K(k) et E(k) avec une grande pré- 
cision. 


8.2 Moyenne arithmético-géométrique 


Considérons les suites réelles (a,,) et (b,) définies par les relations 


An — 2 (an-1 + by_1) ag — à 0 
avec 
D, — VG@n_10n_1 bb = b<a 


Ces suites, comme on le constate dans la TAB. 81, convergent très vite? 


vers une limite commune M, , dite moyenne arithmético-géométrique. 


Moyenne 
Itération  Arithmétique (a,)  Géométrique (b,)  |a, —b,| 
n =0 1 0,5 0,5 
n=il 0,75 0,707106781.. 4.107? 
n =2 0,72855330.. 0,72823766.. m 3.107 
n =3 0,728395524. 0,728395507.. m 2.107È 


81 Introduction ....... 35 
G2AGM same. 35 
8.3 Intégrales elliptiques et 
AGM' 5 hrs memtsé de 36 
Intégrale de 1espèce . . 36 
Intégrale de 2*espèce .. 37 
8.4 Méthode numérique . .. 38 


[1]: ROUSSEL (2016), Période du pendule 
simple 

[2] : ROUSSEL (2016), Champ magné- 
tique créé par une spire 

[3]: ROUSSEL (2022), Calculateur d'auto- 
inductance 

[4] : Lo et al. (2013), «Advance of per- 
ihelion » 

1: arithmetic-geometric mean en an- 
glais, souvent noté AGM. 


2: On peut montrer que 


1 
Ant1 — bas < g6 (an En bh)? 


d'où une convergence quadratique. 
TAB. 81 Termes de la suite 
arithmético-géométrique pour 
a=1etb=0,5 
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Intégrale de première espèce 


Considérons l'intégrale suivante : 


7/2 a. 
T(a,b) = Î 
0 
V 


a? cos? y + b2 sin” 


Cette intégrale présente la propriété remarquable d'être invariante 
par la transformation a (a+b)/2etb+ Vab. 


Démonstration 


Commençons par effectuer le changement de variable £ = btan y. On a 


L  } 2 
1+tançod 
re Mu 
V2 cos? y + D? sin” = cos p4/a? + b2tan?p 


Ainsi, I(a,b) s'écrit également 


dé = b(1 + tan” &) dy = 


et 


= cos v dt =) 
h vh+t2cospva+t J —— (62 +12) 


Montrons maintenant que J(a,b) = 1(%2, Vab). Pour cela effectuons un 
3: On peut vérifier que la relation est nouveau changement de variable? u = 1(4— %). Multiplions à gauche et 


bijective. à droite par + puis différentions : 
1 b ; 
2 = =ut — tdt=tdut+udé soit du= (1 - =) dé 


Par ailleurs, le dénominateur de l'intégrande s'écrit 


V/(a2 +82) b2 +2) — VE (a? /t2 1)(b p? à F5 = ne? Lp2 +421 


Elevons au carré la relation de changement de variable : #? + ee. = Au? + 
2ab; puis réinjectons dans l'expression précédente : 


2p2 
fe -b +82. _ t/a + D)? + Au? 


Donc, après changement de variable, Z(a,b) devient 


I(a,b) = | at 
Le (tu) 4/2 + (82) 
Pour terminer, puisque t vérifie l'équation du second degré 


t2 — Qut — ab = 0 s t—u = +Vu? + ab 


Finalement, on obtient 


CE du 
) (u? + ab) 1 /{u2 + (454)2) (u? + at) 


HGb)E de 


LT 
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Par conséquent, si l'on appelle (a,) et (b,) Les termes de la suite 
arithmético-géométrique générés par les termes initiaux a et b, l'in- 
tégrale Z(a, b) vérifie La propriété suivante 


T(a, b) nn T(a1,b1) mn 1(2,,0,) nn TIM, 5 M, 5) 


cette dernière intégrale se calculant sans difficulté : 


r/2 de T 


I(a, b) DE I(M, 5 M, 5) n M — °M , 
a,b a,b 


0 


Il nous reste plus qu'à relier l'intégrale elliptique de première espèce 
à (a,b). IL est facile de vérifier que 


K(k)=I(1,V1-k) car cos2@+(1—k2)sin”@ = 1—k2sin° 


Retenons le résultat suivant 


Relation entre X(k) et AGM 


te 


K(K) = (81) 
2M, > 
où M, xx est la limite de La suite arithmético-géométrique avec 
a=1letb=vV1—k?. 
Intégrale de seconde espèce 
En plus de J(a,b), considérons deux nouvelles intégrales : 
cos? de 


Jab= | V/a? cos? p + b sin? pdy et Lab = | 
0 Q V 


a? cos? + b2 sin” 


À l'aide des deux changements de variable[5] rencontrés dans la sec- [5]: Capriceuui (1996), l'algorithme de 
tion précédente, on peut montrer la propriété suivante : Gauss-Salamin 
ec? = a, ?2—-b,° 
co2L(b, a) = SI(a,b) avec & = S 21e 2 (8.2) 
n=0 


où a, et b, Sont les termes de la suite arithmético-géométrique ini- 
tiée par a et b. Explicitons le premier terme c?L(b, a) : 


7/2 
c?=a—b et Lba)= | | 
0 b2 


Le changement de variable = 7? — & transforme L(b,a) comme 
suit : 


cos? © do 


- 2 
cos? 6 + a2sin° 


L(b, a) -f" sin 46 
L V/a2 cos? 6 + &? sin? 6 
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de sorte que c?L(b, a) vaut 


5 des si po 2 > 2 
aPLb0 = | a* Sin —b*sin do = | a° do 
û V/a2 cos? 6 + b2 sin? & û V/a2 cos? 6 + 62 sin? g 


- f V/a2 cos? 6 + b sin? dé = a?I(a,b) — J(a,b) 


0 


En reprenant la relation (8.2), on aboutit à 


J(a,b) = (a? — S)I(a, b) (8.3) 


IL suffit maintenant de choisir a = 1 et b = V1—k2 pour obtenir 
la relation entre les intégrales elliptiques complètes de première et 
seconde espêce : 


Relation entre Æ(k) et la suite AGM 


E(k) = (1— S)K(k) = (8.4) 


O0 
_ il, à 2 
EME & = Me EE =@ 
0 


n= 


8.4 Méthode numérique 


Comme on l'a vu, les suites (a, ) et (b,) convergent vers la moyenne 
M, 4 à une vitesse prodigieuse. Quant à la suite (c,?), elle converge 
vers 0 tout aussi rapidement (cf. TAB. 8.2). 


TAB. 8.2 : Premiers termes des suites 


(a), (b,) et (c,?) pour a = 1 et b = MANENME 

0,5 Itération  Arithmétique (a,)  Géométrique (b,)  |a, —b,| Cn? 2m te? 
n =0 1 0,5 0,5 0,75 0.375 
n=i1 0,75 0,707106781.. mA,107? «4.102? «6.107? 
n =2 0,72855330.. 0,72823766.. m 3.10 4 +510 4 «9.10 
n =3 0,728395524.. 0,728395507.. m 2.108 «2.10 8 m 1077 


On peut donc obtenir la moyenne M, , et S avec une grande précision 
grâce à quelques itérations de la suite arithémitco-géométrique. 


Voici un premier algorithme qui calcule K(k) avec un certain seuil de 
précision, noté €, : 
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Algorithme pour calculer K(k,€,) 


ai 
be vVi-k? 
et |a—b] 


* Tant que (e > €) faire : 


o ct (a+b)/2 
ob+< Vaxb 
o a+ 

o e& [a —b| 


- Retourner x/(2a) 


Pour le calcul de E(k), on doit, au fur et à mesure des itérations, 

calculer $. C'est sur cette somme qu'un critère de précision sera ap- 

pliqué. D'autre part, si k — 1, il n'est pas nécessaire d'utiliser la suite 

arithmético-géométrique car l'on connaît la valeur théorique“ 4: Contrairement à K(k), E(k) est dé- 
fini pour k — 1. En effet, E(1) — 


E [77 cos p de = 1. 
Algorithme pour calculer E(k,€,) 


al 
*bæ Vi-k? 
*ck 
- Se c/2 
es 
+ Si(k = 1): Retourner 1 
+ Sinon: 
0 il 
° Tant que (e > €) faire : 
. A+ (a+b)/2 
.B+Vaxb 
CAP = JE 
.a+ À 
.b+< B 
él 
.S=S+e 
A Nil 


° Retourner (1 — S) x x/(2a) 
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Symboles mathématiques 


= Relation de définition 


u Égal en ordre de grandeur 

A> B A très grand devant B 

A<« B A très petit devant B 

ri Moyenne temporelle de f(t) 

56 amplitude crête-à-crête du signal f(t) 

Fe valeur efficace du signal f(t) 

gg Dérivée première par rapport au temps 

dE Dérivée n-ième par rapport au temps 

Il, (t) fonction porte de largeur a 

ô(t) impulsion de Dirac 

a limite lorsque t tend vers l'infini, équivalent à lim, 
4 grandeur complexe 

2 complexe conjuguée 

Re(z) partie réelle d'un nombre complexe 

Im(z2) partie imaginaire d'un nombre complexe 

f(L) transformée de Fourier associée à f(t) équivalent à ou TF[f(t)] 
Î@: Vy) transformée de Fourier bi-dimensionnelle associée à f(x, y) équivalent à TF,,[f(x, y)] 
ü vecteur unitaire 

(Us Uys Uz) base cartésienne 

A, Composante suivant l'axe (Oz) : A, = Au; 

h Intégration sur un domaine D 

JAM) : dé Circulation de À Le long du circuit C 


JE A(M) ads Flux d’un champ vectoriel A 


JE, F(M) dr Intégrale de volume 

gradf ou Vf Gradient d'un champ scalaire 
divA ou VA Divergence d'un champ vectoriel 
rotA ou VA À Rotationne d’un champ vectoriel 


Af = V?f Laplacien scalaire 


>. = SN Somme sur les couples (i,j) avec i £ j 


couples (4,5) à j<i 
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Preface 


Ce cours est une introduction à la physique statistique. Certains aspects ne sont donc pas (encore) 
traités (systèmes de fermions ou bosons indépendants, transitions de phase, phénomènes critiques, 
etc.). Pour la description des états microscopiques on adopte le point de vue quantique qui a l'avantage 
de donner lieu à des états discrets, et donc à des lois de probabilités discrètes, allégeant ainsi le 
formalisme. 


Cet enseignement s'adresse à l'étudiant en fin de Licence ou début de Master. Les candidats au CAPES 
ou à l'Agrégation peuvent y trouver également matière à réflexion. 


J'ai essayé le plus possible d'illustrer Les différentes notions par des exemples ou de simples exercices. 
Mais pour un entraînement plus poussé, j'invite Le lecteur à se procurer l'eBook suivant : 


> Physique statistique - 36 exercices et problèmes corrigés. 
> Phénomènes de transport - 22 exercices et problèmes corrigés. 


disponibles à l'adresse payhip.com/femto 


Jimmy Roussel 
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FONDEMENTS 


On aborde ici les bases de la physique statistique. Pour la description 
des états microscopiques on adoptera Le point de vue quantique qui 
a l'avantage de donner lieu à des états discrets et donc à une distri- 
bution discrète plus facilement compréhensible pour une première 
approche. 


Version en ligne 


https://femto-physique.fr/physique statistique/ 
fondements.php 


11 Introduction 


Repères historiques 


On peut dire que la physique statistique est née au milieu du 19ême 
siècle de l'hypothèse atomique et de La volonté d'expliquer Les « mys- 
térieuses » lois de la thermodynamique dans ce cadre. Parmi les phy- 
siciens du 19ème siècle, très peu d'entre-eux croient en cette hypo- 
thèse (contrairement aux chimistes). Clausius, Maxwell et Boltzmann 
font partie des rares physiciens acquis à cette cause. 


Voici quelques repères historiques : 


> 1738 : Daniel Bernoulli (France) publie Hydrodynamica, ouvrage 
de mécanique des fluides dans lequel il explique l'origine de la 
pression des fluides à l'aide d'un modèle atomique. 

> 1859 : J-C Maxwell (Ecosse) découvre la loi de distribution des 
vitesses d'un gaz. 

> 1866: Ludwig Boltzmann (Autriche) obtient sa thèse portant sur 
la théorie cinétique des gaz. 

> 1872 : Boltzmann propose une interprétation statistique de l'ir- 
réversibilité et de l'atteinte de l'équilibre qui lui vaut de nom- 
breuses critiques, notamment de la part de Ernst Mach (Au- 
triche). 

1900 : Max Planck utilise Les travaux de Boltzmann pour résoudre 
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le problème du corps noir. Il en profite pour définir deux constantes: 


ks et h. 

> 1905: Travaux d’Einstein (Suisse, Prix Nobel 1921) autour du mou- 
vement brownien et de son origine atomique. 

> 1906 : Sa vision atomistique et probabiliste de la matière est 
très attaquée ce qui affecte fortement Boltzmann. Dépressif et 
en mauvaise santé, Boltzmann, alors en vacances à Trieste, finit 
par se suicider en 1906... 
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3] : DUPLANTIER (1987), «Mécanique 
tatistique des polymères à deux di- 
mensions » 

4] : FELICIO et al. (1996), «Updating 
Monte Carlo algorithms » 


un 


> 1908: Deux années plus tard, la preuve de l'existence des atomes 
est établie par Jean Perrin (France) en 1908 grâce à l'étude du 
mouvement brownien. Il en déduit la valeur de la constante de 
Boltzmann : 
— — —23 —1 

ke = N 1,38.10723J.K 
J. Perrin recevra le prix Nobel en 1926. 
1925 : Einstein travailla aussi sur Les fondements de La physique 
statistique appliquée à la mécanique quantique. Il prévoit avec 
Bose, la condensation de bosons à basse température dite conden- 
sation de Bose-Einstein, phénomène observé pour la première 
fois en 1995 (E. Cornell et C. Wieman, Prix Nobel 2001) grâce à la 
technologie du refroidissement par Laser (C. Cohen-Tannoudii, 
Steven Chu et William D. Phillips, Prix Nobel 1997). 
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Quel est Le propos de la physique statistique ? 


La physique statistique est un des piliers de la physique moderne 
avec la mécanique quantique et la relativité. Son propos consiste à: 


1. Expliquer Le comportement macroscopique à partir des proprié- 
tés microscopiques, lesquelles sont régies par Les lois de la mé- 
canique quantique. Nous verrons que la mécanique quantique 
se manifeste à notre échelle macroscopique de façon frappante 
par le biais de la physique statistique. 

2. Atteindre cet objectif par une approche statistique. Les concepts 
d'irréversibilité, d'entropie, de température, de pression, de po- 
tentiel chimique etc. sont en effet des propriétés émergentes 
de nature statistique. 

3. Donner un sens physique aux mystérieux principes de la ther- 
modynamique. 

4. Faire des prévisions quantitatives. Contrairement à la thermo- 
dynamique (sans tables de valeurs expérimentales, la thermo- 
dynamique a un pouvoir prédictif essentiellement qualitatif), La 
physique statistique a un grand pouvoir prédictif. 


En prime, la physique statistique utilise des concepts dont la por- 
tée dépasse le cadre de la physique : phénomènes collectifs, brisure 
de symétrie, transition de phase, marche aléatoire, simulation Monte- 
Carlo, ergodicité, groupe de renormalisation..[1-4] 


1.2 Description statistique d’un système isolé 


Une approche statistique ? 


Considérons un système isolé et fermé contenant N molécules avec 
N > 1. Pour décrire ce système on adopte un point de vue probabi- 
liste pour plusieurs raisons : 
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1. ILest impossible de résoudre les 3N équations de Newton même 
avec un super-calculateur. À l'heure actuelle on sait faire de la 
Dynamique Moléculaire avec un maximum de N — 10!! parti- 
cules. 

2. La thermodynamique nous enseigne que les propriétés macro- 
scopiques ne dépendent que d'un petit jeu de variables (p, V, 
T, N, etc.). Les détails atomiques ont donc peu d'importance. 

3. Un système de N particules est un système chaotique extrême- 
ment sensible aux conditions initiales de sorte qu'il est impos- 
sible de prévoir le futur de chaque particule au delà d'un ho- 
rizon de prévisibilité r << 145 pour un gaz dans les conditions 
standards. En d’autres termes, quand bien même on réussirait 
à résoudre les 3N équations de Newton en temps réel il fau- 
drait recommencer l'opération après quelques collisions molé- 
culaires en ayant pris soin de mesurer les nouvelles conditions 
initiales. Finalement, cette sensibilité aux conditions initiales 
associée aux fluctuations extérieures rend le système «amné- 
sique » : il perd la mémoire de son état initiale ce qui rend ca- 


duque et sans intérêt une approche newtoniennel5]. 
[5] : JULIEN (1994), «De la réversibili- 


Toutes ces raisons nous poussent à adopter un traitement statis- té microscopique à l'irréversibilité ma- 
tique. croscopique : une expérience numé- 
rique illustrative » 


Micro-états 


Dans le cadre de la mécanique quantique, l'état d'un système iso- 
lé est décrit à l'aide d’une fonction d'onde Y. L'état stationnaire est 
obtenu à l'aide de l'équation de Schrôdinger : 


E Énergie du système 
HY = EY avec H Opérateur hamiltonien 
Y Fonction d'onde 


Si Le système présente £ degrés de liberté, la fonction d'onde fera in- 
tervenir {nombres quantiques (n,,n,,.. ,n,). On notera Y, un de ces 
états solution de l'équation de Schrôdinger. Par définition, Y, désigne 
un micro-état. On notera E, l'énergie associée à V, qui dépendra des 
nombres quantiques. 


Exemple 1: Particule dans une boite cubique - Considérons un atome 
de masse m dans une boite cubique d’'arête a. On montre en méca- 
nique quantique que l'énergie est quantifiée et fait intervenir trois 
nombres quantiques (il y a trois degrés de liberté) : 

h2 


E= FR (n£+ni+n?) avec (n,,n,,n,) € NS 


Un micro-état est caractérisé par un triplet (n,,n,,n,). On remarque 
ici qu'il existe différents micro-états pour lesquels l'énergie est la 
même. Par exemple Les micro-états Y : 1, Yi 21 et Vi 1,9 Correspondent 
à La même énergie 3h2/(4ma?). On dit que ce niveau d'énergie est dé- 
généré de dégénérescence g = 3. 


Exemple 2 : Oscillateur à une dimension - On montre que l'état d'un 
oscillateur harmonique de fréquence propre oscillant suivant une 
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direction est décrit à l'aide d'un nombre quantique n € N (un seul 
degré de liberté). Son énergie est quantifiée et s'écrit : 


E,={(n+1/2)hv avec h=6,626.10 %)].s 


Le niveau E, représente Le niveau fondamental de l'oscillateur. L'os- 
cillateur est par exemple un bon modèle pour modéliser une liaison 
chimique. 


Exemple 3 : particule de spin S dans un champ magnétique B - Pla- 
çons une particule de spin S dans un champ magnétique B suivant 
Oz. Rappelons que le spin est le moment cinétique propre de la par- 
ticule et que sa composante axiale est quantifiée 


S,=mh avec m,=—-S,-S+1,..,$5 


Le moment magnétique est relié au spin grâce au facteur gyromagné- 
tique 
= ’09, avec Ep. 
Hz Vo°2 Vo Ton 


où g désigne le facteur de Lande. Ainsi la particule possède une éner- 
gie magnétique 
E = -ÿi.B = MUoB 


Par exemple, pour un électron, g = 2 et S — 1/2 de sorte que l'énergie 
d'un électron dans un champ magnétique dépend de l'état de spin 
(m, = +1/2) que l'on désigne par ? où J. 


Ordre de grandeur 


» Les états de translations. Les niveaux d'énergie associés au 
confinement d’une particule dans une boite sont espacées de 
E = che Pour un cube de 1 Let pour une particule atomique, 
em 10742]. 

Les états de vibrations moléculaires. Dans ce cas, la fréquence 
de vibration typique d'une liaison étant de l'ordre de 10! Hz, 
l'écart entre deux niveaux voisins est de l'ordre de e = 1072? J. 

Les états magnétiques électroniques. Pour un électron y, = 
10723 A.m? de sorte qu'en présence d'u champ magnétique in- 
tense (disons 1T), l'écart entre les deux états magnétiques est 
de l'ordre de e = 107$ |. 


Y 
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Tous ces exemples montrent qu'à l'échelle microscopique, l'écart entre 
les différents niveaux d'énergie est extrêmement faible et qu'il est 
impossible -comme on le verra au paragraphe suivant- de contrôler 
l'énergie macroscopique à ce degré de précision. 


Macro-états 


Par définition, un macro-état est un état macroscopique défini par 
des contraintes externes définies à l'échelle macroscopique. 


1.2 Description d'un système isolé 


Exemple 


Un système fermé isolé rigide est un système pour lequel l'énergie E, le 
nombre de particules N et Le volume V sont macroscopiquement fixés. 


Fixer l'énergie, Le volume, où Le nombre de particules avec une préci- 
sion infinie n'a aucun sens: 


> Par exemple, un gaz confiné dans une boite rigide de volume V 
possède un volume disponible qui, en réalité, fluctue à l'échelle 
atomique entre V et V + 6V 

+ De la même manièére, l'énergie de ce même gaz ne peut jamais 
être parfaitement fixé, car on ne peut s'affranchir des échanges 
microscopiques d'énergie. Notamment, il est impossible de sup- 
primer l'interaction gravitationnelle qui existe entre les molé- 
cules du gaz et l'environnement extérieur que l'on ne contrôle 
pas. l'énergie va donc fluctuer de façon imprévisible entre Æ et 
E +6E. 


Exemple 


Une mouche se rapproche de l'infini à un mêtre d'une bouteille d'eau de 
1 L Quel est l'ordre de grandeur de la variation d'énergie gravitationnelle 
produit sur Le volume d'eau ? 


L'eau perd une quantité d'énergie sous forme gravitationnelle ÔE = bre 


avec m, = 1 kg pour l'eau, m, = 10 * kg pour la mouche et & = 10710 [SI] 
d'où 


ÊE = —107# 


valeur négligeable à l'échelle macroscopique mais très importante à l'échelle 
microscopique. 


En conclusion on retiendra qu'un macro-état est toujours incomplète- 
ment préparé et qu'il existe toujours des fluctuations microscopiques 
qui échappent à toute modélisation. 


Hypothèse ergodique 


Ce dernier exemple montre que les fluctuations d'énergie FE, négli- 
geables à l'échelle macroscopique ne le sont pas du tout à l'échelle 
microscopique si on les compare à la discontinuité € : 


6E Ye 


Ainsi, il existe de nombreux micro-états compatibles, dits micro-états 
accessibles, avec les contraintes macroscopiques. On conçoit alors 
que le système est le siège d'une dynamique très complexe et très 
rapide qui fait visiter au système, différents micro-états accessibles. 
L'information macroscopique étant de nature statistique, on cherche- 
ra à connaître la probabilité P, pour que Le système se trouve dans 
le micro-état W, compatible avec les contraintes macroscopiques. 


Comment est défini P,? - Imaginons que l'on suive en temps réel Les 
explorations du système au sein des innombrables micro-êtat acces- 
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sibles. Supposons que l'on puisse mesurer pendant un intervalle de 
temps At la durée At, pendant laquelle le système s'est trouvé dans 
l'état Y,. Dans ce cas, 
At 

P, = + 
' At-oœ At 
On peut aussi raisonner en préparant N systèmes identiques au ni- 
veau macroscopique. Au niveau microscopique, ils se trouvent, à un 
instant t, dans des états quantiques différents. On compte le nombre 
N, de systèmes dans le micro-état Y,. On définit alors la probabili- 
té 


On dit qu'on fait une moyenne d'ensemble. Il est raisonnable de pen- 
ser que les deux moyennes sont équivalentes ce qui revient à dire 
que le système visite au cours du temps tous les micro-états acces- 
sibles. Cette hypothèse que nous ferons par la suite est appelée hy- 
pothèse ergodique. 


L'objet de la physique statistique est précisément de donner la loi de 
probabilité P, en fonction des contraintes extérieures. 


Dénombrement des micro-états 


On considère un système fermé isolé indéformable (E, N et V sont 
«fixés » à l'échelle macroscopique). On appelle { Le nombre de micro- 
états accessibles. Montrons sur l'exemple suivant quelques proprié- 
tés de Q. 


Exemple : Système de N spins discernables indépendants - Consi- 
dérons un système isolé d'énergie FE, de N spins de moment magné- 
tique y, en présence d'un champ magnétique B. Ici les paramètres 
d'état sont E, N et B. Notons n, le nombre de spins f d'énergie —-4,B 
puis n, celui de spins | d'énergie 4,B et supposons que l'énergie ma- 
croscopique soit fixée à E = nuoB. 


ue = N 
E = ph5Bn, —n;) = 19B(2n, — N) 


Par conséquent, fixer l'énergie revient à fixer n,. Le nombre de micro- 
états accessibles est donc le nombre de façons de choisir n, spins 
parmi N spins : 

N! N! 


Q=COx = mUN=n)  (N/2+ 5j GB) V2 — Ej@nB)) 


On remarque que Q(E, N,B) est une fonction d'état c'est-à-dire fonc- 
tion des contraintes macroscopiques extérieures. De plus, pour un 
système macroscopique (N > 1) avec un minimum de désordre (n, > 
letn, > 1), on a d'après l'approximation de Stirling 
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de telle sorte que 


E? 
NA = NIn2— 
Qu B2N 


est une quantité extensive si E est extensive. 


En réalité, l'énergie E n'étant définie qu'à une incertitude dE près il fau- 
drait calculer le nombre de micro-états accessibles Q en sommant sur 
tous les états possibles : 


N! 
(V2 + EG BDIQV/2 = E Ch ED) 


Q = 


E<E,<E+5E 


Le résultat dépend à priori de 6E, cependant, et il s'agit d’un résultat im- 
portant, on peut montrer que pour un système macroscopique la quan- 
tité In Q est indépendante de 5Æ! et reste toujours extensive. Autrement 
dit, les fluctuations microscopiques que nous ne contrôlons pas n'ont pas 
d'importance à l'échelle macroscopique. 


À retenir 


Pour la plupart des systèmes macroscopiques, la quantité ln A est 
une fonction d'état extensive. On dit que l'extensivité de In { est 
une propriété émergente. 


1.3 Postulat fondamental de la physique 
statistique 


Énoncé 


On a vu que dans un système isolé, les perturbations extérieures mi- 
croscopiques imposent une dynamique chaotique qui fait passer très 
rapidement le système d'un état W,,, vers un état W,,,,. À priori, La 
transition {£,} — {{,} est aussi probable que {£,} — {£,}. C'est 
pourquoi il est naturel de penser que le système explore tous les 
micro-états accessibles avec la même fréquence de telle sorte que 
la loi de distribution s'écrit 


P; — Ce VY, 


Étant donné qu'il y a Q micro-états accessibles et que XP, =10on 
retiendra le principe suivant : 


Postulat Fondamental 


Tous les micro-états accessibles d'un système macroscopiquement 
isolé sont explorés avec la même probabilité 


1: Plus exactement, la dépendance en 
ôE est négligeable 
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2: Cette constante fut introduite pour 
la première fois par Max Planck dans 
sa théorie du corps noir (1899) en 
même temps que la célèbre constante 
de Planck h. 


Entropie statistique 


En 1877, Boltzmann a inventé une grandeur physique que nous note- 
rons $S : 


S=-k 3 PlnP, © (11) 
{y 


avec k, une constante, dite constante de Boltzmann? 
S possède les propriétés suivantes : 


1. S est une grandeur positive. 

2. S — 0 quand P, = 1 c'est-à-dire quand le système est figé dans 
un seul micro-état. 

3. Cette grandeur est -comme toute grandeur thermodynamique- 
une grandeur moyenne. 

4. Cette grandeur ne dépend que de la loi de distribution des 
micro-états P,. Au sens de la théorie de l'information, S est 
une mesure du manque d'information 

5. Lorsqu'on laisse évoluer un système isolé, Boltzmann a montré 
que $ croît (théorème H). 


Cette fonction est appelée entropie statistique et s'identifie à l'entro- 
pie thermodynamique lorsque N — à condition de poser 


ka = = 2 1,38.10 2 J.K1 | © (12) 


Pour un système isolé, étant donné que P, = #, la relation (11) prend 
la forme célèbre (gravée sur la tombe de Boltzmann) 


On voit donc que la fonction ainsi définie présente les mêmes pro- 
priétés que l'entropie thermodynamique, à savoir : 


+ Sest-pour les systèmes thermodynamiques- une fonction d'état 
car n'est fonction que des paramètres d'états E, N, V, etc. 

>» Comme In, S est une grandeur extensive dans la limite ther- 
modynamique. 

>» S est une grandeur positive où nulle. 


1.4 La thermodynamique revisitée 


Voyons comment on peut justifier les lois de la thermodynamique à 
l'aide du concept d'entropie statistique. 


Notion d'irréversibilité 


Considérons un système isolé soumis à des contraintes macrosco- 
piques E, N, V, x, où x désigne les autres contraintes éventuelles 
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(champ magnétique, champ électrique, etc.). Le nombre de micro- 
états accessibles est, pour un système macroscopique fonction d'état: 


Q=Q(E,N,V,x) 


Supposons maintenant qu'on relâche une contrainte sans fournir de 
travail (Le système reste donc isolé). Tous les états initialement acces- 
sibles le restent et de nouveaux micro-états deviennent accessibles. 
Ainsi si l'on note Q; le nombre de micro-états initialement accessibles 
et {, le nombre de micro-état accessibles après Le relâchement de la 
contrainte, on a: 

>, 


Le système va donc explorer de nouveaux états jusqu'à les visiter 
de façon équiprobable : l'équilibre sera alors atteint. Notez que ce 
processus se fera sur une échelle de temps, qu'on appellera temps de 
relaxation, qui dépend du système considéré. Pour un gaz, ce temps 
est très court, de l'ordre de la nanoseconde. Ainsi à l'équilibre, on 
aura 


Principe de l'entropie maximum 


k In > ke ln Q; + AS =S;—S$5;>0 


L'entropie d'un système isolé croît jusqu'à atteindre son maximum 
à l'équilibre. 


Exemple - Détente de Joule Gay-Lussac d’un gaz parfait 


Considérons N atomes placés dans un volume V séparés d'un comparti- 
ment vide de même volume, par une séparation. Enlevons la séparation. 
Le volume disponible augmente alors (on relâche la contrainte sur le vo- 
lume) sans varier l'énergie du système (pas de transfert mécanique ni 
thermique). 


Pour simplifier, considérons que l'état d'une particule est décrit à l'aide 
de la variable x, qui ne prend que deux valeurs suivant que la particule 
soit à gauche ou à droite : 


x; =1 sila particule est à gauche, 
x, =0 sinon. 


L'ensemble £ = (x:,22,...,æN) décrit un micro-état du système et tous 
ces micro-états sont équiprobables puisque chaque atome a autant de 
chance d'être à gauche qu'à droite. Le nombre de micro-états accessibles 
vaut (; = 29 alors qu'initialement il valait Q; = 1 de sorte que l'entropie 
augmente de 

AS = Nk;ln2=nRln2 


On retrouve le résultat prévu par la thermodynamique, à savoir AS = 
nR In ü =nRln2. 


D'autre part, la probabilité que le système revienne dans son état 
initial vaut Q;,/Q.. Or, pour un système macroscopique, le relâchement 
d'une contrainte augmente le nombre de micro-états accessibles de 
façon gigantesque de sorte que Q;,/Q; = 0: l'évolution envisagée est 


Volume V Volume V 


Système isolé 


VYacente 


Volume V Volume V 


Systèeme isolé 


FIG. 11 : Détente de Joule Gay-Lussac 
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E, fluctue 12  E, fluctue 
N;, Vi fixés a | n, NV fixés 
1 2 


Qu 


Système isolé 


FIG. 1.2 : Équilibre thermique. 


si improbable qu'on peut la considérer impossible; l'irréversibilité est 
de nature statistique! 


Exemple - Détente de Joule Gay-Lussac d’un gaz parfait 


Reprenons l'exemple précédent et calculons la probabilité pour que toutes 
les particules retournent à gauche : 


P = Q;/Q = DEN 
Lorsque N = 10%, on obtient 


 , 
210% 1000000... 


P 


Pour apprécier combien 21° est un nombre extraordinairement grand, 
il suffit de se rendre compte que si l'on écrivait ce nombre en notation 
décimale à raison d'un chiffre tous les centimètres, on obtiendrait un 
nombre long d'environ trois millions d'année-lumière!!! C'est pourquoi, 
même si la transformation est statistiquement possible, elle est en réalité 
inobservable. 


Notion de température 


Considérons un système isolé À d'énergie Æ constitué de deux sys- 
tèmes À, et À, en contact thermique, c'est-à-dire pouvant échan- 
ger de l'énergie non pas macroscopiquement mais via des échanges 
microscopiques (que nous appellerons transfert thermique Q). Ainsi 
les énergies E, et E, peuvent fluctuer librement, la seule contrainte 
étant que E = E, + Ex. 


La relation E = E, + E, suppose que À, et A, sont indépendants ce qui 
n'est pas le cas puisqu'il y a interaction au niveau de l'interface. Cette in- 
teraction concerne des particules situées au voisinage de l'interface dans 
une tranche d'épaisseur £ où £ désigne la longueur de corrélation. Ces par- 
ticules sont en nombre négligeable devant N quand £  L. Tout ce que 
on dira par la suite se placera dans ce contexte, que l'on appelle limite 
thermodynamique. On notera qu'en général cette condition est vérifiée à 
‘échelle macroscopique car £ est de l'ordre de quelques distances inter- 
atomiques. Cependant, au voisinage d'un point critique d'une transition 
de phase, £ diverge ce qui invalide l'approximation thermodynamique. 


Cherchons la condition d'équilibre macroscopique. Le nombre de micro- 
états du système A s'écrit 


Q(E) = JS Q,(E;) x (EE — E;) 
E; 


Tous les micro-états de A étant équiprobables, la probabilité pour 
que le système A, soit dans un état d'énergie E, s'écrit 


Q(E,) x Q(E —E;) 


= CQ;(E1) x Q(E — E;) 
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Exemple - Système de cinq spins 


Considérons un spin 1/2 8, en équilibre thermique avec un système &, 
de quatre spins indépendants le tout formant un système & isolé et plon- 
geant dans un champ magnétique B uniforme et constant. De plus Les 
spins possèdent un moment magnétique identique x. Supposons que 
l'énergie du système S soit égal à E = —3y,B. Quelle est alors la proba- 
bilité pour que le spin $, soit dans un état d'énergie E, = —-u,B, c'est-à- 
dire possède un spin Ÿ? 


Listons tous les micro-états accessibles : 


ff T T T JL Ter micro-état accessible 

î Ÿ T T 2ème micro-état accessible 
T f | T T 3ème micro-état accessible 
1 f T T 4ème micro-état accessible 
f T 1 T 5ème micro-état accessible 


E) 
e 
e 
e 


D'après le principe fondamental de la physique statistique, tous ces micro- 
états sont équiprobables et l'on rencontre quatre configurations dans Les- 
quelles Le spin &, est dans l'état f. On a donc P,(E,) = 4/5. On a bien 


N(E)xQ(E-E,) 1x4 
Q(E) 5 


Pi(E:) Sn 


D'autre part, pour un système macroscopique, on sait que la fonc- 
tion Q,(E,) est une fonction qui croit extrêmement rapidement et 
que la fonction Q,(E — E,) décroît elle aussi de façon extrêmement 
rapide de telle sorte que le produit donne une fonction extrême- 
ment piquée, en réalité une gaussienne. L'état d'équilibre thermody- 
namique correspond aux états les plus probables, c'est-à-dire ceux 
pour lesquels Q,(Æ,) x Q(E — E,) est maximum. Dérivons donc 
keln(Q,(Æ;) x Q(E — E;)) par rapport à E, : 
__ÔS ÔôS 


Ô 
—— (ke ln(Q(E)x QE -E = — — 
5. el (E) x QUE — E)) = 5 = Re 


Ainsi la condition d'équilibre s'écrit 


25, _ 28, 
0E, 0E, 


On définit alors la température statistique T' par la relation 


ne 


SE T,=T, [équilibre thermique] | © (14) 


On peut noter que : 


1. La température est une propriété intrinsèque à chaque système 
et est indépendante de l'environnement. 

2. Qu'il s'agit d'une grandeur moyenne puisque l'entropie est une 
grandeur moyenne. Contrairement à l'énergie, la température 
n'a aucun sens à l'échelle microscopique. 

3. On montrera que cette échelle se confond avec l'échelle des 
kelvins si l'on pose k, = R/N,. Dans Le nouveau SI (2018) la 
constante de Boltzmann est fixée : 


ka = 1,380 649 : 10723 J.K”! 
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N, fixé, E, et 
V, fluctuent 


AN, fixé, E, et 
V, fluctuent 


Q12 
A 


Qu 


Système isolé 


G. 1.3 : Équilibre thermique et méca- 


ique. 


Notion de pression 


Considérons un système isolé À d'énergie Æ constitué de deux sys- 
tèmes À, et À, en contact thermique et mécanique, c'est-à-dire pou- 
vant échanger de l'énergie macroscopique via un piston par exemple 
et de l'énergie microscopique (transfert thermique Q). Ainsi Les éner- 
gies E, et E, ainsi que les volumes V, et V, peuvent fluctuer à condi- 
tion de respecter les contraintes E = E, + E, et V, + V, = V. 


Cherchons la condition d'équilibre macroscopique en procédant de 
la même façon que précédemment. Le nombre de micro-états du sys- 
tême A s'écrit 


Q — ÿ Q(E:,V) X QE —E;,V —V) 
EiVi 


Tous les micro-états de À étant équiprobables, la probabilité pour 
que le système A, soit dans un état d'énergie E, et de volume V, 
s'écrit 


Q(E,V) x Q(E —E,,V —V;) 
Q 
= CKQ(E:,V) x QE — E,,V —V:) 


Pi(E, Vi) = 


Là encore, du point de vue macroscopique, l'état observé est infini- 
ment proche de l'état Le plus probable obtenu en maximisant P,. En 
dérivant k, ln P, par rapport à E, et V, on obtient 


Ô _ 88 08 

5E, (kg ln(Q(E,V) x QE, V))) = 5E, 0E 0 
Ô OS OS 

av, (Fe M(Q;(E,V) x QE, V))) = 5, _6v, 


Ainsi la condition d'équilibre s'exprime 


25, 856, 
0 ÔE 
25, _ 05 
0 0, 


On retrouve la condition d'égalité des températures (équilibre ther- 
mique) et on trouve une nouvelle condition qui correspond à l'équi- 
libre mécanique. Une analyse dimensionnelle montre que 


or] = les] - (reel 
OV] [ITLS3] ITE?2 
C'est pourquoi, par définition, la pression d'équilibre p d'un système 
thermodynamique est donnée par 


__ pression 
température 


der 05 


D . » re + . 
Ford [équilibre mécanique] | © 


On peut faire les mêmes remarques que pour la température : 
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1. l'équation précédente est une équation d'état caractéristique 
du système à l'équilibre quelque soit l'environnement. 

2. La pression est aussi une grandeur moyenne qui n’a aucun sens 
à l'échelle microscopique. 


Identités thermodynamiques 


Résumons ce que nous avons trouvé concernant les systèmes fermés 
constitués d’un nombre de particules fixé à l'équilibre dans la limite 
thermodynamique : 


1. Tout d'abord, l'entropie S(E, V, N) est une fonction d'état puisque 


Q en est une. 

2. Cette fonction d'état est extensive. 

3. Lorsque les paramètres d'état varient de façon quasi-statique? 
l'entropie varie de 


dS(E,V) = dE + dv = dE Ta 


En d'autres termes, on retrouve la formulation différentielle du 
premier et du second principe : 


dE = TdS — pdV 


Généralisation - Si Le système contient des particules différentes 
dont le nombre peut fluctuer (à cause d’une réaction chimique par 
exemple), on obtient l'identité 


1 P Hi Hi OS 
dS(E,V,N;)= =dE+=dV Ye RM ae eee _ 
i EV Nix 


D'où l'identité thermodynamique 
dE=Tds-PdV + y,dN, 
avec u, le potentiel chimique associé à chaque espèce chimique. On 


peut montrer que l'équilibre thermodynamique se caractérise aussi 
par l'égalité des potentiels chimiques. 


3 : Rappelons que dans un processus 
quasi-statique, Les transformations se 
font sur des échelles de temps plus 
longues que le temps de relaxation du 
système de sorte que l'on peut consi- 
dérer le système en équilibre ther- 
modynamique à chaque instant de la 
transformation. 


SYSTÈMES THERMALISÉS 


Nous abordons ici Le problème courant des systèmes thermalisés, 21 Distribution de Boltzmann 15 


c'est-à-dire en équilibre thermique avec un réservoir d'énergie. La loi Généralités . ....... 15 
de distribution de Boltzmann est démontrée et il ressort que les pro- Loi de Boltzmann . .... 16 
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Généralités 


Au lieu de considérer un système isolé, on va maintenant envisager 
une situation plus courante : un système thermalisé. On considère 
un système $ en équilibre thermique avec système T7 suffisamment 
grand pour que les transferts thermiques n'influent pas sur sa tem- 
pérature. T est appelé thermostat et sa température T est, par défini- 
tion, constante. $ peut être macroscopique ou microscopique, cepen- 
dant le rapport entre le nombre de particules N de & et le nombre 
de particules N., de T doit être suffisamment petit : 


N € Ny 


Du point de vue du système &, les contraintes macroscopiques sont 
T, V, N°. L'énergie E devient dorénavant un paramètre interne libre 1: On parle de situation canonique. 
de fluctuer puisque le système n'est plus isolé. 


température T' 


= — FIG. 21 : Système en équilibre ther- 
Système isolé mique avec un thermostat. 


Nous avons vu au chapitre précédent que la probabilité de trouver le 
système S avec une énergie E s'écrit 


Qs(E) X Qr (Esotai = E) 
Q(E;otal) 


OÙ Era désigne l'énergie de l'ensemble, Q$(E) Le nombre de micro- 
états du système & d'énergie E et Q.-(E,,4 — E) le nombre de micro- 
états du système 7. Nous allons montrer qu'il suffit de connaître la 


Px = 
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température du thermostat pour calculer la distribution des micro- 
états du système &. 


Loi de Boltzmann 


L'approximation N/N,, & 1 signifie que l'énergie du thermostat est 
très grande devant celle de &. Ainsi, à l’aide d'un développement de 
in Q,, à l'ordre un on obtient 


ohQ 
in (7 (Eiotai EE E) = In (Ag (Etat) nn. EE (Erotal) 


Or, par définition de la température, on a 


L def Ô 


T —_ 9E"E in Q7 ce Q7 (Eotal — E) a Q7 (Be PET 


Finalement on obtient la loi de distribution de Boltzmann en éner- 
gie : 


Pr = CO(E)e #7 |V (21) 


Si l'on cherche la probabilité P, de trouver Le système & dans le micro- 
état W, d'énergie E,, on écrira 


Ps(Ee) 


- = cie nr | © (22) 
Qs(Ey) 


PF 


On obtient la loi de Boltzmann relative aux micro-états. 


Exemple - Niveaux électroniques dans l'atome 


Considérons N > 1 atomes dans une enceinte à la température T et 
intéressons nous aux états électroniques d’un atome. Dans l'atome un 
électron peut occuper un niveau d'énergie €, de dégénérescence g,. Pre- 
nons comme système l'électron qui est en équilibre thermique avec le 
reste que l'on peut traiter comme un thermostat. La loi de Boltzmann 
donne la probabilité que l'électron occupe le niveau ë, 


P(E;) = Cho Eee 
de telle sorte que la population moyenne n; = NP(e,) sur le niveau €; 
est reliée à La population sur Le niveau fondamentale par la formule 


= he e-Ad/keT avec Ac=e,—& 


 % 


La population moyenne des niveaux électroniques suit une loi similaire 
au nivellement barométrique d'une atmosphère isotherme. 


Fonction de partition 


Pour avoir accès à la constante présente dans la loi de distribution, 
il faut normaliser la loi de probabilité : 


S'P=1 = ÿ'Cte nr =1 


états £ £ 
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Par définition, on appelle fonction de partition? la grandeur 2: On dit aussi somme d'états. 
un ln 
TZ = RBT —__— RBT ; 
br gr = P=e mr | (2.3) 
états £ 


On peut aussi définir Z à partir des niveaux d'énergie : 


Z=Y QE) #7 


Le calcul de Z permet de connaître La distribution des micro-états et 
donc de déduire les propriétés statistiques du système. Le calcul de la 
fonction de partition est donc une étape importante. Citons quelques 
propriétés de Z : 


* Z est sans dimension 

- Zest fonction de la température et des autres paramètres fixés : 
Z{T,N,V, x) 

> L'énergie étant une grandeur définie à une constante près on 
peut translater tous les niveaux d'énergie d'une quantité arbi- 
traire &. Dans ce cas la fonction de partition est modifiée : 


SiVI, E, — Ej+e, = Z — Z'exp(—Be,) 


Cependant la loi de probabilité reste inchangée. 


Energie interne 


Par définition, l'énergie interne U est l'énergie moyenne du système 
et s'écrit donc 


def = Eye PEe 1 
U = E — P,E, = ——— avec = —— 


Quantité que l'on peut relier à la dérivée de Z par rapport à B. En 


effet, 
0Z Ô 
—=S —(e PE)=_N E,e PE 
RTE 
Finalement, 
1 07 olnZ dlnZ 
u = = ir Q 
Z dB N,V,æ op N,V,x ; OT N,V,x 
(24) 


Z étant une fonction d'état, l'énergie interne en est également une. 


Capacité thermique - La capacité thermique à volume constant me- 
sure la quantité de chaleur qu'il faut fournir au système maintenu à V 
constant pour augmenter sa température de 1 K. Formellement on a 


cool 


— 
 Tlyve en J.K Q (25) 
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La capacité thermique est étroitement reliée auxfluctuations de l'éner- 
gie. En effet, l'écart-type associé à la distribution en énergie vaut 


où = E-E 
JE JL0” 
-Le-(7 
= Z Z 98 


142Z 1 2. 


Zoe  22\68 
_ 0 02 
_ 0B8\Z 08 
2 _ 0 OÙ, m0 
E 58 T8 


L'énergie interne fluctue typiquement d'une quantité 


OE — V keT?2C, 


Exercice - Calculer l'ordre de grandeur des fluctuations de l'énergie d’une 
mole de gaz dans les conditions standards. 


Rép. Pour un gaz d'une mole à température ambiante on a C, = 10J.K\, 
ka = 107% J.K7lmol-l et T + 300 K ce qui donne ox + 10 °J & U. 


Energie libre 


Par définition de l'entropie, 
L L 


c'est-à-dire : 


On peut donc définir une nouvelle fonction d'état F : 


def 


FEU-TS=-kTINnZ © (2.6) 


F est l'énergie libre. F est un potentiel thermodynamique car, à l'ins- 
tar du potentiel en mécanique, F est minimum à l'équilibre thermo- 
dynamique. En effet, la probabilité pour que l'énergie du système S 
soit égal à E vaut 


1 -Œ-TS(E.N,Vix) 
RBT 


E 
e kBT — 


Ainsi, l'énergie la plus probable du système s'obtient en minimisant 
la quantité F = E—TS(E,N,V,x). Par ailleurs, à l'échelle macro- 
scopique la distribution en énergie étant une gaussienne, l'énergie la 
plus probable correspond aussi à l'énergie moyenne. C'est pourquoi 
on peut écrire pour un système thermodynamique 


F=F(U,N,V,x)=min(E -TS(E,N,V,x)) 


2.2 Lien avec la thermo 


La condition d'extremum donne 


of 1 08 1 
OE T ÔE N,V,x Ts 


A l'équilibre le thermostat et le système & sont à la même tempéra- 
ture comme on l'a déjà démontré dans la chapitre précédent. 


2.2 Lien avec la thermodynamique 


Premier principe 


Considérons une transformation quasi-statique monotherme pendant 
laquelle Le système reçoit de l'énergie (U — U + dU) et voit son vo- 
lume varier (V — V + dV) tout en étant en équilibre avec un ther- 
mostat de température T constante. l'énergie interne U = 5°, PF, 

varie donc de 


dUu=S PdE,+S Edr, 
£ £ 


Analysons le premier terme 3° P,d£,. Il s'agit d'un terme lié au dé- 
placement des niveaux d'énergie lors de cette transformation. Or ces 
niveaux dépendent seulement du volume (par exemple les niveaux 
d'énergie d’une particule dans un boite dépendent de la taille de la 
boite). L'énergie des micro-états varie donc de la quantité 


par définition de la pression. Ainsi Le premier terme s'écrit 


S PdE=- br) dV 
£ £ 


Le terme entre parenthèses représente la pression moyenne que nous 
noterons ». Finalement on obtient 


£ 


Ce terme correspond donc au travail mécanique associé à la pression 
moyenne. On appelle ce terme Le transfert mécanique macroscopique. 
La notation à signifie que ÔW n'est pas nécessairement une différen- 
tielle totale exacte. 


Le deuxième terme S°E,dP, représente un transfert d'énergie lié à 
une redistribution des micro-états autrement dit lié à des degrés de 
libertés microscopiques. Par définition, nous appelons transfert ther- 
mique ce terme que nous noterons àQ. On a donc 


dU=0W+0Q avec dQ=3S E,dP, 
£ 
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On notera que la constante de Boltz- 
mann n'intervient ni dans le premier 
principe ni dans Le second. En réalité la 
constante de Boltzmann est arbitraire 
et dépend du choix de l'échelle de 
température. Il eût été plus simple de 
faire Le choix k$ — 1 mais on a préféré 
conserver l'échelle Kelvin ce qui impo- 
sa la valeur kg © 1,38.1072 J.K°1. 


Etant donné que l'énergie interne 


OinZ(T,V,N,x) 


U = 08 


N,V,x 


est une fonction d'état, la variation d'énergie interne entre deux états 
d'équilibres 


au= f'a= [oo [ow=o+w 


ne dépend que de l'état d'équilibre initial et de l'état d'équilibre final 
et non de la transformation : c'est Le sens du premier principe de la 
thermodynamique. 


Second principe 


Continuons en reliant le transfert thermique et l'entropie. Lors de la 
transformation quasi-statique étudiée, l'entropie varie de la quanti- 
té 


£ £ l 


La normalisation de la loi de probabilité donne SP, = 1 et donc 
3 dP, = 0. Part ailleurs, si l'on considère Le système à chaque instant 
en équilibre avec Le thermostat, on a d’après la loi de Boltzmann, 
In P, = —BE, — ln Z. Ainsi, 


dS=-k8 9 (—-BE;—1n2Z)dP, = keB 9 EvdP 
£ £ 


où l'on reconnait le transfert thermique. En conclusion on trouve la 
relation qui traduit le second principe de la thermodynamique, à sa- 
voir 

_ Q 


: te) (27) 


ds 


Identités thermodynamiques 


Pour un système quelconque subissant une transformation quasi- 
statique, le premier et Le second principe se formulent de façon dif- 
férentielle comme suit 


dU(S,V,N,,x) = TdS —pdV +F, dr + SU y,dN, 


où F, dx représente le travail des forces autres que les forces de pres- 
sion et >, 1,dN\, le transfert d'énergie chimique (quand il y a réaction 
chimique). u, est le potentiel chimique associé à l'espèce 5. On voit 
ici que les variables “naturelles” associées à l'énergie interne sont S, 
V, N, et x. Or ici, les paramètres d'état sont T,, V, N, et x. La fonction 


2.2 Lien avec la thermo 


d'état “naturelle” est alors l'énergie libre F = U —TS = —KRT In Z. 
En effet, on a 


dF(T,V,N,,x) = dU-TdS—SdT = —SdT-pdv + y;dN,+F,dx 


d'où l'on tire les propriétés thermodynamiques du système : 


ôF __ ÔF __0F 
lune Co OP PE TON 


a 


S — 


T,V,a Ni 


De plus, F étant une fonction d'état, dF est une différentielle totale 
exacte et l'on peut utiliser Le théorème de Poincaré. 


Théorème de Poincaré 


Une forme différentielle d'ordre 1 définie sur un domaine 2 de R? 
est une application linéaire 


D — R 
CNP eo 


S'il existe une fonction f telle que w(x,y) = df(x,y) alors on dit 
qu'il s'agit d’une différentielle totale exacte. 


Si P(x,y) et Q(x,y) sont de classe ©! (leurs dérivées partielles 
du premier ordre sont continues) et définis sur un domaine sim- 
plement connexe (c'est-à-dire un domaine ne présentant pas de 
trou), alors 

ôP 


P(x,y)dx + Q(x,y)dy = df & =. 


_ 9Q 
Ôx 


x y 


Exemple 


Un fluide obéit aux deux lois de Joule quand son énergie interne U et son 
enthalpie H = U +pV ne dépendent que de la température. Montrons 
qu'un tel fluide est nécessairement un gaz parfait. 


D'après les relations dU = TdS — pdV et dH = TdS + Vdp on entire 
deux expressions de dS qui est une différentielle totale exacte (l'entropie 
est une fonction d'état) : 


1 p O(p/T)| _  O(/T) 
1 2 en is) 
ds = =dH-dp % |, 


Si le fluide obéit aux deux lois de Joule, alors fixer U ou H c'est fixer T.. Les 
deux termes de droites sont donc nuls. Ainsi on déduit après intégration : 


am 0) 


En prenant le rapport des ces deux relations on obtient D, (V)V = @,(p)p 

VV, p. IL vient 6,(p)p = K. Finalement on déduit l'équation d'état pV = 

KT. Or par définition de la température thermodynamique Lim pV =nRT 
pr 


ce qui implique que À = nR: le fluide est donc un gaz parfait. 


21 


22 | 2 SYSTÈMES THERMALISÉS 


2.3 Systèmes de particules indépendantes 
Généralités 


Tous Les systèmes pour lesquels Le Hamiltonien s'écrit = . H, 
font parti des cas où le traitement mathématique est fortement sim- 
plifié. On rencontre cette situation dans les cas suivants : 


| . + Problèmes dans lesquels on néglige l'interaction entre les par- 
: IL ne faut cependant pas oublier ; | ; . : 

que l'interaction est nécessaire pour ticules (gaz parfait par exemple). l'énergie du système est donc 
l'établissement de l'équilibre. la somme des énergies individuelles?. 

+ Problèmes à une particule possédant / degrés de liberté indé- 
pendants. Par exemple, une molécule possède une énergie to- 
tale somme de termes liés aux différents degrés de liberté in- 
dépendants : translation, rotation, vibration, électronique, nu- 
cléaire. 

Problèmes à N particules en interaction dont l'interaction est 
approchée par un effet de moyenne (théorie du champ moyen). 
C'est une approximation souvent utilisée dans l'études des phé- 
nomènes de changement de phase. 

Certains problèmes où les interactions se découplent naturelle- 
ment : par exemple une chaïne d'oscillateurs harmoniques cou- 
plés fait intervenir des modes normaux indépendants; l'énergie 
est la somme des énergies des différents modes. 


Y 


Y 


Dans tous ces cas on parle de système de particules indépendantes. 


Notons /, l'ensemble des degrés de liberté d'une particule et £ = 
(Li, 0, En) l'ensemble des degrés de liberté du système constitué 
par ces N particules. L'énergie d'un micro-état est la somme des éner- 
gies individuelles : 


Particules ou états discernables - Les particules sont discernables 
lorsque leurs états restent localisés. C'est le cas par exemple des 
cristaux, où chaque molécule est localisée en un site que l'on peut 
numéroter. 


Particules ou états indiscernables - Les états sont indiscernables 
quand ils sont délocalisées. Les atomes d'un gaz parfait, Les électrons 


libres d'un conducteur ou les six électrons x de la molécule de ben- 
zène sont des exemples de particules indiscernables. 


Particules discernables 


Appelons z; la fonction de partition de la particule : : 


2 = ÿ e Ac; 
li 
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La fonction de partition d'un système de N particules discernables 
s'écrit donc 


I 
Û7 
o 

F 
Si 
x 
FRE 
bg 
o 

$ 
ue, 
x 
PTS 
Û7 
D 
“à 
Z 
S— 


N 
Z = ][: 


En conséquence, la fonction de partition d'un système de N parti- 
cules identiques s'obtient à l’aide de la fonction de partition indivi- 
duelle : 


| ZEN N)= (D PIN © (2.8) 


Exemple - N spins 1/2 indépendants dans un champ magnétique 


Considérons un système de N spins 1/2 indépendants, discernables en 
équilibre thermique avec un thermostat de température T et soumis à un 
champ magnétique B. Chaque spin possède deux états (1 ou |) associés à 
deux niveaux d'énergie &; = —-B ete, = —yB. Dans ce cas, la fonction 
de partition individuelle se calcule aisément : 


B — B 
z2=erT -e FT — 2cosh is 
keT 


d'où l'on déduit la fonction de partition du système : 


N N LoB d 
= EN = ch | 22 
keT 


Particules indiscernables 


Quand les particules sont identiques et occupent des états délocali- 
sés ils sont indiscernables. Du point de vue de la mécanique quan- 
tique cela signifie que toute permutation de particules laisse inva- 
riant le module de la fonction d'onde. On montre alors qu'il y a deux 
types de comportements : 


1. La classe des fermions : toutes les particules ayant un spin demi- 
entier appartiennent à cette classe. C'est Le cas de l'électron, 
du proton, du neutron, de l'atome 5He, etc. De surcroît elles 
obéissent au principe d'exclusion de Pauli qui stipule l'impossi- 
bilité pour deux fermions identiques d'occuper le même état. 

2. La classe des bosons : toutes les particules ayant un spin entier 
appartiennent à cette classe. C'est le cas du photon, de l'atome 
He, etc. 


Par conséquent, d'une part la formule Z = 2V compte trop d'états 
et d'autre part il y a plus d’états possibles pour Les bosons que pour 
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les fermions de telle sorte que l'on peut écrire 


N 
Ziermions < Zbosons £ 2 


LE GAZ PARFAIT 


Un gaz peut, en première approximation, être décrit comme un en- 
semble de particules libres enfermées dans une boîte. Lorsque Les 
interactions se résument aux seules collisions avec les parois, on dit 
que le gaz est parfait. IL s'agit d'une part d'établir Les lois macrosco- 
piques des gaz parfaits et d'autre part d'aborder la théorie cinétique 
des gaz. 


Version en ligne 


femto-physique.fr/physique_statistique /gaz-parfait.php 


31 Gaz parfait monoatomique 


Nous décrivons ici, à l'aide des lois de la physique statistique, les 
propriétés d’un gaz parfait en équilibre avec un thermostat de tem- 
pérature T et constitué de N > 1 atomes ponctuels (trois degrés de 
liberté), indépendants (pas d'interaction inter-atomique) et indiscer- 
nables (états de translations délocalisés). 


Approximation de Maxwell-Boltzmann 


Dans un gaz parfait de particules identiques, les états sont indis- 
cernables et le résultat est différent suivant qu'on traite un gaz de 
bosons où un gaz de fermions. C'est pourquoi un gaz de photons 
(rayonnement du corps noir) n'obéit pas aux mêmes lois qu’un gaz 
d'électrons (les électrons de conduction). Par contre, nous constatons 
tous les jours que dans les conditions ordinaires, Les lois sur les gaz 
moléculaires ne dépendent pas de la nature (bosons ou fermions) 
des particules. La raison est liée au fait que la probabilité que deux 
molécules occupent le même état est complètement négligeable. En 
d'autres termes, Le principe de Pauli est de facto respecté fermion ou 
pas! On montre alors que pour calculer Z il suffit de considérer le 
système constitué de N particules discernables puis de diviser par 
les N! permutations (cf. Chapitre B pour plus de détails) : 


N 


Zn8 = 7 


Q (31) 


IL s'agit de l’approximation de Maxwell-Boltzmann valable pour un 
gaz moléculaire (non valide pour un gaz d'électrons à température 
ambiante). 
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1 : Formule de Euler-Mac Laurin : 


Duf(n) = f° f(x) dx — if(0) — 
3 F/(0) + 340 f (0) + … 


FIG. 31 : La somme D, er an? 


peut s'approcher par l'intégrale 
Li er de si a & 1. 


Calcul de Zy8 


La fonction de partition individuelle z est déterminée dans la cadre 
de la mécanique quantique. On fera Le calcul en considérant une par- 
ticule de masse m enfermée dans une boîte cubique d'arête a et on 
admettra que le résultat est valide pour un volume quelconque. 


Dans un cube d'arête a, l'énergie cinétique des atomes est quantifiée 
et obéit à la loi 
2 


- Des 2 3 
LAN Tu Emaz (re +n,+n) avec (n,,n,,n,)e N* 


2 


SE —Beg(n?+n2+n?) ; h 
a= NY. Ye fometmm) où = € 


La somme se ramêne donc à un produit de trois termes identiques. 


_ 3 
n=1 


La fonction à sommer varie lentement avec n. On peut l'approcher 
par une intégrale! : 


20 40 60 80 100 


OO OO 1 

ÿ eco? à : e-Peoë? dx = =] = V/27m ED 

n=l 0 2 V Be h 
Ainsi, si l'on note V = a° le volume de la boîte, on obtient : 


V 
2= 73 (2rm ET)" (32) 
Finalement, la fonction de partition d’un gaz parfait monoatomique 
dans l'approximation de Maxwell-Boltzmann s'écrit 


N 
ZT, V,N) = 2 (5) (2rm kT)°N/? (3.3) 


N! \h3 


3.1 Gaz parfait monoatomique 


Équation d'état 


Cherchons la relation f(p,V,T,N) = 0 qui relie pression moyenne, 
volume, température et quantité de matière pour un gaz parfait mo- 
noatomique. La pression moyenne est obtenue par exemple grâce à 
l'énergie libre : 


F(T,V,N)=-keT in ZT, V,N) et dF=—SdT — pdV + uadN 


La pression moyenne ps'interprête donc comme une dérivée partielle 


de F: . à 
F nZz 
D= LT MB 
8Vlyr OV _. 
On Ze 


D'après la relation (3.3), 


N 2 . 
= de sorte que l'équation 
NT 


OV 
d'état du gaz parfait s'écrit 


DV=ENET | (3.4) 


On notera la disparition de la constante de Planck dans l'équation 
d'état ce qui signifie que l'on peut retrouver ce résultat à l'aide d'un 
raisonnement classique. 


Par définition de la température thermodynamique on a, pour un gaz 
réel : 
RT = lim PE 
p—0 n 
où R est une constante universelle et n Le nombre de mole. On voit 
alors que notre définition de la température coïncide avec la défini- 
tion de la température thermodynamique à condition que 


R 


ra Q (3.5) 


ke 


Depuis le 20 mai 2019, Le kelvin est défini en fixant la valeur de la 
constante de Boltzmann. On a 


kg = 1,380 649 : 10 23 J.K”-1 


Energie interne 


L'énergie interne du gaz vaut 


08 sy 08 |, 28 
c'est-à-dire, 
3 3 


où n est le nombre de moles et R la constante des gaz parfaits. On 
trouve ici une interprétation simple de la température : si l'on calcule 
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l'énergie cinétique moyenne de chaque atome on trouve 


€ = 3/2k8T = 1/2muv? + 1/2mui + 1/2mv2 


Comme les trois directions sont équivalentes, on a 


——— 1! 
Por SheT V) (37) 


La température est proportionnelle à l'énergie moyenne de transla- 
tion; on parle d'énergie d'agitation thermique. De plus l'énergie se 
répartit en terme égal entre les trois degrés de liberté. Il s'agit d'une 
conséquence du théorème d'équipartition de l'énergie : 


Théorème de l'équipartition de l'énergie 


2 : Un système est dit classique Dans un système classique? en équilibre à la température T, chaque 
quand les effets quantiques sont degré de liberté intervenant de façon quadratique dans l'énergie, 


négligeables. Ceci est réalisé quand : SA : 
énergie thermique 1/26 .7 est beaus contribue pour 1/2XRT à l'énergie totale. 


coup plus grande que l'écart entre 


deux niveaux d'énergie consécutifs. M : — ce ; 2 
É Capacité thermique - On en déduit la capacité calorifique à volume 


constant 15 : 
= R 


rh 
Pour l'argon (M = 40 g.mol-!) par exemple, on a une capacité ther- 


mique 


3 
Ci = SA EL not À ge 


quatorze fois plus faible que celle de l'eau à masse égale (c, = 4,18J.K-1.g?). 


Formule de Sackur-Tetrode 


Calculons maintenant l'entropie d'un gaz parfait monoatomique. On 
peut l'obtenir soit à partir de la définition de F soit à partir de l'une 
de ses dérivées partielles : 


OF U-F 


S — 


L'énergie libre s'obtient à partir de Z,8 et de l'approximation de Stir- 
Ling : 


V 3 27m kg T 
F=-heT 10 Zue = Nike? [ln (5) + Sn ( F2 ) +1 


Notez que l'énergie libre est une fonction d'état extensive. La pré- 

sence du terme 1/N! dans la fonction de partition -et donc l'indiscernabilité- 
est essentielle pour assurer l'extensivité de l'énergie libre et de l'en- 
tropie. On déduit l'entropie 


: V 3 27m kg T 5 
s=\kn(s)+3tn( F2 )+3] 
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Paradoxe de Gibbs 


Plaçons deux gaz parfaits dans une boîte séparée en deux parties 
par une cloison diatherme et mobile puis attendons l'équilibre 
thermique et mécanique. Les gaz sont alors à la même tempéra- 
ture et à la même pression. Enlevons la cloison. Deux cas de figure 
se présentent : 


> Si les gaz sont différents, le processus est irréversible et le 
mélange s'accompagne d’une augmentation d'entropie (dite 
entropie de mélange), la pression et la température ne va- 
riant pas. 

> Si les gaz sont identiques, l'état final et l'état initial étant 
rigoureusement identiques, l'entropie ne doit pas varier. 


On doit donc avoir 2S(T,N,V) = S(T,2N,2V). Or sans l'hypo- 
thèse de l’indiscernabilité, l'entropie n'est pas extensive et cette 
propriété est alors violée. On arrive alors à un paradoxe puisque 
dans ce cas on prévoit une variation d'entropie alors que l'état ini- 
tial et final sont identiques. Ce problème pointé par Willard Gibbs 
en 1861 porte le nom de paradoxe de Gibbs. On Le résout en pos- 
tulant l'indiscernabilité des molécules dans un gaz. 


Lorsque l'on exprime la pression en pascal, la température en kelvin 
et masse molaire M en g/mol, on obtient 


5/2 
s=nr|n()+5m 1, 1646 
P 


Ce résultat est connu sous le nom de relation de Sackur-Tetrode. 


La TAB. 31 compare Les valeurs théoriques (relation de Sackur-Tetrode) 
avec les valeurs expérimentales déduites des coefficients calorimé- 
triques par la relation 


nC, ml) nL, 
_ p,m L â 
s- | : aT +Ÿ T. 


où le dernier terme représente la variation d'entropie lors des chan- 
gements d'état. On voit que l'accord est excellent compte tenu des 
incertitudes expérimentales. 


Element  Entropie semi-empirique  Entropie statistique 
J.K-1.mol-! J.K-T.mol-! 

Ne 146,5 + 0,5 146,2 

Ar 154,6 +0,5 154,8 

Kr 163,9 +0,5 164 

Xe 170 +1 169,6 


On notera la présence dans l'entropie statistique d'une constante issue 
de la mécanique quantique : la constante de Planck. Ainsi il est pos- 
sible de mesurer la constante de Planck à partir de mesures thermodyna- 
miques. Cependant la précision limitée des données thermodynamiques 
est très loin de surpasser celle de la physique atomique. Par ailleurs, le 
modèle que nous venons de voir s'applique bien au cas des gaz rares 
mais est incomplet dans les autres cas (cf. section suivante). 


3 : Dès 1911, la prestigieuse revue al- 
lemande Annalen der Physics publie 
deux résultats indépendants issus des 
travaux de deux physiciens allemands: 
Otto Sackur (1880-1914) de l'université 
de Breslau et Hugo Tetrode (1895-1931) 
génie précoce fils du président de la 
Dutch National Bank. Pour la petite his- 
toire, Sackur mourut d'une explosion 
chimique dans le laboratoire de F. Ha- 
ber, alors qu'il faisait des recherches 
sur les gaz de combat en pleine guerre 
mondiale. Sackur était un ami proche 
de la femme de Haber qui inconso- 
lable après la mort de Sackur, finit par 
se suicider avec l'arme de service de 
son mari. 


TAB. 31 : Entropies molaires des gaz 
rares à T' = 298K et p = 1atm. 
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3.2 Gaz parfait de particules composites 
Généralités 


En réalité, l'atome ou la molécule sont des structures composites. On 
ne peut pas les réduire à des points matériels à trois degrés de liberté. 
Par contre on montre que l’on peut découpler deux mouvements : 


1. Le mouvement du centre d'inertie G auquel on associe les trois 
degrés de translation. 

2. Le mouvement interne auquel on associe les degrés de liberté 
internes. 


L'énergie d'une molécule s'écrit alors 


2 
2 2 2 
€ = —(n +n +n + € 
Na My À 8 az m y 5) À 


où €, désigne l'énergie associée aux degrés de liberté internes (À 
désigne l'ensemble des nombres quantiques associés à ces états in- 
ternes). On admet que les degrés de liberté internes sont indépen- 
dants des degrés de liberté de translation de sorte que l'on peut 
écrire 

2 Zr X Zint 
où 2, et 1 désignent respectivement la fonction de partition indi- 
viduelle associée aux états de translation du centre d'inertie et aux 
états internes à l'atome ou la molécule. 


Dans un premier temps, on peut considérer qu'une molécule est un 
système constitué de p atomes ponctuels et donc sans structure in- 
terne. Dans ce cas, la molécule présente 3p degrés de liberté qui se 
répartissent en : 


+ 3 degrés de liberté associé aux états de translation du centre 
de gravité de la molécule; 

+ 3 degrés de liberté de rotation si la molécule n'est pas linéaire et 
2 degrés de rotation sinon (il suffit de deux angles pour orienter 
une molécule AB); 

> 3p—6 (resp. 3p—5) degrés de vibrations pour une molécule non 

. _ linéaire (resp. linéaire). 

4: En toute rigueur il faut aussi tenir 

compte des états nucléaires. Cepen- se : | fee 2 à : 

dant, les énergies misesenjeupourat- EN réalité il faut aussi tenir compte des différents états électroniques 

teindre Les états excités sont de l'ordre du cortège électronique de la molécule“. Si l'on admet que tous les 
du Mev alors que KT +25meVätem- degrés de liberté sont indépendants, on peut écrire 

pérature ambiante de sorte que l'on 

peut considérer les états nucléaires 

gelés. 


1 


2 = 2 X Zel X Zrot X Zip Et  Zms = 


Notons tout de suite que la fonction de partition z;,. est indépen- 


dante du volume V de l'enceinte, de sorte que la pression p = kT ON Zua 


prend la même valeur que dans le cas du gaz parfait monoatomique. 
Ainsi, 


NT 
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Loi des gaz parfaits II 


Tout gaz parfait, quelle que soit son atomicité, vérifie l'équation 
d'état pV = nRT. 


Les états de rotation 


On se limite aux molécules linéaires (ex : O,, CO, CO, etc.) et l'on se 
place dans l'approximation du rotateur rigide, c'est-à-dire que la dis- 
tance inter-atomique est supposée fixée à sa valeur d'équilibre. Dans 
ce cas, il n'y a que deux degrés de liberté interne qui correspondent 
aux deux angles de rotation autour des deux axes perpendiculaires à 
l'axe internucléaire. Une molécule linéaire rigide de moment d'inertie 
I par rapport à son centre d'inertie et en rotation à la vitesse angu- 
laire w autour de G possède une énergie cinétique barycentrique : 


où L représente le moment cinétique barycentrique de la molécule. 
Or, la mécanique quantique stipule que le moment cinétique est 


quantifié : 
L = 4(L+1)# ê — 0,1, 
avec 
L, = mÂh m = —l,—L+1,..,4/ 
Ainsi, Les niveaux de rotation s'écrivent 
2 
e ={(l+l})e avec EE = — 
chaque niveau €, étant dégénéré d'ordre g = 2£ +1. Moléecule  @,:(K) | Molécule  O,(K) 
H) 88,6 Nb 29 
En thermodynamique statistique, on exprime souvent l'énergie en HD 66,5 P 1,27 
terme de température, c'est pourquoi on définit la température ca- ne . = 
ceade ; 2 
ractéristique 6... telle que HBr 123 b 0,027 
HI 9,5 CO 2,8 
a 
ne = o (3.9) 0, 21 CO; 0,57 
B TAB. 3.2 : Températures caractéris- 


tiques @t. 
Calculons la fonction de partition associée aux états de rotation 


a = D (+ Le ++ 


{=0 


Trois cas de figure se présentent : 


» On & T: c'est le cas le plus courant puisque, sauf pour Le dihy- 
drogène, 6... est de l'ordre du kelvin (cf TAB. 3.2). De nombreux 
niveaux sont alors peuplés et le calcul de z,,. peut s'approcher 
par une intégrale (limite classique). 


Zrot = Î (26 + 1)e— 7 * de = Î et dx 
0 0 
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-1: Le 2e ARERÈNE de Hee Mac 
Laurin donne 2,4 Cu +i+ Oct + 


15T 
2 
A (SR) 
315 sa FYa 


Com = F(T/O0t) 


5/2R |- 


0 1 2 8 
T/O,0t 


FIG. 3.2 : Évolution de C,,,, en fonction 
de la température lorsque l'on tient 


compte des niveaux de rotation. 


Ainsi, dans l'approximation classique : 


si T>6,+ (310) 


A = — 
rot re) 
rot 


> TK 6,,:0n peut considérer que seul le premier niveau £ = 0 
est peuplé. On dit alors que les états de rotation sont gelés et 
l'on à zx = 1. 

>» 9, — T': Dans ce cas, il faut calculer directement z,, en pre- 
nant Les termes prépondérants". 


Capacité thermique - l'énergie interne de rotation qu'il faut ajouter 
à l'énergie de translation pour tenir compte des deux degrés de rota- 
tion, vaut 


in 
Ut T NM rt 


On retrouve les conclusions du théorème de l'équipartition : Chaque 
degré de rotation contribue, dans l'approximation classique, pour 
1/2kT dans l'énergie interne. Ainsi l'énergie d'un gaz parfait diato- 
mique de température T > 6, vaut 


5 5 
U= Ut Vo NAT © Cum = 3R 


À basse température c'est-à-dire si T <& 6,4, les états de rotations 
sont gelés et 2... + 1.AinsiU,, = 0etC, n = 3/2R. La figure ci-contre 
illustre l'évolution de C,,,, en fonction de la température adimension- 
né T/6,4. On remarque notamment que le domaine classique est 
atteint dès que T > 26,4. 


Pour Les molécules linéaires centro-symétriques (A-A), Le calcul précédent 
comptabilise deux fois trop d'état. Dans l’approximation classique on a 


T 


Li = 
rot 
26 rot 


Les états de vibration 


En réalité les molécules ne sont pas rigides et La liaison moléculaire 
présente une certaine élasticité que l'on modélise, en première ap- 
proximation, à l'aide du modèle de l'oscillateur harmonique. Là en- 
core nous restreignons l'étude au cas des molécules diatomiques. 


Une molécule A-B dont la cohésion est assurée par une liaison chi- 
mique peut être décrite dans le référentiel barycentrique par un os- 
cillateur de raideur k, de masse y (masse réduite) et de fréquence 
propre r, telles que 


ALUUL ES 
= — avec pH = ——— a. 
A B 


La mécanique quantique montre alors que les états sont quantifiés 
et décrit à l'aide d'un nombre quantique n associé à l'énergie. En 
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prenant l'origine des énergies au niveau fondamental n — 0 on a 
En =nhv, avec neN 
Là encore, on peut définir une température caractéristique 6, 


Op = . O (311) 
B 


Dont quelques valeurs sont données dans la TAB. 33. On remarque 
que 6,5 est, à quelques exceptions près, supérieur à 1000 K, ce qui 
signifie qu'à la température ambiante, Les niveaux de vibrations ne 
sont que partiellement peuplés (on est loin de l’approximation clas- 
sique); les états de vibration sont “quasiment gelés”. La fonction de 


Molécule Oib(K) Molécule Oib(K) 
H 6210 N, 3340 
HD 5380 P 1284 
D, 4390 Cl 810 
HCI 4140 Br, 470 
HBr 3700 b 310 
HI 3200 CO 3070 
0, 2230 CO; 960,960,1850,3380 
H20 2290,5250,5400 


partition associée aux états de vibration se calcule aisément à l’aide 
de l'identité > a" = 1/(1— a) (si [a] < 1): 


[no \" 1 
sib = D, (e 4) TS 
n=0 1-e Tr 
On en déduit l'énergie de vibration 
aln Zvib 0 In Zvib HA 


Le calcul de la capacité thermique associée aux degrés de vibration 
ne pose pas de problème : 


x2e? 


cvib = OU . 
V,n=1 (er 1) 


He on (312) 


On voit que dans l’approximation classique, c'est-à-dire lorsque T > 
6,;, on obtient U,, = nRT ce qui est bien compatible avec Le théo- 
rèême de l'équipartition de l'énergie. En effet, l'énergie vibrationnelle 
est de nature cinétique et élastique : € = 1/2kx?+1/2ux#?. Chacun des 
termes contribuera pour 1/2kT' à l'énergie moyenne ce qui donne 
bien n ART pour n moles. 


Il faut alors ajouter une contribution vibrationnelle à la capacité ther- 
mique 


6 DR +Ch 0 (313) 


On notera également qu'à suffisamment basse température, les états 
de vibration sont gelés et U,;, — 0. Pour résumer, la capacité ther- 
mique molaire d'un gaz parfait diatomique passe de la valeur 3/2R 
à basse température à la valeur 7/2R à haute température lorsque 


TAB. 3.3 
tiques O;;t. 


Gb 
T 


: Temparatures caractérisi- 
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FiG. 3.3 : Évolution de la capacité 
thermique du di-hydrogène deutéré 
(HD gaz). 


degrés de rotation et vibrations sont « dégelés». La FIG. 33 illustre 
cette évolution sur l'exemple du di-hydrogène deutéré. 


7/2R |- 


3/2R |- h 


101 Teb 102 103 104 
TenKk 


Les états électroniques 


Notons €, et g,, les niveaux d'énergie électroniques et leur dégéné- 
rescence associée. On fixe l'origine des énergies au niveau fondamen- 
tal. La fonction de partition associée aux états électroniques s'écrit 


ee, keT 
Zel — J ge Si/ke 
à 


Pour les atomes de gaz rare et les molécules à couches complètes, le 
niveau fondamental est non dégénéré (9 = 1) et le premier niveau 
excité est, à température modéré, inaccessible si bien que z, & 1 
et la loi du gaz parfait ainsi que la formule de Sackur-Tetrode décrit 
correctement le gaz. 


En revanche, pour les molécules à couches incomplètes (comme O,, 
les radicaux libres), Le niveau fondamental est souvent dégénéré. Dans 
ce cas il faut ajouter à la formule de Sackur-Tetrode Leterme nR In go. 


IL arrive parfois que les premiers niveaux excités soient proches à 
cause du couplage spin-orbite (c'est en fait le couplage spin-orbite 
qui lève la dégénérescence du premier niveau excité). Dans la littéra- 
ture, on donne souvent la température caractéristique des différents 
niveaux excités au lieu de donner les énergies. Le lien entre énergie 
et température est 


€ 
p, = 
kg 
Dans ce cas on approche z,, par 
… _0,/T 
Ze © 90 + ge %/ 


si le premier niveau excité est partiellement peuplé (facteur de Boltz- 
mann non négligeable). 
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Exemple 


Le terme spectroscopique fondamental du monoxyde d'azote NO est ?IT 
(S = 1/2 et L = 1). Par couplage spin orbite ce niveau se dédouble en 
deux sous niveaux : Le niveau fondamental ?IT,, dégénéré 2 fois et le 
premier niveau excité ?II,,, dégénéré 4 fois dont la température caracté- 
ristique vaut 4, = 172K. Ainsi, La fonction de partition électronique de la 
molécule vaut, à température modérée 


za = 2+4e 12/7 


Évolution du facteur calorimétrique + 


Par définition le facteur + est le rapport des capacités thermiques 
isobare et isochore : 


CR 

def Cp avec dT WI) (314) 
Ca o = 
D TA 


Rappelons que pour une transformation isochore on a 


OÙ 
Ô dU C —— 
“à ° OT V,N,x 
et pour une transformation isobare 
0H 
dH nn 
dQ, C, The 


où H = U +pV désigne l'enthalpie. 
Pour un gaz parfait, on a les propriétés suivantes. 


1. On a la relation évidente H = U +nRT de sorte que les capaci- 
tés thermiques molaires sont reliés simplement par la formule 
de Mayer : 


GC © (315) 


2. L'énergie interne molaire ne dépend que de la température. C'est 
donc aussi le cas de l’enthalpie molaire. Par conséquent le fac- 
teur + ne dépend que de la température et de la nature du gaz. 


Cas des gaz monoatomiques - Pour des températures inférieures à 

10000 K, Les états électroniques sont gelés et l'on aU =U, = inRT D 
ce qui donne Gaz Température 7 
Argon 15 °C 1,65 
Hélium 18°C 1,66 


3 6) 6) 
Co,m — PEL ce Cp, — PEL 7 V=—= 3 M (316) 


TAB. 3.4 : Quelques valeurs expérimen- 
tales pour deux gaz rares. 


Cas des gaz diatomiques - Contrairement au cas du gaz monoato- 
mique, + varie au cours de la température car les états de rotations 
se “dégèlent” lorsque T > 206, ainsi que les états de vibration 
lorsque T > 6,4. La figure 3.4 illustre cette évolution dans le cas 
du di-hydrogène deutéré. 
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FIG. 3.4 : Évolution du coefficient + du 
di-hydrogène deutéré (HD,,,) avec la 
température. 


Gaz Température (°C) 7 
Diazote 0-200 1,41 
Dihydrogène 16 1,41 
Dioxygène 13-207 1,40 
Air 0-100 1,40 


TAB. 3.5 : Valeurs expérimentales pour 
quelques gaz diatomiques. 


Gaz température 7 
CO, 20°C 1,29 
H,0 100°C 1,33 


TAB. 3.6 : Valeurs expérimentales pour 
quelques gaz triatomiques. 


5/3 ?7 
715. 
9/7 | 
ul Hal as “in 
10! Te 10? 10 104 
On distingue trois domaines : 
C iR 5 si T«O 
v,m — 2 9—=3 Sl Oo 
Cnesr y=s si 64 <T<0, 
Cons =? si O,, KT < 10000K 


On retiendra qu'en général à température ambiante, + — : pour un 
gaz diatomique comme le confirme la TAB. 3.5. 


Cas des molécules complexes - Dans le cas des molécules formées 
de n atomes, Les 3n degrés de liberté se distribuent ainsi: 


- Trois degrés de liberté de translation associés au mouvement 
du centre d'inertie de la molécule. 

> Trois degrés de rotation si la molécule est non linéaire, deux si 
elle est linéaire. 

> 3n-6 degrés de vibrations si la molécule est linéaire et 3n-5 de- 
grés de vibrations si la molécule n'est pas linéaire. 


La plupart du temps les degrés de vibration sont gelés à température 
ambiante de sorte que l'on a 


si la molécule est linéaire 
sinon. 


GE ou 


C'est le cas de l'eau à température ambiante comme le montre la 
TAB. 3.6. Par contre, pour le dioxyde de carbone, il y a deux modes 
de vibrations qui sont partiellement excités à température ambiante 


(Bi, = 960 K) ce qui explique que À < co, < 7 


3.3 Théorie cinétique des gaz (1859) 


Il s'agit ici de déterminer la distribution des vitesses des molécules 
d'un gaz parfait thermalisé à la température T. Nous ferons le cal- 
cul pour un gaz parfait constitué d'atomes sans degrés de liberté in- 
terne. Cependant le résultat sera général puisque les degrés de liber- 
té internes sont indépendants de la vitesse des molécules (degrés de 
translation). 


Densité d'état en énergie 


Considérons un atome libre de se mouvoir dans une boîte cubique 
d'arête a et cherchons à calculer le nombre de micro-états acces- 
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sibles lorsque l'énergie de la particule est comprise entre E et E+dE. 
Ici, il est judicieux de calculer Le nombre &(E, N,V) de micro-états 
tel que E, < E. 


On sait que l'énergie d’un atome dans une boîte cubique d'arête a 
fait intervenir trois nombres quantiques : 


h2 


_ 5 02 0 _ 
Er = eg(ni +ni+n£) avec €ç = ma? 


Le nombre & de micro-états pour lesquels l'énergie E, < E corres- 
pond donc au nombre de triplets (n,,n,,n,) tel que 
(n£ +n5 + n?) < E/e 


Si l'on raisonne dans l'espace des états (cf figure 3.5), æ s'interprète 
comme le nombre de nœuds d’un réseau cubique d'arête ay = 1 
compris dans ème de sphère de rayon R = /E/e . Puisque R > 1, 
on peut approcher & en divisant le volume de la portion de sphère 
par Le volume d’une maille du réseau (cube d'arête 1): 


Le nombre de micro-états dont l'énergie est comprise entre E et E + 
dE est donné par 


Q=G(E+dE,N,V)-@(E,N,V)= dE (317) 


Par définition, la densité d'état en énergie p, est le nombre de micro- 


FIG. 3,5 : Espace des états : chaque état 
atomique est représenté par un nœud 
du réseau. 
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5 : On notera là une contradiction 
avec l'hypothèse même du gaz parfait 
puisqu'elle suppose l'absence d'inter- 
action intermoléculaire alors que le 
processus de thermalisation l'impose. 
En réalité, de part le volume fini v 
des atomes, ceux-là sont soumis à un 
nombre important de collisions sans 
que cela remette en cause le modèle 
du gaz parfait à condition toutefois 
que Nos  V. 


FIG. 3.6 : Distribution des vitesses dans 
un gaz. Lorsque la température est 
multipliée par quatre, la vitesse la plus 
probable est multipliée par deux. 


états par unité d'énergie et vaut 


ee 


le 5 N=AGE | © (318) 


À partir de ® = 4rV (2mE)°/?2/(3h%), on obtient 


Q(E, V) = arm V2mE dE (319) 


Exercice - Calculer l'ordre de grandeur de ( en prenant V < 1m°, m = 
10-27Kg, E = 1J,h < 10% J.s et dE < 10710). 


Rép. - La formule (319) donne 


1 
( 10 33 )3 


Q — Ar x 107272 x 10-27 x 1 x 10710 & 1050 


Distribution des vitesses 


Dans un gaz parfait, on peut considérer que chaque atome est ther- 
malisé avec Le reste du gaz”. D'après la loi de Boltzmann, la probabilité 
dP(e) de trouver l'atome avec une énergie € à de > 0 près s'écrit 


e-</k8T 


V 
dP(e) = —Pe de avec z=— 73 7m ke Te 


où z est la fonction de partition individuelle que nous avons déjà cal- 
culée. Par ailleurs, l'énergie des atomes étant uniquement cinétique, 
on à 


1 
e=-mu = de=mudu 


2 


Ainsi, la probabilité de trouver une molécule avec une vitesse v à dv 
près s'écrit 


mn NE. 2 
dP(v) = ) e 27 4ru? du (3.20) 


IL s'agit de la loi de Maxwell-Boltzmann concernant la répartition des 
vitesses (1859). 


Cherchons maintenant la probabilité dP(ü) qu'une molécule ait une 
vitesse ü = (u,,u,,v,) à dü = (du,, du,, du,) près. Dans l'espace des 
vitesses (Ou,,u,,v.), dP(v) représente la probabilité que Le vecteur 
vitesse v ait son extrémité dans une coquille sphérique de rayon v, 
d'épaisseur dv et donc de «volume» dr = 4rv?dv. Quant à la pro- 
babilité dP(ÿ), il s'agit de la probabilité que Le vecteur vitesse pointe 
dans un petit «volume» d°r = du,dv,dv,. Par isotropie, tous les 
points de la sphère de rayon v sont visités avec la même probabilité 
de telle sorte que le rapport dP(&)/dP(v) représente le rapport des 
volumes d°r/dr : 


2 


dP(5) _ d°r fm YA ne 
= ‘de ce dP(ü) = DT e du,du,du, 


dP(v) 
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On retiendra que la probabilité qu'un atome se déplace avec une 
vitesse v à dé près, se met sous la forme 


dP(ü) = Ae 7 du,du,du, | © (3.21) 


Vitesses caractéristiques 


On peut définir trois vitesses caractéristiques du chaos moléculaire 
qui rêgne dans un gaz thermalisé : La vitesse moyenne, la vitesse la 
plus probable ainsi que la vitesse quadratique. 


Quelques formules utiles 


I, — } ze 4? dx 1 = =: | 4 
0 avec © 

. 1 

L 2a 


Vitesse la plus probable - Toutes les vitesses n'ont pas la même 
chance d'être observées. Il existe en effet une vitesse à qui rend maxi- 
mum la densité de probabilité dP/dv et qui ne dépend que de la 
température et de la nature du gaz. La densité de probabilité passe 
par un maximum lorsque 


d 20H 9 mu° er 0 = # 2kT 2RT 
= B  — — — B  — — — ————— 
du” KT ù m  _VM 


Vitesse moyenne - La vitesse moyenne v est la moyenne de la norme 
de %, c'est-à-dire 


D m 2 
ü— | vdP(v) = | ) e4 4mw° du avec a— 


Comme J, = —OI, /Oa = 1/(2a?) on obtient 


_ m \? CAT}  J8RT  J8RT 
UV — re AT — = 
27rk8T 2m? Tm rM 


Cette vitesse est légèrement supérieure à la vitesse ©. 


mm 
kT 


ND 


Vitesse quadratique - La vitesse quadratique v, est l'écart-type du 
vecteur vitesse, c'est-à-dire la racine de la moyenne du carrés. 


2=u= | v? dP(v) = 7 4d 
Vg — UV — VU V) — À 2h T TU VU 


expression qui fait intervenir l'intégrale , = 21,/0a? = 3,/x/(8a°/?) 


3 5 
— m 2 ar SVT m ? : 3keT 


6:03 = Va?-ù = Vu. Cette vi- 
tesse est souvent notée dans la litté- 
rature anglo-saxonne vins, MS signi- 
flant root mean square. 
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TAB. 3.7 : Vitesses moléculaires caracté- 
ristiques à 25 °C pour différents gaz. 


(3.22) 


On notera que v, Æ v. 


La vitesse quadratique est liée à l'énergie interne du gaz puisque 


1 1 
FE Die 2 
U;, = ÿ gi = Nam 
La vitesse quadratique est donc la vitesse qui, dans l'hypothèse où 
toutes les molécules se déplaçaient à la même vitesse, donnerait un 
gaz de même énergie interne. 


Ces trois vitesses ne dépendent que de la température et de La masse 
des molécules. Elles varient toutes comme 4/T'/m : elles augmentent 
avec la température et sont d'autant plus importante que la molécule 
est légère. La hiérarchie des vitese se présente ainsi 


V<U< Vq 
Gaz He O; N) Ar 
Vitesse à (m.s”!) 1113 393 421 352 
Vitesse v (m.s”!) 1256 444 475 397 
Vitesse quadratique v, (m.s-1) | 1363 482 515 431 


La relation entre ces vitesses et la température permet de donner une 
interprétation cinétique de la température. On peut dire que dans un gaz 
la température est la mesure de l'agitation moléculaire. Cependant il ne 
faudrait pas croire que la température est une mesure de l'agitation en 
général. Insistons sur le fait que la température est une mesure inverse 
de la capacité à stoker de l'entropie lorsque Le système reçoit de l'énergie 
(4 = 25) 


T ÔE 


Échappement de Jeans 


Ce phénomène est à l'origine de l'évaporation thermique des atmosphères 
planétaires. En effet, dans une atmosphère à La température T, les parti- 
cules ont une vitesse typique de l'ordre de 


__ /8RT 
UV m 


Cette vitesse est en général 


inférieure à la vitesse de libération v,;, de 


la planète. Cependant, 
vitesse v > vw, augmente avec la température. Ces molécules rapides 


son 


ren 


contrer d'obstacle s 


la planète. C'est précisé 
sphère) où la températ 


léc 


ules les plus légère 


rythme d'autant plus in 


rature est forte. 


t donc susceptibles de q 
ur leur chemin qui ri 
ment ce qui se produit en haute atmosphère (exo- 


a probabilité de tro 


ure est élevée et les 
s (v, x 1/VM) qui 


nportant que la grav 


uver une molécule ayant une 


uitter l'atmosphère à condition de ne pas 


squerait de Les ramener vers 


collisions rares. Ainsi Les mo- 
ttent l'atmosphère ceci à un 
ité est faible et que la tempé- 
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Ce phénomène est par exemple la cause de la pauvreté en hydrogène 
des planètes telluriques (Mars, Terre, Vénus). Le composé le plus abon- 
dant de l'univers, H,, bien que produit continuellement par Le volcanisme, 
n'est qu'un composé mineur de ces planètes. Il est aussi à l'origine de la 
disparition complète de l'atmosphère sur Mercure et sur la Lune. 


Interprétation cinétique de la pression 


La pression exercée par un gaz se mesure par la force qu'exerce ce 
gaz sur les parois par unité de surface. Pour un gaz parfait, ce sont Les 
chocs incessants des molécules sur la paroi qui provoquent l'appa- 
rition d'une force de pression dirigée vers l'extérieur. On comprend 
dés lors que la pression moyenne est liée à l'agitation moléculaire. 


Cherchons à exprimer la quantité de mouvement transférée à la pa- 
roi en moyenne et par unité de surface et de temps. Notons dN le 
nombre de molécules frappant l'aire infinitésimale dS pendant dt et 
ayant la vitesse v à duprès. Ces molécules se trouvent dans l'espace 
représenté ci-contre dont le volume mesure v,dt x dS. Dans ce vo- 
lume, la concentration de molécules ayant effectivement une vitesse 
comprise entre ü et ü + dü vaut SdP(ü) de sorte que di s'écrit 


dN = ,dids TS dP() 


Ces molécules sont adsorbées à la surface puis désorbées. Pendant 
ce processus, la paroi reçoit une quantité de mouvement de la part 
de chaque molécule égal à 2m... En vertu du principe fondamental 
de la dynamique, la paroi ressent donc une force 


2mv, x AN 2m 


2 
v Nisrd P(&) 


df, = ne 


Ainsi, en sommant sur toutes les vitesses (à condition que v, > 0), 
on obtient la force moyenne 


= ss | [I sien ie 
vy>0 V 


Or, l'isotropie du gaz implique 


ut _ 
D, *,,92 _ _. 2 
VE = av — Jr = 3V re ELU 
On constate que cette force est proportionnelle à l'aire de la portion 
de surface et qu'elle est dirigée perpendiculairement à celle-ci. Par 
définition, la pression cinétique p,, es la force par unité de surface 
résultante des collisions moléculaire sur la paroi. On a 


2 
Pe=>zT-mu ouencore p.V = 7 


La pression cinétique est donc proportionnelle à la densité volumique 
d'énergie liée à l'agitation thermique. Si on se rappelle que 1/2mvw? = 


paroi 


ds 


FIG. 3.7 : Molécule entrant en collision 
sur la paroi. 
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3/2kÈT, alors on obtient 
pV = NT 
Autrement dit, la pression d'un gaz parfait s'identifie à La pression 
cinétique. 
Dans un liquide, la pression p est Le résultat des collisions et des interac- 


tions moléculaires de sorte que l'on peut écrire 


P = Pe + Pm 


où p\ désigne la pression moléculaire. Dans les conditions normales, 
cette pression moléculaire est négative et dépend de la densité et de 
la température. 


DIFFUSION DE PARTICULES 


L'équilibre thermodynamique d'un système isolé suppose l'uniformi- 
té de tous ses paramètres intensifs dans l'espace et Le temps. Quand 
les paramètres intensifs varient dans le milieu d'un point à un autre 
et/ou au cours du temps, le système est hors équilibre thermodyna- 
mique. Il apparaît alors des phénomènes de transport, qui tendent 
à rétablir l'équilibre. La diffusion de particules que nous étudions ici 
est un exemple de ces phénomènes de transport. 


Version en ligne 


femto-physique.fr/physique_statistique/diffusion-moleculaire.php 


41 Approche macroscopique 


Historiquement, le phénomène de diffusion fut abordé de façon phé- 
noménologique par une description macroscopique. C'est cette ap- 
proche que nous suivons ici. 


Courant de particules 


Pour quantifier un transport de particules, on définit une quantité ap- 
pelé densité de courant de particules j,. Par définition, 3, désigne le 
nombre de particules traversant une surface dS' par unité de temps 
et par unité de surface. j,, s'exprime donc en m-?s-|. Le vecteur den- 
sité de courant de particules 7, est orienté dans le sens du courant 
de particules. 


Le flux de particules @ représente le débit particulaire, c'est-à-dire Le 
nombre de particules traversant une surface par unité de temps (s”1). 
De façon formelle, 6 est Le flux du vecteur 7, à travers la surface : 


dé = 7% -dS 
où dS est le vecteur surface perpendiculaire à l'élément de surface. 


On peut relier le vecteur densité de courant de particules 7, au mou- 
vement d'ensemble de ces particules. Si l'on note % la vitesse méso- 
scopique' des particules au point M à l'instant # et dS l'élément de 
surface au voisinage de M, alors les particules qui traversent la sec- 
tion dS pendant dt se trouvent dans un prisme de base dS et dont 
les génératrices sont parallèles à # et de longueur vw dt. Ce prisme a 
pour volume 
dr = dS x udt x cos0 = ü- dS dé 
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ü(M,t) 


dS 
FIG. 41 : Calcul du flux particulaire. 


1:Ilne s'agit pas de la vitesse des 
molécules mais bien de la vitesse 
d'ensemble d'une collection mésosco- 
pique de particules. Cette vitesse est 
une grandeur moyenne et locale du 
point de vue macroscopique. Notre 
raisonnement s'inscrit donc dans le 
cadre du modèle continu. 
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Ainsi, si l'on note n*(M,t) la densité de particules (m-*) au point M 
à l'instant t, Le flux de particules traversant la surface dS s'écrit 


nm x dr 


dé = = RM DM DAS = JM, = n'(M DM) 


Dans le cas particulier d’un fluide isolé en équilibre thermodyna- 
mique v = 0 soit j,, = 0. Il n'y a pas de phénomène de transport. 


Équation de conservation 


Considérons un système constitué de particules en mouvement et 
donc soumis à un courant de particules 7,(x,y,z,t) en tout point du 
système. Délimitons, par la pensée, un volume Ÿ fixe et indéformable 
puis notons N(t) le nombre de particules au sein de ce volume, à l'ins- 
tant £. Si l'on note n*(x, y, z,t) la densité volumique de particules en 
un point M(x, y, 2) et à l'instant t, on a, par définition de La densité 


= ff nte.u2,0 drdydz 
V 


Ainsi, ce nombre varie au cours du temps via 


| = Il On 

h Ot 

Maintenant, si l'on suppose qu'il n'y a aucun processus de création 
ou d'élimination de particules au sein du volume Ÿ (pas de réaction 


chimique, par exemple), le nombre N ne diminue que suite à une 
fuite de particules à travers la surface fermée & délimitant le volume 


Gran = Jr -88 = (0 


où dS est orienté vers l'extérieur. Or d’après le théorème de la diver- 


gence 
DU _ _ OA, 
[x - Îl divA dxdydz avec divA = _ 2 + _ 
se Gé Ox dy Oz 
On a donc 


TE dædydz — - Î]l divr, dædydz VV 


Finalement, on aboutit à l'équation de conservation valable dans le 
cas où il n'y a ni production ni disparition de particules : 


k 


nm 
= 41 
=. Où © (41) 


diV7n + 


Loi de Fick 


La diffusion moléculaire est un transport de matière sous l'effet de 
l'agitation thermique. On rencontre ce phénomène dans de nombreuses 
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situations comme, par exemple : 


- La diffusion d'un colorant dans un liquide; 

> La diffusion d'impuretés dans un solide semi-conducteur pour 
modifier Les propriétés électriques; 

- la diffusion des ions dans une pile chimique. 


La diffusion reste un phénomène assez lent en général. Dans les 
fluides, il est souvent masqué par un autre phénomène de transport 
associé aux mouvements macroscopiques du fluide : la convection’. 
Nous n'étudions ici que le phénomène de diffusion moléculaire. 


Le phénomène de diffusion fut d'abord modélisé à l'aide d'une loi 
phénoménologique*. Lorsqu'un système est dans une situation où la 
densité de particules varie spatialement, il est Le siège d’un phéno- 
mène de transport de particules cherchant à rétablir l'uniformité de 
la concentration. C'est Adolf Fick qui, en 1855, fut le premier à énon- 
cer le fait que le courant de matière qui diffuse est proportionnel au 
gradient de concentration. 


Loi de Fick 


M = —Dgradn* = =DVn* 


où D désigne le coefficient de diffusion de particules. 


Cette loi appelle plusieurs commentaires : 


> Le signe — a une signification simple : Le courant de particules 
est orienté vers les zones les moins concentrées. En d'autres 
termes, le courant de particules tend à rétablir l'uniformité de 
concentration. 

» Le coefficient de diffusion D s'exprime en m?s-". Ces valeurs 
varient sur plusieurs ordres de grandeurs suivant Le milieu sup- 
port du phénomène et la particule qui diffuse (Tag. 41). 

» On peut aussi écrire 7; = —DVc où c est la concentration mo- 
laire (en mol.m=?). Dans ce cas le flux de 7, donne le flux mo- 
laire (en mol.s”1). 


En présence d'un champ de force extérieur, la densité de courant de par- 
ticules s'écrit 7} = n*uf — DVn* où y désigne la mobilité (rapport de la 
vitesse sur la force). 


Équation de diffusion 


l'équation de diffusion est la relation qui régit l'évolution spatio- 
temporelle de la densité de particules. Elle est Le résultat d'un bilan 
de matière associé à la loi de Fick. Nous proposons deux approches 
différentes. 


Cas unidimensionnel - Considérons un milieu unidimensionnel dont 
la densité de particules varie avec x. Appelons N(t) le nombre de 
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2: Le moteur de la convection est La 
poussée d'Archimède qui, associée a 
des gradients thermiques, produit des 
écoulements de fluide. Une façon d'éli- 
miner le phénomène de convection 
consiste à s'affranchir de la poussée 
d'Archimède en réalisant l'expérience 
en micro-gravité. 


3 : Loi de comportement qui permet 
de décrire, dans un certain domaine 
de validité, un phénomène. En général, 
cette loi fait appel à des paramètres 
déterminés par l'expérience. Une loi 
phénoménologiquenn'est pas fonda- 
mentale. 


FIG. 4.2 : Adolf Fick (1829-1901). 


TAB. 41 : Quelques valeurs du coeffi- 
ent de diffusion. 


Q. 


olécule Nbre de masse  D[m?s-!] 
Diffusion dans l'air à O °C 
di-hygrogène H, 2 6,3.10 
di-oxygène O; 32 1,8.10° 
Diffusion dans l'eau à 15°C 
eau H,0 18 2,0.10° 
di-oxygène O, 32 1,0.10 ° 
glucose C5H1206 180 6,7.10 10 
hémoglobine 68000 6,9.10 11 
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FIG. 4.3 : Bilan de matière. 


Math 


La divergence d'un champ vec- 
toriel est un champ scalaire 


qui s'écrit en coordonnées 
cartésiennes 
OA OA OA 
divA = —_Æ E = Z 
Ôx Ôy Oz 


Le gradient d'un champ scalaire 
est un champ vectoriel qui s'écrit 
en coordonnées cartésiennes 


of 
Ôx 
gradf(æ, y, z) = | 92 
of 


de telle sorte que 


CHR RC 


divgrad f = Re 


On obtient l'opérateur A dit lapla- 
cien scalaire. 


Tube de courant 


=" "6e - 
(x) ) 


(x + dx 


particules situées dans Le volume cylindrique d'aire S compris entre 
x et x + dx et faisons un bilan: 


N(t)=n*(x,t) S dx 


et le flux de particules entrant dans le volume V = S dx vaut 


Pentrant — Jn(Lt)S — Ja (t T on 
> DS[-T (0 Luis 
ge jo 
Pentrant D Süx | 2 (x, t) 


Finalement, si l'on suppose qu'il n'y a aucun processus de création ou 
d'annihilation de particules, la conservation de la matière implique 


d On*(x,t O?n*(x,t 
a N() = Pentrant L ) = D re 


On obtient l'équation de diffusion à une dimension. 


Approche générale - Ce résultat se généralise pour une géométrie 
quelconque en manipulant les deux équations locales : 


Ts — — Deradn* : Et AN On* 
{ div7, + ge - 0 =  div(Dgradn*) = _ 
Si Le coefficient de diffusion est uniforme il vient 
On* 
TE 42 
ot ” (42) 


Cette EDP d'ordre deux est dite équation de diffusion. On montre que 
le problème mathématique que constitue l'équation de diffusion (42) 
assortie d'une condition initiale et de conditions aux limites spatiales, 
admet une unique solution! En d'autres termes, si une fonction vérifie 
l'équation de diffusion tout en étant compatible avec les conditions 
aux limites, alors c’est la solution. 

Par ailleurs, on remarque que contrairement à l'équation d'onde (SE = 
c?Af), cette équation brise la symétrie & — —+. Elle traduit donc un 
phénomène irréversible. 


Cas particulier du régime stationnaire - En régime stationnaire, la 
densité moléculaire ne dépend plus du temps : Ün*/ôt — 0. Dans ce 
cas, l'équation de diffusion devient 


An* = 0 


La densité de particules n*(x, y, 2) vérifie alors l'équation de Laplace. 


4.2 Approche statistique 


La loi phénoménologique de Fick s'applique aussi bien aux solides 
(diffusion d'impuretés dans les solides) que dans les fluides. Cepen- 
dant le processus à l'œuvre est différent. Nous nous concentrons ici 
sur le processus de diffusion moléculaires dans les fluides. 


Libre parcours moyen 


Dans un fluide, les collisions inter-moléculaires sont nécessaires pour 
justifier Le processus de thermalisation et tous les phénomènes de 
diffusion (thermique et moléculaire). 


Par définition, Le libre parcours moyen £ est la distance moyenne 
entre deux collisions successives. Nous proposons de calculer le libre 
parcours moyen dans un gaz à partir d'un modèle simpliste : le mo- 
dêle des sphères dures. Les atomes sont représentés par des sphères 
indéformables de rayon r dont la distribution des vitesses est donnée 
par la loi de Maxwell-Boltzmann. 


La densité est supposée suffisamment faible pour que l'on puisse 
négliger les collisions à trois corps. Considérons alors deux atomes 
A et B et cherchons la condition pour qu'il y ait collision entre À et 
B. Dans le référentiel barycentrique, ces deux atomes se déplacent à 
une vitesse relative v, dans deux directions opposées. On appelle b 
le paramètre d'impact, c'est-à-dire la distance entre les deux droites 
qui portent les vitesses relatives des deux atomes. Il y aura collision 
si b < 2r. Autrement dit, si la trajectoire de B passe par le disque 
centré en A d’aire o = 4rr?, il y aura collision. L’aire o est appelée 
section efficace de collision. 


Suivons l'atome À au fil de ses nombreuses collisions. Il décrit une 
ligne brisée (une marche aléatoire), dont chaque tronçon rectiligne 
mesure v,At,; où At, est la durée entre la (i — 1)ème collision et la 
suivante. Le volume balayé par Le disque discuté ci-dessus pendant 
la durée t vaut 

V, = où v,At; = oÙ,t 


où v, désigne la vitesse relative moyenne“. Le nombre N, de colli- 
sions pendant la durée & correspond aussi au nombre d'atomes que 
l'on trouve dans le volume Ÿ, en supposant la densité volumique n 
uniforme : 

N, = n*0o,t 
Ainsi la fréquence de collisions r. correspondant au nombre de colli- 
sions par seconde, vaut 


N, 
t 


Ve = =n ot, [Hz] 


Par ailleurs, le libre parcours moyen est la distance moyenne par- 
courue dans le référentiel du laboratoire par l'atome A entre deux 
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FIG. 4.4 : Paramètre d'impact. 


section & 


FIG. 4.5 : Marche aléatoire d'une molé- 
cule dans un gaz. 


4: Il s'agit ici d'une moyenne tem- 
porelle. Cependant, l'hypothèse ergo- 
dique suppose que cette moyenne se 
confond avec la moyenne d'ensemble. 


48 


4 DIFFUSION DE PARTICULES 


collisions successives. On a donc 


v 


1 
ee, —— 
Ve. NOT, 


Or, on montre que la vitesse relative moyenne est reliée simplement 
à la vitesse moyenne par la relation 5; = 2% de sorte que l'on re- 
tiendra 


1 v 
LEE v== |© (4.3) 
V?n*o er 
Ordres de grandeur - Dans un gaz parfait il vient 
N 5 keT 
n* =, —> l — 
V kg V205 


Le libre parcours moyen augmente quand la pression diminue. Dans 
les conditions normales de pression et de température (T = 300K et 
p = 10° Pa) et en prenant r = 1071 m, on obtient 


£<200nm et #% + 2-10° collisions.s”! 


On note que dans un gaz peu dense, le libre parcours moyen est très 
grand devant la distance inter-atomique d = (V/N)1/3 = 3nm. 


Dans un liquide, la densité comme le libre parcours moyen sont quasi- 
indépendants de la pression et de la température. Pour l'eau par 
exemple on a £{ — 10-10 m ce qui est comparable à la taille des mo- 
lécules. Bien que la formule 43 ne soit valable que pour les milieux 
peu denses, on peut conclure que dans un liquide les molécules se 
déplacent très peu entre deux collisions. 


Dans un gaz constitué de deux types de molécules A et B assimilables à 
des sphères de rayon r., et r, et de masse m, et m., on rencontre deux 
types de collisions suivant que les molécules qui s'entrechoquent sont 
identiques ou pas. Considérons le cas important d'un gaz contenant beau- 
coup moins de B que de A de telle sorte que les molécules B rencontrent 
essentiellement des molécules À. Dans ce cas, la section efficace s'écrit 


o=rn+r) 


On montre que la vitesse relative moyenne entre À et B vaut v, = 4/7 
avec u = et la masse réduite. Ainsi on a &, = 2 Do et le libre 


parcours moyen de B dans le gaz s'écrit 


Modèle de marche aléatoire 


La marche aléatoire est un modèle de base pour décrire Les phéno- 
mêènes de transport à l'échelle microscopique. On fait les hypothèses 
simplificatrices suivantes : 
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> le mouvement de chaque particule est indépendant de celui 
des autres: 

* Suite aux collisions, les particules changent de direction de fa- 
çon aléatoire toutes les 7 secondes ceci indépendamment des 
directions précédentes (perte de mémoire). 


Pour simplifier notre propos limitons nous à un espace à deux di- 
mensions, l'extension à trois dimensions ne posant pas de problème. 
Si l'on note (x,,y,) les coordonnées du point après k déplacements, 
alors Le (k+1)-ème pas est tel que : 


un = t +ôx 
Uri = Vr +ÔY 


où 6x et ‘y sont des variables aléatoires. Dans ce cas, Le chemin par- 
couru par la particule est une marche aléatoire à pas indépendants 
dont l'allure est représenté sur la figure 4.6. 


RN 


FIG. 4.6 : Exemples de marche aléatoire. À gauche, marche aléatoire discrète sur réseau carré; à droite, marche aléatoire continue 
cf. l'animation sur femto-physique.fr). 


On constate que la marche aléatoire ne présente pas de régularité parti- 
culière ni d'isotropie malgré le fait que toutes les directions soient équiva- 
lentes. On peut se poser la question simple suivante: la particule va-t-elle 
parcourir tout l'espace lorsque le nombre de pas N > 1. Autrement dit, 
la probabilité qu'un point de l'espace soit visité tend-t-elle vers 1 lorsque 
N — ©? Eh bien oui! Ce n'est pas le cas en dimension 3 mais ça l'est en 
dimension 2. Et alors ? -me direz vous. Vous ne trouvez pas curieux qu'une 
ligne remplisse tout l'espace? En fait ce n'est pas une ligne «normale » 
de dimension 1. On dit qu'il s'agit d'une ligne fractale de dimension 2. 


Ce type de processus stochastique donne naissance à l'échelle ma- 
croscopique à un phénomène de diffusion. Pour nous en convaincre 
nous allons considérer une marche aléatoire discrête sur un réseau 
carré de maille £ (le libre parcours moyen) (FIG. 4.6). La particule saute 
d'un nœud du réseau à un nœud voisin à une fréquence 1/7 ceci de 
façon aléatoire, les quatre directions étant équiprobables (p = 1/4). 
Appelons P(x,y,t) la probabilité de trouver la particule en (x,y) à 
l'instant t. La probabilité P(x,y,t+7) est donc donnée par le produit 
de la probabilité que la particule soit en (x — £,y) à l'instant t et de 
la probabilité 1/4 que la particule fasse un pas suivant u,, auquel on 
ajoute le produit de la probabilité que la particule soit en (x + £,y) 
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5 : On retrouve là les hypothèses du 
modèle continu utilisées en méca- 
nique des fluides. 


Nous avons considéré que les parti- 
cules effectuent des pas de longueur 
£ constante. En réalité cette longueur 
est aléatoire et le résultat précédent 
doit être modifié. On obtient : 


où £2 désigne le carré moyen du libre 
parcours entre deux collisions. 


à l'instant £ par la probabilité 1/4 que la particule fasse un pas sui- 
vant —u,, etc. On obtient une relation de récurrence dite équation 
maitresse du processus : 


1 1 1 1 
(4.4) 
Plaçons nous dans le cas où £ et 7 peuvent être considérés comme pe- 
tits par rapport aux échelles d'observation macroscopique”. On peut 
alors écrire 


P(x,yt+7r) = Pa D +7. 
2P  1,02P 


En remplaçant ces développements dans l'équation (44) et en ne 
conservant que les termes d'ordre le plus bas, on aboutit à l'équa- 
tion aux dérivées partielles 


OP 4 POP, HP 
Ot Ar \ 0x2 dy? 


Qui n'est rien d'autre qu'une équation de diffusion appliquée à la 
loi de probabilité. Or pour un nombre important de particules cette 
probabilité est proportionnelle à la densité de particules. Ainsi on 
retrouve l'équation de diffusion (4.2). En prime on accède à la valeur 
du coefficient de diffusion D — En dimension trois, le même 
raisonnement aboutit à 


£2 
D = -— 
T 


1 
6 


À retenir 


Le coefficient de diffusion d’une particule dans un fluide dépend 
directement du libre parcours moyen et de la durée entre deux 
collisions. On retiendra la formule qualitative suivante 
£2 
ID = = fr 
Ua 


Ordre de grandeur — Dans l'air nous avons vu que pour de petites 
molécules, £ — 200 nm et v,, + 2 :10° Hz. Ainsi D + 105 m2.s-1 ce 
que confirme les valeurs du tableau TAB. 41. 


Dans l'eau, les molécules d’eau possèdent un libre parcours moyen 
de l'ordre de 1071 m et une vitesse moyenne de l'ordre de 10? m.s-1 
d'où D + 1078 m2.s"1. 


Notons que l'intérêt de ce modèle est d'ordre qualitatif. IL permet de 
prévoir la dépendance du coefficient de diffusion avec la température 
et La pression. Par exemple dans le cadre du modèle des sphères 
dures, les molécules d'un gaz possèdent un libre parcours moyen qui 
varie comme T/p et une vitesse moyenne qui croit VT de sorte que 
D varie comme TVT/5. 
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Diffusion à partir d’un centre 


Supposons que l'on dispose une goutte d'encre sur une surface li- 
quide. Cette goutte va se répandre en suivant une loi d'étalement 
dite loi de diffusion. On peut tout a fait interpréter ce qui se passe à 
l'échelle macroscopique comme le résultat collectif d’un grand nombre 
de marches aléatoires suivies par les molécules d'encre. 


FIG. 4.7 : 5 000 particules partant du centre effectuent chacune une marche aléatoire indépendamment des autres (©J.Roussel, 
simulation disponible sur femto-physique.fr). 


Plaçons par exemple 5 000 particules au centre d’un carré de coté L 
et filmons l'évolution de ce paquet au cours de leur marche aléatoire. 
Le résultat est illustré FIG. 4.7. 


On peut constater: 


1. Le phénomène est isotrope : on voit clairement que l'étalement 
ne suit pas une direction particulière mais toutes les directions. 
L'isotropie du processus se révèle macroscopiquement car il 
s'agit d'une propriété statistique. 

2. La vitesse d'étalement diminue au cours du temps. Le processus 
d'étalement évolue comme #4 ce qui est caractéristique d’un 
phénomène de diffusion. 


Cherchons à déterminer la loi d'étalement du paquet de particules à 
l'aide du modèle de la marche aléatoire discutée ci-dessus. Considé- 
rons une particule P dont la position après k collisions est notée P,. 
Le déplacement issu de la &-ème collision est une quantité aléatoire 
mais de norme constante que l'on note £: 


li =PyuP, avec [Z||=4 


Après N collisions, la particule se trouve en P,, telle que 
————— N — 
k=1 


Cherchant à décrire le comportement collectif du paquet de parti- 
cules nous nous intéressons tout d'abord au barycentre B du nuage 
de particules. Or, si le nombre de particules est très grand, le bary- 
centre correspond à la position moyenne des particules (moyenne 
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d'ensemble) 


— N 
OB=OPy=S 4 


k=1 


Étant donné que les quatre (six en 3d) directions sont équiprobables, 


on a 
= 1 1 1 1 


le au ju 


0 


PULL 
Ainsi, OB = 0: le barycentre reste en O. En d'autres termes, il n'y a pas 
de mouvement d'ensemble et donc pas de convection ce qui est tout 
a fait cohérent avec le fait qu'aucune direction n'est privilégiée. Le 
paquet va donc s'étaler de façon isotrope à partir de ©. Intéressons 
nous au rayon caractéristique du paquet de particules. Il serait as- 
sez naturel d'exprimer la distance moyenne OP, mais le calcul n'est 
pas simple et il est préférable de calculer la distance quadratique 


moyenne 
Ry = VOPY 


On a 


N 2 
om (SE) -DE-E- DA DEE 
k=1 k.j k 


k#j 


Rappelons que dans notre modèle de marche aléatoire, chaque pas 
est indépendant des pas précédents de sorte que 


he: k ={,. re = 0 
Par ailleurs, on a £? = £?. Finalement, la distance quadratique moyenne 


vaut 
Rn = VN£? 


Si l'on se souvient que la durée de chaque déplacement vaut 7, à 
l'instant & chaque particule aura subit N = t/r collisions. On peut 
donc exprimer l'évolution temporelle de la dimension du nuage de 
particules : 


T 


On retrouve la loi d'étalement en V4. Par ailleurs, on a montré que 
D = {?/6r en 3d de sorte que on a la loi de diffusion 


en3d R(t) = V6Dt 
en2d R(t) = V4Dt |© (4.5) 
end R(t) = v2Dt 


La FIG. 4.8 met en évidence cette loi : Elle consiste à simuler, dans un 
espace à deux dimensions, le mouvement aléatoire de 1 000 parti- 
cules, initialement situées en O. À chaque pas on calcule la distance 
quadratique moyenne puis on trace Le graphe R? = f(N) 


Notez que dans cette simulation, Les particules ne peuvent pas quit- 
ter le cadre ce qui génère des «effets de bord». En effet, si l'on at- 
tend suffisamment longtemps, Les particules se répartissent de façon 
homogène dans le cadre. On peut calculer R? dans ce cas, en postu- 


effets de bord 


loi de diffusion 


lant que toutes les positions sont équiprobables : si l'on appelle Z 
l'arête du carré, la probabilité d'être en (x,y) à (dx, dy) près vaut 
dP =1/L? dxdy, d'où 


— 1 L? 
_ 24pP — 2 L 
a fadp- 5 [2 dedy= 


Le même calcul pour y donne Le même résultat de sorte que 


7? 
Rex = 2° += 


Ainsi on prévoit, comme le montre la simulation, que R? croît linéai- 
rement au cours du temps, puis s'infléchit pour tendre vers la va- 
leur maximale L?/6, lorsque les premières particules atteignent les 
bords. 


Exercice - Quel est l'ordre de grandeur du temps qu'il faut pour qu'un par- 


fum emplisse de façon uniforme un pièce de 3 x 3 x 3 m°? 


Rép. L'étalement suit la loi R? = 6D+ de telle sorte que la durée 


__ (2/2) 
7 6D 


donne un ordre de grandeur du temps de diffusion. Ici L = 3 met D = 
10 5m?s !. On trouve 

T 10H 
Le phénomène de diffusion est extrêmement lent. En réalité la convection 
accélère le phénomène. 


La formule d’Einstein 


En 1905 Albert Einstein publie dans Annalen der physik un article inti- 
tulé Sur le mouvement de petites particules en suspension dans des 
liquides au repos requis par la théorie cinétique moléculaire de la cha- 
leur dans lequel il cherche à tester la théorie cinétique moléculaire 
de la chaleur sur le mouvement brownien. Il montre que si l'on admet 
qu'une particule en suspension est le siège de nombreuses collisions 
de la part des hypothétiques molécules de liquide, il est alors pos- 
sible de déterminer le nombre d'Avogadro uniquement en vérifiant 
que le mouvement brownien est régit par la loi de diffusion 


RT 


x2=9Dt avec D=—— 
: GrnaN; 
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FIG. 4.8 : Diffusion de 1 000 particules 
browniennes (©J.Roussel, disponible 
sur femto-physique.fr) 


Le mouvement brownien 


Le mouvement brownien fut dé- 
couvert en 1827 par le botaniste 
anglais R. Brown. Observant au mi- 
croscope des grains de pollen en 
suspension dans l'eau, il constata 
un mouvement permanent et erra- 
tique. Ses travaux permirent de re- 
jeter l'hypothèse d'une explication 
biologique en faveur d’une expli- 
cation physique. IL élimina égale- 
ment l'hypothèse de courants de 
convection entretenus par l'éclai- 
rage du microscope mais ne par- 
vint pas à donner une explica- 
tion satisfaisante à ce mouvement 
perpétuel. Ce n'est qu'à la fin du 
19siècle que les physiciens ont 
commencé à s'intéresser sérieuse- 
ment à la question et à soupçon- 
ner une origine atomique. Einstein, 
Smoluchowski et Sutherland ont 
eu le mérite d'en faire la théorie 
à partir d'arguments thermodyna- 
miques et cinétiques, ce qui per- 
mit ensuite à Jean Perrin d'établir 
par ses expériences la réalité des 
atomes. 
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6 : En fait, par une coïncidence re- 
marquable, la même relation fut dé- 
couverte en Australie pratiquement au 
moment où Einstein effectuait son tra- 
vail de thèse! En effet, William Suther- 
land soumit un article en mars 1905, 
où cette relation était obtenue par 
une méthode similaire. IL serait plus 
juste d'appeler cette loi, relation de 
Sutherland-Einstein. 


Relation qui porte le nom de formule d’Einstein® 


Le modèle de Langevin - On se propose d'exposer ici non pas l'ap- 
proche d’Einstein mais plutôt celle de Paul Langevin qu'il a publiée 
dans une note aux Comptes Rendus de l'Académie des Sciences en 
1908. Il considère une particule sphérique de masse m et de rayon a 
en suspension dans un liquide et se mouvant à la vitesse v. La masse 
et le rayon sont supposés grands devant les échelles atomiques. Cette 
particule est soumise à une force : 


F = a+ f(t) 


où le terme —aÿ désigne la force moyenne qui tend à freiner la parti- 
cule brownienne. On sait d’après la loi de Stokes que « = 67ma. Quant 


à f(t), il désigne une composante aléatoire liée aux collisions avec 
les molécules qui maintient la particule en perpétuel mouvement. 


— 


Par construction f(t) = 0. 


Intéressons nous au mouvement suivant x en projetant la seconde 
loi de Newton sur Oz : 


d 
me = —6Tnav, + fit) 


avec v 
dé 


On obtient ce que les mathématiciens appellent une équation dif- 
férentielle stochastique. Cherchons à déterminer l'évolution tempo- 
relle de la quantité x2. Pour cela multiplions l'équation différentielle 
par x : 


dv, dt 


ML = M 


dt dé 
puis prenons la moyenne sur un grand ensemble de particules 


— mu = —6rnnaxi + xf,(t) 


dit — a 
me = mu? — Grnaxt + xf,(t) 
D'une part, la particule étant en équilibre thermique avec le liquide, 
on a, en vertu du théorème d'équipartition de l'énergie 


D'autre part, si l'on suppose que x et f, ne sont pas corrélés, on a 
zf, =%f, = 0. Ainsi en moyenne le produit x& vérifie 
dut  RT 6 — 
M— = —— — O7TALTTX 
dd ON 77 
La solution de cette équation différentielle linéaire s'écrit : 


— RT 


XL — 


mm 


+ Ciee-t/T avec T 


6GrnaN, ” 6rma 


Pour une particule brownienne de taille micrométrique dans un li- 
quide, Le temps de relaxation 7 est de l'ordre de 10 s de sorte que 


l'on peut considérer qu'un régime permanent s'établit quasi-instantanément 
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à notre échelle. On a donc 


— RT 


TE = ——— S t>DT 
6GrnaN; 


Enfin si l'on intègre la relation précédente au cours du temps, sachant 
que xx = 1/2d(x?)/dt et en supposant x2(0) = 0, on trouve 


RT 


x?=9Dt avec D= ——— 
‘ 6GrnaN; 


Q (4.6) 


Que nous dit ce résultat ? Eh bien tout simplement que l'observation 
de petites sphères en suspension dans un liquide permet, d’une part 
de prouver la nature discontinue de la matière (le nombre d'Avogadro 
est fini) et si l'on connaît la viscosité du liquide ainsi que le diamètre 
des particules en suspension d'obtenir la valeur du nombre d'Avoga- 
dro. En effet, si la matière est continue, N, — % et le coefficient de 
diffusion D s'annule/. Ainsi la seule vérification que x? croit comme 7: On peut montrer que la viscosité 


+ suffit à montrer l'existence de l'atome. estune propriété macroscopique indé- 
pendante de la nature continue ou dis- 


continue de la matière. 
Bien qu'on ait utilisé l'hypothèse atomique pour démontrer l'équation 
d'état du gaz parfait, cette hypothèse n'est pas nécessaire. En effet la re- 
lation pV = nRT implique uniquement des grandeurs macroscopiques 
indépendantes du caractère continu ou discontinu de la matière. Notam- 
ment le nombre de moles est défini par rapport à la masse : une mole de 
12C est la quantité de matière correspondant à 12 g. 


Expérience de Jean Perrin — C'est en 1908 que Jean Perrin et ses étu- 
diants réalisent les fameuses expériences sur le mouvement brow- 
nien. En observant au microscope des émulsions de gomme-gutte 
ou de mastic bien calibrés, il montre la validité de la relation d'Ein- 
stein et en prime trouve une valeur du nombre d'Avogadro qu'il es- 
time compris entre 5,5.107 et 8.102 (la valeur tabulée actuelle est 
de N, = 6,02.102 mol.-1). Jean Perrin reçu le prix Nobel en 1926 pour 
ses travaux sur le mouvement brownien. 


Aujourd'hui, l'existence de l'atome est tellement ancrée dans notre 
culture que l'on oublie parfois qu'il n° y a pas si longtemps cette 
hypothèse était combattue avec acharnement jusqu’à la fin du dix- 
neuvième siècle par de grands savants comme Duhem, Ostwald ou 
Mach. Laissons donc Jean Perrin conclure ce chapitre important de 
l'histoire des idées : 


« La théorie atomique a triomphé. Nombreux encore na- 
guêre, ses adversaires enfin conquis renoncent l'un après 
l'autre aux défiances qui longtemps furent légitimes et 
sans doute utiles. » [6] [6] : PERRIN (1913), Les Atomes 


ANNEXES 


RAPPELS SUR LES PROBABILITÉS 


L'essentiel sur Les probabilités pour aborder sereinement Le cours de 
physique statistique. 
Version en ligne 


femto-physique.fr/physique_statistique/phystat_complement1.php 


A1 Dénombrement 


Factorielle 


La factorielle de l'entier n est noté n! et vaut 
n=nx(n—-1)x(n—2)x…x2x1 avec par convention 0=1 
n! donne le nombre de permutations de n objets. 


Exercice - Combien y-a-t-il de façons de faire 421 avec trois dés ? 


Rép.3!=6 


Pour Les grands nombres, il est possible d'approcher n! à l'aide de la 
formule de Stirling : 


n nm 
nl 2mn (=) = nn! = ninn-n 
ee] € n—+00 


Combinaison 


Par définition, la combinaison de p parmi n, notée C? vaut 


n! 


Gris 
pl(n — p)! 


Le nombre C? donne le nombre de façons de prendre p objets parmi 
n (l'ordre des p éléments est sans importance. 


Exercice - Quel est le nombre de façons de placer N billes indiscernables 
dans g boites ? 


Rép. Placer N billes dans g boites revient à former 9-1 séparations entre les 
billes. La question se reformule de la façon suivante : parmi les N+g—1 
objets (séparations + billes) combien y-a-t-il de manières d'en choisir N 
(billes)? La réponse est alors évidente : 


(N+g—1)! 
Ni(g—1)! 


A1 Dénombrement . ..... 
Factorielle . . ....... 
Combinaison ....... 


A.2 Probabilités . . ...... 
Généralités . ....... 
Variable aléatoire 
Corrélations. . ...... 
Somme de variables . .. 
Distribution binomiale . . 
Distribution de Poisson . 
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A.2 Probabilites 


Généralités 


Dans de nombreuses expériences, il est impossible de connaître avec 
une précision infinie le résultat d'une mesure. On peut citer diffé- 
rentes raisons : 


1. On manque d'information sur les conditions initiales du sys- 
tème (comme par exemple lors d’un lancé de dés) 

2. On manque d'information sur l'interaction du système avec l'ex- 
térieur. Par exemple, un gaz isolé ne peut pas être absolument 
isolé : Le simple vol d'un moustique perturbe le système (force 
de gravitation). Certes cette interaction est négligeable du point 
de vue des énergies mises en jeu mais peut suffire à rendre le 
système imprévisible au bout d'un certain temps (horizon de 
prédictibilité lié à La sensibilité aux conditions initiales). 

3. Le principe d'incertitude d'Heisenberg traduit l'impossibilité in- 
trinsèque d'obtenir une précision infinie sur l'état (position - 
vitesse) d’une particule. 


On utilise alors la notion de probabilité. 


Considérons une expérience dont Le résultat n'est pas connu par manque 
d'information et que l'on peut répéter à l'identique N fois. Supposons 
que les résultats possibles fassent parti d’un ensemble d'événements 

E = {e,,e2,.….,e,}. Si l'événement e; se produit N,; fois après avoir 
réalisé N expériences identiques, on dit que l'événement e, se pro- 
duit avec une fréquence N,/N. Par définition, la probabilité que l'évé- 
nement e, Se produise est la limite de la fréquence quand le nombre 
d'expériences tend vers l'infini : 


DPI 


__N, : 
a LUN ŸS_P,=1 (normalisation) F 


(A1) 
Lois de composition - La probabilité que l'un des deux événements 
e, OU e, Se produisent lors d'une expérience vaut 


P(e; Ue>) = P, + P, — P(e;Ne)) 


De telle sorte que pour deux événements qui s'excluent mutuelle- 
ment (événements disjoints où incompatibles) on à 


PEU) PENSE me =) © (A2) 


La probabilité que deux événements e, ete, se produisent vaut 
P(e; Nez) = P(eile>)P(es) 


où P(e,le,) désigne la probabilité conditionnelle de l'événement e, 
sachant e. 


Exercice - Quelle est la probabilité P d'obtenir trois as en tirant trois cartes 
d'un jeu de trente deux cartes ? 


Rép. Appelons P, la probabilité de tirer un as dans un jeu de 32 cartes, P, 
la probabilité de tirer un as dans un jeu de 31 cartes sachant qu’un premier 
as a été tire et enfin P, la probabilité de tirer un as dans un jeu de 30 cartes 
sachant que deux as ont été tirés. D'après la loi ci-dessus, on a 


P=PPP 


Or, P, = 4/32, P, = 3/31 et P, = 2/30, d'où P = 


1 
1240° 


Ainsi, pour deux événements indépendants on a P(e;le>) = P(e,) de 
telle sorte que 


RÉCOERC © (A3) 


Exercice - Quelle est la probabilité P d'obtenir un total de 5 en lançant 
deux dés indépendants ? 


Rép. On appelle e,; l'événement associé au couple (5, j) produit par Le lancé 
de deux dés ete, l'événement associé au fait de sortir le nombre « après le 
lancé d'un dé.Ona P,, = P,P;,= 5x; = %.Les événements pour lesquels 
le total vaut 5 sont e.,, e4,, e ete... Ces quatre événements étant disjoints, 


on a 


Enfin, si on connait la probabilité d'un événement, on connaît alors 
la probabilité associée à l'événement complémentaire : 


| P(Ce)=1-P |© (A4) 


Variable aléatoire 


On peut associer à un ensemble d'événements distincts des valeurs 
distinctes d'une variable aléatoire réelle r:E + R:e;, + x,. Par 
définition on notera 

P, € P(x=32,) 
l'ensemble (x, P(x)) constitue la loi de probabilité et se représente 
à l'aide d'un histogramme. 


En physique, on a rarement accès à la loi de probabilité mais a des 
grandeurs qui sont liés à deux propriétés : la moyenne et l'écart- 
type. 


Moyenne - Par définition, la moyenne (ou espérance) de la variable 
aléatoire x est notée x et vaut 


— def 
T = Ps; 
ïi 


De la même manière, la moyenne d’une fonction de la variable aléa- 
toire x vaut 


JC) SD Pf(x) 
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Ecart-type - On quantiñe la dispersion des tirages de x autour de 
la moyenne par l'écart-type o,. L'écart-type est la racine carré de la 
variance V(x) = (x — 7)? = x? — 7 : 


2 


ce Fa) = Va = Var 


Corrélations 


Soient deux variables aléatoires x et y. La probabilité pour que x = x; 
et y = y; vaut 
P(x; et y;) = P(y;) x P(x;ly,) 


où P(x;l|y;) désigne la probabilité conditionnelle pour que x = x; 
sachant que y = y; 


Variables indépendantes - Lorsque les variables sont indépendantes, 
P(x;ly;) = P(x,). Comme conséquence on a par exemple 


ä,j n - 
On dit alors que les variables x et y ne sont pas corrélées. 


Exemple 


Dans un gaz parfait, Les particules étant indépendantes on peut affirmer 
que les vitesses de deux particules ne sont pas corrélées et donc que 


0, +0; = V0; - 0; = 0 par isotropie. 


Variables corrélées - Lorsque xzy £ x.y on dit que les variables sont 
corrélées. Pour mesurer le degré de corrélation, on définit La cova- 
riance : 


Oxy = TU — TV 


Attention, corrélation ne signifie pas nécessairement dépendance. Deux 
variables indépendantes sont non corrélées mais deux variables dépen- 
dantes peuvent ne pas être corrélées au sens de la définition. 


mais la réciproque n'est pas nécessairement vrai. 


Exemple 


Si l'on reçoit sur un écran la lumière produite par deux sources, on obtient, 
en un point de l'écran une onde lumineuse d'amplitude complexe Y = 
Ÿ, + W, et donc un éclairement € = WW (il s'agit ici d'une moyenne 
temporelle opérée par le détecteur). On obtient donc 


RSA UE TR 


Supposons que chaque source envoie des trains d'onde dont la phase 
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varie de façon aléatoire sur une durée 7 très petite devant le temps de 
réponse du détecteur. On peut donc écrire Y — Aeïs = A(COS w+isinç) = 
0 de telle sorte que : 


> Si les sources sont indépendantes, € = €, + €, et il n'y a pas de 
phénomène d'interférence. 

> Si les sources sont corrélées, Y,.W* 0 et il y a un phénomène 
d'interférence. 


Une figure d'interférence est donc la mesure d’une corrélation entre deux 
ou plusieurs sources qui seront alors dites cohérentes. 


Somme de variables aléatoires 


On est souvent confronté en physique statistique à des grandeurs 
qui résultent d'une somme de variables aléatoires microscopiques. 
Citons par exemple, l'énergie interne d'un gaz, l'aimantation d'un ai- 
mant, le déplacement d’un grain de pollen en suspension (mouve- 
ment brownien) etc. 


Considérons donc 

N 

S= > 7 

i=1 
où les x, sont des variables aléatoires. S est donc aussi une variable 
aléatoire pour laquelle on peut définir une loi de probabilité P(S), 
à priori nécessaire au calcul des grandeurs moyennes. Cependant, si 
les variables sont indépendantes, il suffit de connaître les lois de 
probabilité des x,. Par exemple, calculons la valeur moyenne $ et 
l'écart-type o, pour s'en convaincre. 


N 
EN. Y) (A5) 


car l'opération de moyenne est linéaire. Notons que cette relation est 
valide même si les variables sont dépendantes. 


Le calcul de la variance donne 


D'une part, 


D'autre part, 


Finalement, la variance de S est la somme des variances et des cova- 


riances : 
(s) = > ER + > Oaix; 
î ii 
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On retiendra le cas particulier des variables indépendantes de même 
moyenne et de même écart-type : 


La FIG. A1 illustre la loi des grands nombres. On tire N fois une va- 
riable aléatoire à deux états équiprobables (x — 0 ou 1) puis on 
somme les valeurs. Observez la décroissance de la dispersion rela- 
tive lorsque N augmente. 


Tirages de S = Y',x; avec N = 10 Tirages de S = Y';x; avec N = 100 Tirages de S = Ÿ;,x; avec N = 1000 
10 x 100 x 1,000 % 
8 80 + 800 + 
6 60 + 600 + 
S S ya manne CN ER 
4 40 + 400 + 
2 + 20 + 200 + 
0 + + > 0 + + > 0 > 
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100 
tirage n° tirage n° tirage n° 


FIG. A1 : Tirage de 100 valeurs de la variable aléatoire re æ,; avec N = 10,100 et 1000. 


Théorème de la limite centrale - On dit qu'une variable x suit une loi 
gaussienne ou normale lorsque la loi de probabilité s'écrit 


_(æ-#? 
e 202 


POS 


Ce théorème explique l'omniprésence de la loi gaussienne dans la 
nature : de nombreux phénomènes sont dus à l'addition d'un grand 
nombre de petites perturbations aléatoires (cf FIG. A2). 
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1 _&® 
p(æ) = AE. 77 Distribution binomiale de paramètre N = 20 et p = 0.4 
0.5 x 0.25 x 
O Distribution binomiale 
——— Approximation gaussienne 
0.4 | QT 
0.3 + 0.15 + 
0.2 GET 
o1 | ES | 5-10? | 
0 | | > 0 ” © 0 
_9 0 2 4 6 0 5 10 15 20 
S 
FIG. A2 : Théorème de la limite centrale : à gauche l'allure d'une gaussienne - à droite, l'illustration du théorème de la limite 


centrale sur l'exemple de la distribution binomiale. 
Distribution binomiale 


Considérons un jeu de pile ou face et notons 


robabilité que pile sorte 
{ P Noa 7 avec p+q=l 


qg probabilité que face sorte. 


On joue N fois à “pile ou face” et l'on cherche la probabilité P(n, N) 
que pile sorte n fois. La probabilité de sortir n fois de suite “pile” puis 
de sortir N —n fois de suite “face ” vaut pq" ". Orily a C*, façons de 
sortir n “pile” parmi les N lancés. Ainsi, la loi de distribution s'écrit 


N! 
© (A.6) 


| HOUSE 


On dit alors que n suit la loi binomiale (ou de Bernoulli) de para- 
mètres N et P. 


Exercice - 1000 personnes choisissent un nombre entier entre 1 et 100. Quel 
est la probabilité P pour qu'au moins deux personnes ait choisi le nombre 
35? 


Rép. Notons P’ la probabilité de l'événement complémentaire à savoir celle 
pour que 35 soit choisi par une personne au plus : P’ = P(0,1000) + 
P(1,1000) avec p = 1/100 et g — 99/100. Ainsi 


P' = p9qg1000 + 1000pq°°° = 4,8.10 * —  P —99,95% 


On a bien 5°, P(n, N) = 1 puisque 


N 
D CRprgN = (p+g)" =1 (A7) 
n=0 
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Le nombre moyen n se calcule comme suit 
N N 
n = Ÿ_nP(n,N) — D nCRE'qN A 
n=0 


Or en dérivant par rapport à p la relation (A7) on obtient 


En CNP'aN Tr =  S(p+a)" 
. AC INT = N(p + D 
nCRp'arr = N 


On reconnaît dans le terme de gauche, ñn/p d'où 


n=Np © (A8) 


Distribution de Poisson 


La loi de Poisson est bien adaptée aux événements aléatoires et rares. 
On peut obtenir cette loi en considérant la distribution binomiale 
avec n & N grand et p très petit tout en gardant n = Np  N fini 
non nul. Dans ce cas, on peut remplacer C* par 
NIN=-D(IN-2).(N-n+1) N° 


Cr = ce ca n«&<N 
N n! n! 


De plus, on a 


img" = In(i-p)N 7 =(N-n)ln(i-p)=-Np car p&«1l et n&«N 


Finalement la loi tend vers 


nm 


Pin ne avec À=n 


Exercice - La probabilité qu'un lapin soit albinos vaut p = 1/1000. Quelle 
est la probabilité P(3) de trouver 3 lapins dans un groupe de 1000 lapins. 


Rép. ici À = 1 et donc P,(3) = Le le6% 


La loi de Poisson décrit bien les phénomènes de comptage lorsque 


> La probabilité de détection est proportionnelle à la durée ôt et 
vaut lôt. 

> La détection à l'instant t est indépendante des détections anté- 
rieures. 

> La probabilité d'une double détection pendant la durée ôt est 
négligeable (ce qui suppose r > ôt) 


Dans ce cas, la probabilité de détecter n événement vaut alors 


p(n)= UP e-trr 


n! 


APPROXIMATION DE 
MAXWELL-BOLTZMANN 


Nous constatons tous les jours que, dans les conditions ordinaires,  B1 Fermions et bosons . .. 67 

Les lois sur Les gaz moléculaires ne dépendent pas de la nature (bo-  B.2 Approximation de Maxwell- 

sons ou fermions) des particules. La raison est liée au fait que l'on Boltzmann ........ 68 

peut utiliser l'approximation de Maxwell-Boltzmann pour déterminer  B.3 Validité de l'approximation 

la fonction de partition du gaz parfait. Nous revenons ici en détail sur Classique 21:44 5 &a ct 69 

cette approximation ainsi que sur ces conditions de validité. Cas d’un gaz de 2 bosons 70 
Cas d'un gaz de 2 fermions 70 
Conclusion ........ 70 


Version en ligne 


femto-physique.fr/physique_statistique/approximation-MB.php 


B1 Fermions et bosons 


La mécanique quantique nous enseigne que l'on ne peut pas distin- 
guer les particules d'un système de N particules identiques occupant 
des états délocalisés. On dit que les particules sont indiscernables. 


On rencontre notamment cette situation lors de l'étude : 


* des états de translation dans un gaz moléculaire (théorie du 
gaz parfait): 

+ des états de translation dans un fluide d'électrons de conduc- 
tion (théorie du métal); 

+ des états associés à un gaz de photon (théorie du rayonnement 
du corps noir). 


De cette indiscernabilité il découle que l'état du système n'est pas 
changé si l'on permute deux particules. Ainsi la fonction d'onde Y(r;,...,Tx) 
du système vérifie la propriété suivante : 


2 


+ + 2 + + 
[E(rx, TT …TN)| = [E(rr, nu …TN)| 
Deux cas se présentent alors : 


1. La fonction d'onde est anti-symétrique vis à vis d'une permuta- 
tion : 


Matos Pia Cnil un tnt) 1: En hommage à Enrico Fermi (1901- 
1954). En 1926, Fermi énonce les Lois de 


Les particules ayant cette propriété sont appelés fermions!. ÉcnetenoRe SAIEtIqUe QUANtOQNE, 
connues sous le nom de statistique de 


2. La fonction d'onde est symétrique vis à vis d'une permutation:  Fymi. 


FN) 2: En hommage au mathématicien et 
co TN te 
physicien indien Satyendranath Bose 


Les particules ayant cette propriété sont appelés bosons?. LS 


Dans la nature les particules sont, soit des fermions, soit des bosons. 
Tout dépend de leur spin. 
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3 : Wolfgang Pauli (1900-1958) est 
un physicien suisse d'origine autri- 
chienne. En travaillant sur l'effet Zee- 
man, il fut amené à énoncer le prin- 
cipe d'exclusion (1925) qui reste sa plus 
grande contribution au progrès de la 
physique atomique, lui valant le prix 
Nobel en 1945. Par ailleurs, il prédit 
l'existence du neutrino. 


4 : Prévu théoriquement par Bose et 
Einstein en 1925, ce phénomène fut 
mis en évidence expérimentalement 
en 1995 avec des atomes de rubidium, 
par l'équipe américaine de Eric Cornell 
et Carl Wieman qui fut récompensée 
par un prix Nobel en 2001. 


Lorsqu'une particule possède un spin demi-entier, il s'agit d'un fer- 
mion. On peut citer comme exemples, l'électron (S = 1/2), Le proton 
(S = 1/2), le neutron (S = 1/2), l'atome d'hélium He (S = 1/2), etc. 
Les fermions obéissent au principe d'exclusion de Paulÿ 


Principe d'exclusion de Pauli 


Deux fermions identiques ne peuvent être dans le même état quan- 
tique. 


Lorsqu'une particule possède un spin entier, il s'agit d'un boson. C'est 
le cas par exemple, du photon (S = 1), de l'atome d'helium “He (S = 
0), du boson de Higgs (S = 0), etc. Les bosons ne sont pas soumis 
au principe d'exclusion de Pauli et peuvent donc occuper le même 
état. 


B.2 Approximation de Maxwell-Boltzmann 


Considérons un gaz de N particules identiques et indépendantes dé- 
localisées dans un volume V. Rigoureusement, un gaz de bosons n'a 
pas le même comportement qu'un gaz de fermions. Par exemple, si 
l'on abaisse la température d'un système de bosons identiques et in- 
dépendants, ceux ci pourront s'agglutiner sur le niveau fondamental 
alors que les électrons ne le pourront pas. Ce phénomêne de conden- 
sation collective propre aux bosons est appelé condensation de Bose- 
Einstein“ et explique Le phénomène de superfluidité. Cette différence 
fondamentale entre fermions et bosons peut être négligée dans cer- 
taines conditions. En effet, à haute température et basse pression, 
la probabilité que deux particules occupent le même état est négli- 
geable. Le principe de Pauli se trouve alors respecté de facto, aussi 
bien pour les bosons que pour les fermions. Dans ces conditions, 
dites classiques, les deux comportements tendent vers un comporte- 
ment limite commun que l'on décrit par l'approximation de Maxwell- 
Boltzmann. 


Dans ce cadre approximatif qui consiste à négliger la probabilité que 
deux particules occupent le même état, la fonction de partition Z du 
système s'exprime simplement à l'aide de la fonction de partition in- 
dividuelle z et N. En effet, notons e, Les niveaux d'énergie (que nous 
supposerons non dégénérés pour simplifier) et n, le nombre de par- 
ticules sur Le niveau €. On a bien sûr 


N = ÿ n; et Bis = J[ne, 


niveaux è 
OÙ {n,} représente une configuration {n, n2, ….}. 


> Si les particules sont discernables, il existe de nombreux états 
différents qui correspondent à la même configuration {n,}. Par 
exemple, si l'on permute les particules, les états sont différents 
mais l'énergie ne change pas. Posons wu({n;}), le nombre de 
façons de placer n, particules discernables sur le niveau €,, nr 
sur €, etc. Tout d'abord, il y a N façons de choisir La première 


B.3 Validité de l'approximation 


particule que l'on va placer sur Le niveau €, . Ensuite, il nous reste 
(N — 1) façons d'en choisir une deuxième etc. À la fin, on trouve 
N'!façons de disposer les particules sur les niveaux. Cependant, 
lorsque l’on permute les particules d'un même niveau cela ne 
change pas l'état du système. Il faut donc diviser par n;!, ceci 
pour tous les niveaux, pour obtenir le nombre d'états différents. 
On trouve donc 


N! 


nilmolns!… 


Waisc({N;}) = 


états différents correspondant à une configuration {n,}. Ainsi 
la fonction de partition, dans le cas discernable peut s'écrire 


|; Nine 
Zee Ÿ vitre Prier Tri BEine 
ini} {n;} Ii 


Si les particules sont indiscernables, toute permutation laisse 
invariant l'état du système. Autrement dit, wisc({n,}) = 1. Par 


conséquent, 
Zindise = > e Aires 
{ni} 


Y 


Dans le cadre de l'approximation de Maxwell-Boltzmann, la probabi- 
lité que deux particules occupent le même état est négligeable, de 
sorte que tous les n, valent 0 ou 1. On a donc 


Zaise = > CR Zindisc = > ÉTParE 
{rit {ni} 


soit, 
Zaïsc fe N'Zindise 


Par ailleurs, on sait” que la fonction de partition d'un système de 
N particules indépendantes, identiques et discernables, vaut Zi = 
zŸ, avec z la fonction de partition particulaire. Finalement, la fonction 
de partition de N particules indépendantes et indiscernables s'écrit, 
dans l'approximation de Maxwell-Boltzmann 


1 
Zee = N! nn © (B1) 


B.3 Validité de l’approximation classique 


Cherchons à quelle condition l'approximation de Maxwell-Boltzmann 
est valide. Pour cela, traitons l'exemple simple d'un gaz de N = 2 
particules indiscernables indépendantes enfermées dans une boîte 
de volume V à la température T'et calculons la fonction de partition 
selon que les particules sont des bosons ou fermions. On note €; 
Les niveaux d'énergie et E;; l'énergie du gaz lorsqu'une particule se 
trouve sur le niveau €; et l'autre sur Le niveau €; 


5: Voir 23. 
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Cas d’un gaz de 2 bosons 


l'énergie du système vaut E;; = e; +e; lorsque à Æ jet E;; = 2e; 
lorsque les deux bosons occupent le même niveau. On a donc 


1 1 
—_ a—-B(e;+e;) —28e; — _a—-Beé,; —Be; —28e; 
DIET +3 e te) “ xe +38 € 
t L 


ji ji 


le facteur À permet de tenir compte de l'indiscernabilité (permuter 
les deux bosons ne change pas l'état du système). De plus, si l'on 
utilise l'identité 57,7, 2,x; =), mit; + 3, x, on obtient 


i,9#i 


Z8 = : [z2(8,V)+2(28,V)] avec 2(8,V) = > e-bes 


4 


Cas d’un gaz de 2 fermions 


Ici, l'énergie du système s'écrit E = €, +e; avec à # j puisque les 
fermions ne peuvent pas occuper le même état (on suppose toujours 
pour simplifier qu'il y a un état par niveau). La fonction de partition 
vaut alors 


Autrement dit 


Zr = ; [22(8, V) — 2(28,V)] 


Conclusion 


D'après la formule (B1), l'approximation classique donne 


1 
Zn8 = 3 z?(8,V) 
On voit sur cet exemple que 7 et Z, tendent vers Zyg Si 
2(28,V) € z2(B,V) (B2) 


On a déjà montré que la fonction de partition d'une particule enfer- 
mée dans une boite de volume V, vaut 


3/2 V V 
z = (2r7mk8T) F5 = NI 
OÙ À = a est la longueur d'onde thermique de De Broglie. 


Ainsi, la condition de validité (B.2) équivaut à 


V v? . 
>< —% soit Ày «V5 
2V2Àh À 


th 
Ce résultat se généralise pour un gaz de N particules. On montre 
qu'il faut alors remplacer V par le volume rapporté au nombre de 


B.3 Validité de l'approximation 


particules : 


v\18 
Àh € (x) -i KW (B.3) 


où d représente la distance inter-particules. En d'autres termes, les 
effets quantiques interviennent lorsque la longueur d'onde de De 
Broglie devient comparable ou supérieur à la distance moyenne qui 
sépare les particules. 


Étudions quelques cas. 


- Pour un fluide d'électrons libres dans un cristal de cuivre (à 
300 K), on a À — inm et d = 0,1nm (maille du réseau). La 
condition (B.3) n'est pas remplie. Les effets quantiques sont 
donc importants. 

* Pour un gaz parfait d'Hélium 4, on a: 


+ à 300K sous 1 bar, d + 1nm et À, — 107! m. Les effets 
quantiques sont donc négligeables et l'approximation de 
Maxwell-Boltzmann suffisante. 

+ En revanche, à 1K et sous 1 bar on obtient d = 10-1m 
et An — 1nm.Les effets quantiques sont prépondérants à 
très basse température. 


En conclusion, on retiendra que pour un gaz moléculaire, si la tem- 
pérature est supérieure à quelques dizaines de kelvin, Les effets quan- 
tiques sont négligeables. Le caractère fermionique ou bosonique n'est 
visible qu'aux basses températures. En revanche, pour un fluide d'élec- 
trons, de part la faible masse de l'électron, le caractère quantique est 
primordial même aux températures ambiantes. La loi du gaz parfait 
est alors inopérante. 
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La physique statistique permet de trouver les propriétés thermodyna- 
miques d'un gaz parfait moléculaire à partir du calcul de la fonction 
de partition Z qui intervient dans la loi de Boltzmann. La plupart des 
ouvrages mênent ce calcul en tenant compte des différents états in- 
ternes moléculaires (états de vibration, de rotation, électroniques). 
Cependant, la prise en compte des états électroniques produit, en 
principe, la divergence de la fonction de partition. Rarement men- 
tionné, ce problème est souvent éludé et le lecteur invité à admettre 
une formule approximative qui, comme nous allons le voir, n'a rien 
de trivial. 


Version en ligne 


femto-physique.fr/physique_statistique/partition-electronique.php 


C1 Position du problème 


Rappels sur La fonction de partition électronique 


Les propriétés thermodynamiques d'un système en équilibre avec un 
thermostat de température T' sont entièrement déterminées par la 
fonction de partition Z qui intervient dans la loi de distribution de 
Boltzmann : 


— Q(E,,) —BGE —_ 1 — —23 —1 

Pr BE avec B— ET et k= 138.10 #)K 
Dans cette loi, P, désigne la probabilité de trouver Le système avec 
une énergie E, et Q(FE,,) le nombre de micro-états correspondant 
à cette énergie. Pour un système macroscopique, la fonction Q(E,) 
croît en général extrêmement vite alors que la fonction e-#Æ décroît 
très rapidement, de sorte que P, est une fonction très piquée autour 
d'une valeur moyenne de l'énergie. 


La fonction de partition Z s'obtient à partir de la condition de nor- 
malisation de la loi de probabilité. On trouve 


Z=Y 0(E,)e "Er 


où l'on somme sur les niveaux d'énergie. 


Considérons maintenant un gaz parfait de N > 1 molécules indé- 
pendantes et indiscernables (états de translations délocalisés). Dans 
l'hypothèse où les différents degrés de liberté (translation, rotation, 
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Quel est Le 


problème? .. 
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vibration, états électroniques) sont indépendants, on peut mettre la 
fonction de partition d'un gaz parfait moléculaire sous la forme : 


2N 
Z = N! AVEC 2 — ZtrZrotZvipZel 
où z est la fonction de partition associée aux états d’une seule molé- 
cule. Ce qui nous préoccupe ici est Le calcul de la fonction de partition 
électronique : 


Ze = 0 + 9e 74 + ge Fee + … 


en prenant le niveau fondamental comme origine des énergies et en 
notant g, les dégénérescences des niveaux électroniques d'énergie 


és 


Quel est Le problème ? 


Pourillustrer la difficulté que soulève le calcul de z,,, prenons l'exemple 
de l'atome d'hydrogène. La mécanique quantique nous enseigne que 
l'énergie de l'électron est quantifiée et dépend d'un nombre quan- 
tique via la relation (en prenant l'origine des énergies au niveau fon- 
damental) 


1 
= (: — =) avec € —=13,60eV et n—1,2,… (C1) 


& représente l'énergie d'ionisation de l'hydrogène. l'analyse quan- 
tique montre que chaque niveau d'énergie (fixée par n) possède une 
dégénérescence g, — 2n° (si l'on tient compte du spin). Dans ce 
contexte, la fonction de partition électronique s'écrit 


> 1 
za = Dante fol) 
n=1 


Le premier terme de la série vaut 24, = 2 et le second vaut z,,, = 
8e-0:75%% qui dépend de la température par l'intermédiaire de 8 — 
1/kT. Pour fixer les idées, prenons T = 300 K (on peut retenir que 
KT © 25 meV à température ambiante) : on obtient Be, + 525, soit 
Ze © 5.107111 On est naturellement tenté de négliger ce terme ainsi 
que tous les autres devant le premier. Cependant, quand on y regarde 
de plus près, on s'aperçoit que la somme ne contient que des termes 
positifs qui, de surcroît, ne tendent pas vers zéro quand n — oo (cf. 
FIG. C1). 


ILest facile de se rendre compte que la série diverge puisque l'on a 
a = D 2n2e Paoli) > Ÿ_2eP< = 00 
n=1 n=1 


La fonction de partition n'est alors plus définie et Le calcul des pro- 
priétés thermodynamiques telles que la pression où l'énergie interne 
devient impossible. Certains auteurs n'hésitent pas à parler du pa- 
radoxe de la fonction de partition électroniquel7], invoquant que si 


Termes de la fonction de partition en fonction de n 


2 T TNT T LERR QU EL T CENT T IR RENE T TTTITTTT T TITITIT 
10-50 T = 1000 K| 
10-100 [1] =, 
10-150 [ =| 
10-200 PS0 | 
iii jp _iritrnl ge adj oeil 1 1 rit 1 tri je a né 
10 102 10% 104 105 105 
niveau n 


za — ©, l'atome présente alors une probabilité nulle de se trouver 
dans son état fondamental, ce qui est contraire à l'expérience!. 


IL est clair que l'exemple de l'hydrogène, bien qu'irréaliste (puisque 
l'on sait bien que les atomes d'hydrogène forment des molécules 
de di-hydrogène) n'a été choisi que pour mettre en évidence le pro- 
blème. Cependant, il faut bien avoir à l'esprit que le problème pointé 
ici n'est pas spécifique à l'hydrogène, mais concerne tous les gaz mo- 
léculaires. En effet, une molécule présente toujours des états électro- 
niques correspondants à des orbites très éloignées, que l'on appelle 
états de Rydberg, et pour lesquelles la molécule se comporte comme 
un ion hydrogénoïde. Pour ces états, on trouve des niveaux obéis- 
sant à une loi du type (C1) qui mène immanquablement à la même 
divergence de la fonction de partition électronique. 


Curieusement, ce problème n'est que rarement mentionné dans les 
cours de physique statistique. On trouve par exemple une allusion 
sous la forme d'un exercice dans [8]. Dans la plupart des ouvrages, on 
se contente d'affirmer que seuls les premiers termes de la somme im- 
portent, car Les facteurs de Boltzmann (ef) deviennent très vite né- 
gligeables aux températures usuelles. Souvent, Les premiers niveaux 
excités se trouvent à quelques eV du niveau fondamental quand AT 
est de l'ordre de 25 meV, de sorte que l'on utilise l'approximation 
suivante : 
Ze1 © 90 


Bien que ces arguments soient incorrects sur le plan de la rigueur, 
nous allons montrer que cette approximation est effectivement jus- 
tifiée, mais non triviale. 


C.2 Solution du problème 


Analyse qualitative 


IL est clair que le problème provient du fait qu'il existe un nombre 
infini d'états possibles dans un intervalle d'énergie finie. 


Revenons un peu sur le modèle quantique de l'atome d'hydrogène. La 
formule donnant les niveaux d'énergie en fonction du nombre quan- 
tique s'obtient en considérant un électron dans le champ attractif 
d'un proton ponctuel. Autrement dit, il s'agit d'un électron et d'un 
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FIG. C1 : Représentation de f(n) — 
an2e Pol) 
tures. 


pour deux tempéra- 


1: On pourrait rétorquer qu'un évè- 
nement de probabilité nulle n'est pas 
incompatible avec son existence. Par 
exemple, si l'on demande à une per- 
sonne de donner un nombre réel entre 
0 et 1, il peut le faire bien que la pro- 
babilité qu'un chiffre sorte est nulle si 
tous les nombres entre 0 et 1 sont équi- 
probables. C'est pourquoi, le terme de 
paradoxe est sans doute discutable. 
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proton dans une boîte de volume infini. Par ailleurs, la mécanique 
quantique nous enseigne que le rayon orbital Le plus probable, c'est- 
à-dire la distance à laquelle la probabilité radiale est maximale, varie 
comme n?. Ainsi, Les niveaux d'énergie correspondant à des grands 
n correspondent aussi à des électrons très éloignés du noyau. Or, ex- 
périmentalement le volume disponible est fini! Nous avons là une 
piste intéressante qu'il faut explorer et qui permet de justifier que 
le nombre d'états électroniques accessibles est bien fini. La fonction 
de partition n'est plus une somme infinie mais bien une somme finie 
puisque sinon, à partir d'un certain n, l'électron se retrouverait en 
dehors de la boîte! Voilà un argument suffisant pour affirmer que la 
fonction ne diverge plus. 


Ceci étant dit, cet argument qualitatif ne suffit pas pour justifier l'ap- 
proximation 
Zel © 90 


Pour cela, on est bien obligé de quantifier. 


Quantifions.. 


Compte tenu des arguments précédents, Le problème consiste donc à 
trouver un critère permettant de connaître le nombre de termes qu'il 
faut considérer d'après les contraintes expérimentales qui imposent 
un volume fini. Ensuite, on pourra estimer la fonction de partition 
électronique. 


Considérons la situation usuelle d'un gaz occupant un volume de 
l'ordre de 1 m°. Pour simplifier, supposons que l'enceinte qui contient 
le gaz est une sphère de rayon R = 1 m. D'après le modéle de Bohr, 
le niveau n correspond à une orbite de rayon 


r =" ao avec ap =0,5.10 1m 


Le volume étant fini, posons que les états accessibles doivent obéir 
au critère 
ÉÆR SO n<ÎÛ = 


Exprimons la fonction de partition, dorénavant tronquée : 


Nmax 


za = D 22e Pol u2) 2 248670756604 18e080/0 +. +22, e fo 
n=1 

(C2) 

On voit que les termes exponentiels tendent très vite vers e-"°. On 


peut majorer 2., en remplaçant les facteurs exponentiels par e0:75660, 
On a alors 


Mmax Pmax 


0<zy—2< de 9n2 e- 07586 — 9 + e—0:75660 + 2 
n=2 =D 


On montre facilement (par récurrence par exemple) que la somme 


des carrés des entiers vaut 


L 1 1 1 
_ 2 — 3 2 
27 _ 3" 5" E” 1 


Pour n très grand, on peut approcher $, par n°/3 de sorte que 


2 
0 <zy—2< g''max e07580 pour nyx > 1 


Pour un gaz 300 K, dans un volume V = 1 m°, on obtient 
O<z—-2<310787 soit 2,22 


Seul le premier terme compte donc. 


Le lecteur attentif aura remarqué que si Le volume disponible aug- 
mente, le nombre d'états accessibles augmente également. Prenons 
le cas extrêmes où ce volume correspond à celui d'une sphère en- 
globant tout l'univers observable, ce qui correspond à un rayon R = 
1026 m. On en déduit n,,, = 101$ et 


0 < Ze| — 2< 3.107118 d'où Ze = 2 


Comme on peut le constater, l'approximation qui consiste à négliger 
les termes correspondant aux niveaux excités dans le calcul de la 
fonction de partition électronique est tout a fait justifiée. Pour des 
températures ordinaires, la fonction de partition des états électro- 
niques s'écrit 

Zel — 90 


Que se passe-t-il si l’on chauffe ? 


l'analyse précédente s'est effectuée pour une température ambiante. 
Or, la fonction de partition est une fonction qui croît avec la tempé- 
rature. Il est alors légitime de s'interroger sur la validité de l'analyse 
à haute température. 


Tout d'abord, à très haute température, lorsque k,T devient compa- 
rable à l'énergie d'ionisation €, non seulement les niveaux électro- 
niques excités se peuplent de façon significative mais la probabilité 
que l'électron quitte la molécule est tout aussi significative. Ces élec- 
trons sont alors délocalisées dans tout le volume de l'enceinte et 
le problème change de nature : on passe d'un gaz moléculaire à un 
plasma constitué d'ions, de molécules et d'électrons délocalisées. 


IL n'est pas question ici d'étudier le problème de l'ionisation mais 
plutôt de chercher jusqu'à quelle température il est légitime de faire 
l'approximation couramment réalisée lors du calcul de la fonction 
de partition électronique. Pour cela revenons sur le cas de l'atome 
d'hydrogène et encadrons la valeur de z,,. À partir de la relation (C2), 
on peut écrire 


Pmax Pmax 


2 
za = N_ 2n? ef 57) > 24 J_2n2e Po nm 2+ g max” eco 
n=1 2 


C.2 Solution du problème 
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FIG. C2 : Encadrement de (z4 — 2) L'al à | | L 
en fonction de la température (échelle 1% 2% 5% 10% 
log-log) pour un volume VW + 1m 
(max = 105). keT/é0 


Finalement, on peut encadrer la fonction de partition électronique 
par 


2; 3.680 € (2,, —2 22, 3 e— 4660 
3 max el 3 max 


Si l'on trace le majorant et Le minorant en fonction de la température 
pour les conditions normales (n,.,, = 10°), on trouve la courbe de la 
FIG. C.2. On constate que la fonction de partition s'écarte significati- 
vement du premier terme g, = 2, lorsque kkT/e, dépasse quelques 
%. 


Pour l'atome d'hydrogène (e, = 13,6 eV), on trouve que l'approxima- 
tion reste valide jusqu'à des températures de l'ordre de 2000 K. Notez 
que le phénomène d'ionisation n'intervient qu'à partir de 10 000 K. 


C.3 Conclusion 


Nous avons vu comment la prise en compte de la taille finie du gaz 
permet de justifier l'approximation couramment utilisée lors du cal- 
cul de la fonction de partition électronique. Cette approximation est 
non triviale : on ne peut se passer d’un calcul quantitatif pour l'ex- 
pliquer. On peut retenir qu'elle est justifiée jusqu'à des températures 
de l'ordre de 1000 K. 


Notez qu'il arrive parfois que les premiers niveaux excités soient proches 
du niveau fondamental à cause du couplage spin-orbite. Dans ce cas, 

le facteur de Boltzmann ex n'est pas forcément négligeable de- 
vant Le premier terme (4) et on doit le considérer. Pour Les mêmes rai- 
sons que ceux discutés avec l'atome d'hydrogène, dès que l'on peut 
négliger un terme de Boltzmann correspondant à un état excité, tous 
les termes suivants sont alors négligeables et on écrira 


za = 0 + ge FA 


Exemple 


Le niveau fondamental du monoxyde d'azote (NO) présente une structure 
fine à cause du couplage spin-orbite. Ce niveau se dédouble en deux 
sous-niveaux : le niveau fondamental dégénéré 2 fois et Le premier niveau 
excité dégénéré 4 fois dont l'énergie vaut €, /k, = 172 K. Ainsi, la fonction 
de partition électronique de la molécule vaut, à température modérée 


za = 2+4e7t72/T 


Les termes correspondants aux autres états excités sont négligés. 


C.3 Conclusion 
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LE MODÈLE DE KURAMOTO 


Le modèle de Kuramoto est une tentative de description du phéno- DA Description du modèle . 81 
mêène de synchronisation collective dans lequel un ensemble d'oscil- Les équations maltresses 81 


lateurs en interaction parvient à se synchroniser, en dépit de la dis- Paramètre d'ordre .... 82 
persion des fréquences propres qui caractérise sa population. Comme Simulations . . ...... 
nous le verrons, ce modèle révèle des propriétés que l'on rencontre  D.2 Phénomènes critiques . . 84 
communément dans l'étude des phénomènes critiques et des transi- Diagramme de bifurcation 84 
tions de phase de la matière condensée. CARRE CAUeSse 08 

Conclusion ........ 86 


Version en ligne 


https://femto-physique.fr/physique statistique/ 
modele-de-kuramoto.php 


D1 Description du modèle 


Les équations maîtresses 


Considérons un ensemble de N oscillateurs harmoniques de pulsa- 
tions propres w, avec k = 1,...,N. Dans l'hypothèse où chaque oscil- 
lateur oscille en toute indépendance, la phase de chacun est donnée 
par 

0x = wpt + pk 


avec 4? la phase à l'origine de l'oscillateur. Un moyen commode de se 
représenter un oscillateur consiste à imaginer un phaseur' tournant He. D1: Phaseur associé à un oscilla- 
à la vitesse angulaire w, sur le cercle trigonométrique. teur harmonique. 


| | | : 1: On dit aussi vecteur de Fresnel. 
Supposons maintenant que chaque oscillateur soit couple avec tous 


les autres par un terme d'interaction, de sorte que la dynamique 
s'écrive 
04 = y + ÿ K';5 
FR 
où K;, est le terme de couplage qui résume l'action de l'oscillateur 
j sur l'oscillateur k 


FA. 22 : RME de 3 spljeteurs sp 
entrainment of a population of 


coupled non-linear oscillators » 


Le modèle de Kuramoto[9] suppose que le couplage ne dépend que 
du désaccord de phase entre les oscillateurs. De surcroît, il adopte 
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FIG. D.3 : Interpretation géométrique 
du paramètre d'ordre. À gauche, les os- 
cillateurs sont dans une phase inco- 
hérente, à droite dans une phase syn- 
chronisée. 


D LE MODÈLE DE KURAMOTO 


un terme de couplage purement sinusoïdal. Les N équations qui gou- 
vernent ce modèle de Kuramoto sont alors 


Re 
be = uw, + 5 D sin(8; — 83) Vk=1,.,N (D1) 
FR 


où K est la constante de couplage. 


Une analyse des équations (D1) montre que le terme d'interaction 
produit bien l'effet recherché. En effet, imaginons qu'à un instant don- 
né tous les oscillateurs ont une phase nulle, sauf l'oscillateur k pour 
lequel #, € [0,7]. Dans ce cas, X:,,, sin(8; —0,) < 0 d'où Ô, < uw, :l'os- 
cillateur tourne moins vite que s'il n'interagissait pas avec les autres. 
Ce ralentissement tend à Le rapprocher des autres, d'où une tendance 
à la rotation synchrone. 


En fait, il y a une compétition entre le couplage qui tend à mettre au 
pas tous les oscillateurs, et le désordre lié à la dispersion des pul- 
sations propres. Si la constante de couplage est faible, l'interaction 
échoue à faire émerger un ordre cohérent, et Les oscillateurs oscil- 
lent à une fréquence voisine de leur fréquence propre : c'est la phase 
incohérente. En revanche, à partir d'un certain seuil X., un ordre co- 
hérent émerge et une partie significative des oscillateurs se synchro- 
nisent spontanément. Cette synchronisation collective est d'autant 
plus complète que K est grand. 


Paramètre d'ordre 


Afin de mesurer Le degré de cohérence de la population d'oscillateurs, 
utilisons le barycentre des phaseurs : 


Dans la phase incohérente chaque phaseur se répartit plus ou moins 
uniformément le long du cercle trigonométrique de sorte que [p| = 0. 
À l'inverse si tous les oscillateurs tournent de façon synchrone, alors 
| + 1. Ainsi, la norme du vecteur 3 est une mesure du degré de 
cohérence; on l'appelle paramètre d'ordre. 


Adoptons la notation complexe qui est plus commode et définissons 
le nombre complexe : 


1 À . . 
B= D) el" (D2) 
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Le module de p donne le paramètre d'ordre, et son argument d(t) 
indique l'inclinaison du vecteur 3 à l'instant £. Si l'on multiplie la re- 
lation (D.2) par e-\%, on aboutit à 


, 1 . 
i(h—0%) — 7 i(0;—0%) 
pen) = À SE 6-7 
J 
De sorte qu'en prenant la partie imaginaire il vient 


lp] sin(g — 0,) = x 22 sin( (8; — 6%) 


Finalement, on peut réinjecter ce résultat dans les équations maï- 
tresses (D1), ce qui donne 


=, +Klplsin(é—0,)  Vk=1,.,N (D3) 


Cette réécriture appelle deux remarques : 


> on voit clairement ici que le terme d'interaction cherche à rap- 
procher les phases #, de #, ce qui conduit naturellement à une 
oscillation collective cohérente; 

> par ailleurs, tout se passe comme si chaque oscillateur était 
indépendant et couplé à un unique phaseur 7, résultat d'un 
moyennage : on dit que le modèle de Kuramoto est une théorie 
de champ moyen. 


Simulations 


Pour rendre compte de la dynamique du modèle, on peut intégrer 
les équations différentielles (D1) par une méthode numérique après 
avoir initialisé Les fréquences propres des oscillateurs ainsi que leur 
positions initiales sur le cercle trigonométrique?. 


: : KE., $ 
MODÈLE DE KURAMOTO : ôk =ux + — ne — 05) 
= 


OSCILLATEURS 


e N=310 


e Dispersion des fréquences 


SYNCHRONISATION 


| Braéts SOA 0 
2: c'est-à-dire les valeurs de 4% 


Couplage K= 2.3 
e 


FIG. D.4 : Simulation interactive disponible à l'adresse : https://femto-physique.fr/simulations/kuramoto.php 


La simulation que nous proposons est réalisée en optant pour : 


> une méthode d'intégration numérique simple puisqu'il s'agit de 
la méthode d’Euler[10] avec un pas temporel ôt = 1 x 10-25; 
> une distribution aléatoire et uniforme des phases initiales; 


[10] : RoussEL (2015), Méthode d'Euler 
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FIG. D.5 : Distribution de Lorentz. 


3 : On dit aussi transition du second 
ordre. 


> une distribution lorentzienne des pulsations propres centrée 
sur w, = 1rads ! et dont la largeur à mi-hauteur 27 est ajus- 
table. Précisément, la probabilité de trouver w, dans l'intervalle 
[w, w + dw] est donnée par 
1 $ 


dP = g(w) dw = nou du 


Dans la suite, sur la base de ces simulations, nous dégageons quelques 
propriétés de ce modèle à mettre en parallèlle avec les transitions de 
phase critiques de la physique. 
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Diagramme de bifurcation 


On remarque qu'après un certain temps de relaxation, le système 
adopte une situation d'équilibre au sens thermodynamique : le pa- 
ramêtre d'ordre se stabilise à une valeur moyenne fonction de la 
constante de couplage. 


Pour estimer le paramètre d'ordre moyen, on génère n — 10 échan- 
tillons de N oscillateurs que l’on fait évoluer suivant la "dynamique 
de Kuramoto” pendant 2 x 10%56t, le temps de laisser Le système at- 
teindre son régime d'équilibre. À partir de ces 10 échantillons on cal- 
cule le paramèêtre d'ordre moyen p,, ainsi que son incertitude via les 
relations 

+. Pi 


© UE 2 
Pm= EL et u(pn)=—2 avec 0,=,/d (Pi Pn) 
A 


n Vn dé 


Comme on peut le voir sur la FIG. D.6, Le paramètre d'ordre reste voi- 
sin de zéro tant que la constante de couplage est inférieure à un 
certain seuil AK, dit couplage critique. Dans cette phase incohérente, 
les phaseurs sont répartis quasi uniformément sur le cercle trigono- 
métrique. 


Au delà du seuil critique, la phase incohérente devient instable et 
le paramètre d'ordre croît rapidement suite à l'émergence du phéno- 
mène de synchronisation. Plus l'on s'éloigne du seuil critique et plus 
la synchronisation est complête. 


La simulation est limitée à un nombre d'oscillateurs assez modeste 
pour des raisons de temps de calcul numérique. Cependant, dans la 
"limite thermodynamique”, c'est-à-dire quand N — co, on observe un 
phénomène de transition continue? où le paramètre d'ordre bifurque 
à partir d'un seuil critique A. entre un état défini par |p| = 0 et un 
autre où |p] > 0. Le couplage critique K:- ne dépend que du degré 
de désordre, c'est-à-dire de la dispersion des pulsations propres. On 
montre que 
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Courbe de bifurcation pour N = 3000 
Comportement N = © 


Dans le cas d’une dispersion lorentzienne des pulsations propres, on 
montre que la branche |p| > 0 est donnée par l'équation 


K=K. 


K>K,)=- 
P(K>K,) _. 


pour N — oo 


Le comportement observé rappelle Les transitions de phases critiques 
de la matière comme dans la transition para-ferromagnétique. Par 
exemple, dans le modèle d'Ising qui décrit simplement le couplage 
ferromagnétique entre N spins +, l'état d'aimantation M = 0 de- 
vient instable en dessous d'une température critique 77, et le sys- 
tême adopte spontanément un ordre ferromagnétique partiel d'au- 


tant plus complet qu'on s'éloigne de la température critique. 


FIG. D.6 : Evolution du paramètre 
d'ordre en fonction de la constante 
de couplage pour 3000  oscilla- 
teurs. Voir Simulateur interactif sur 
https://femto-physique.fr/ 
simulations/. 


A 
Max LE ET US e Metropolis : N = 80 x 80 spins 
F Limite thermodynamique N — oo 

E 

5 

S 

& 

- FIG. D.7 Exemple de transi- 
tion continue dans le modèle 
d'Ising. Voir simulation à l'adresse 

} } 020000000000000000008 8 —> https://femto-physique.fr/ 
1.5 2 


kBTe 2.5 3 kBT 
T J 


La FIG. D est inversée par rapport à la FIG. D.6, car dans l'étude des 
propriétés de la matière, le paramètre de contrôle est en général la 
température alors que dans le modèle de Kuramoto c'est Le couplage 
K qui fait office de paramètre de contrôle. On pourrait tout aussi 
bien fixer le couplage K et faire varier la dispersion des pulsations 
propres“ : on obtiendrait dans ce cas un comportement similaire à 
celui de La FIG. D7. 


Fluctuations du paramètre d'ordre 


Dans l'étude de la transition para-ferromagnétique on sait depuis les 
travaux de Pierre Curie que la susceptibilité magnétique diverge au 
voisinage du point critique comme 1/[7 —7;.|. Or, la susceptibilité est 
proportionnelle aux fluctuations de l'aimantation, et la divergence au 
point critique traduit le fait que ces fluctuations deviennent macro- 
SCOpiques. 


simulations/ising2D.php. 


4: De la même manière que la tempé- 
rature est une signature du désordre, 
ici c'est la largeur + de La lorentzienne 
qui traduit le degré de désordre du sys- 
tème. 
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5 : On utilise ici l'hypothèse ergo- 
dique qui consiste à supposer que 
les moyennes obtenues avec n sys- 
tèmes préparés dans des conditions 
initiales différentes coïncident avec 
les moyennes temporelles obtenues 
en suivant le comportement d'un seul 
système au cours du temps. 


FIG. D.8 : Evolution des fluctuations du 
paramètre d'ordre en fonction de la 
constante de couplage pour 500 os- 
cillateurs dont les fréquences suivent 
une distribution gaussienne. Mesures 
effectuées sur 100 échantillons de 500 
oscillateurs après un temps de relaxa- 
tion T = 20006t. 


[11] : FORRESTER (2015), «Arrays of cou- 
pled chemical oscillators » 


[12] : TAHER et al. (2019), «Enhancing 
power grid synchronization and sta- 
bility through time-delayed feedback 
control» 


De la même façon dans le modèle de Kuramoto, la dynamique du 
paramètre d'ordre présente des fluctuations qui divergent au point 
critique. Une manière de quantifier ces fluctuations consiste à mesu- 
rer la quantité 

x = N ((p?) — (p}?) 
où (x) est la moyenne d'ensemble effectuée sur différents échan- 
tillons une fois l'état stationnaire atteint”. 


Fluctuations du paramètre d'ordre pour N = 500 


Sur la FIG. D.8, on observe une augmentation importante des fluc- 
tuations au voisinage du point critique. Du fait du caractère fini du 
nombre d'oscillateurs, ces fluctuations restent fini, mais on peut mon- 
trer que lorsque N — ©, x(K.) — 00. 


Conclusion 


Les outils de la physique statistique peuvent être mis à profit dans 
des contextes qui dépassent le cadre de la physique classique mais 
qui embrassent ce que l'on appelle Les systèmes complexes. 


Par exemple, pour le simple phénoméne de synchronisation collec- 
tive étudié ici, on Le rencontre dans des contextes aussi différents que 
celui des oscillateurs chimiques [11], du clignotement lumineux des 
lucioles, des murmurations d'étourneaux, des réseaux de jonctions 
Josephson, de la stabilité de la fréquence du réseau électriquel12] 
etc. 


Que ce soit dans des contextes biologiques, sociaux et même écono- 
miques, il existe des tas de situations où les phénomènes d’émer- 
gence, de transition de phase dynamiques, de structures collectives 
peuvent apparaître. N'en doutons pas, la physique des systèmes com- 
plexes peut occuper une place centrale, au carrefour de plusieurs dis- 
ciplines pour relever Les défis du futur, comme le souligne Le CNRS: 


«Plus de 50% des habitants sur Terre habitent en milieu urbain. Mieux 
comprendre la dynamique des villes pourrait permettre de conce- 
voir des villes moins énergivores et moins polluantes, et de limi- 
ter les phénomènes de ségrégation sociale. Cette étude concerne 
à la fois la dynamique des structures urbaines (évolution des ré- 
seaux de rues et de transport, occupation des sols...) Les répartitions 
socio-économiques des habitants (questions de ségrégation sociale, 
mobilité, mouvements de foules, mouvements sociaux, propagation 
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d'émeutes) et les questions sanitaires (propagation d'épidémies en 
prenant en compte les hétérogénéités des interactions sociales et 
des comportements individuels, interaction avec les questions de 
mobilité) (..) Là encore, la démarche de La physique, combinant ana- 
lyse de données empiriques, modélisation, simulation et expérimen- 
tation, apporte une expertise pour nourrir la discussion citoyenne et 
politique sur les décisions à prendre dans le contexte du changement 
climatique et des crises sociales urbaines.» (analyse prospective du 
CNRS de 2024) 


Pour en savoir plus 


Sara K. GRUMBACHER et al. «Self-organized criticality : An experiment with sandpiles ». In : Am. J. 
Phys 61.4 (avr. 1993), p. 329-335 (cf. p. 2). 


C. DOMB, TAYLOR et FRANCIS. The Critical Point : À Historical Introduction to the Modern Theory of 
Critical Phenomena. London, 1996 (cf. p. 2). 

B. DUPLANTIER. « Mécanique statistique des polymères à deux dimensions ». In : Images de la phy- 
sique - CNRS (1987), p. 12-18 (cf. p. 2). 

J. R. Drugowich de FELICIO et Valter L. LIBERO. «Updating Monte Carlo algorithms ». In : Am. J. Phys 
6410 (oct. 1996), p. 1281-5 (cf. p. 2). 

R. JULIEN. «De la réversibilité microscopique à l'irréversibilité macroscopique : une expérience 
numérique illustrative ». In : Bull. Un. Phys 768 (nov. 1994) (cf. p. 3). 

J. PERRIN. Les Atomes. Paris : Félix Alcan, 1913 (cf. p. 55). 

SJ STRICKLER. « Electronic partition function paradox ». In : Journal of Chemical Education 43.7 (1966), 
p.364 (cf. p. 74). 

B. DIU et al. Physique statistique. Paris : Hermann, 1989 (cf. p. 75). 

Yoshiki KURAMOTO. «Self-entrainment of a population of coupled non-linear oscillators ». In: Inter- 


national Symposium on Mathematical Problems in Theoretical Physics : January 23-29, 1975, Kyoto 
University, Kyoto/Japan. Springer. 1975, p. 420-422 (cf. p. 81). 

J. ROUSSEL. Méthode d’Euler. Juin 2015. URL : https : / / femto - physique . fr / analyse - 
numerique/euler.php (cf. p. 83). 

Derek Michael FORRESTER. «Arrays of coupled chemical oscillators ». In : Scientific Reports 51 (2015), 
p. 16994. DoI : 10.1038/srep16994 (cf. p. 86). 


Halgurd TAHER, Simona OLMI et Eckehard SCHÔLL. «Enhancing power grid synchronization and 
stability through time-delayed feedback control ». In : Phys. Rev. E 100 (6 déc. 2019), p. 062306. pot : 
10.1103/PhysRevE.100.062306 (cf. p. 86). 


Ferdinand TIXIDRE. Simulation numérique de la synchronisation d'oscillateurs-Stage de M1. Juin 
2021. 


Grandeurs physiques et symboles 
mathématiques 


Constantes physiques définies par Le SI (valeurs exactes) 


h Constante de Planck 6,626 070 15 x 10%) Hz ! 
c Vitesse de la lumière dans le vide 299 792458 ms"! 
Aves Fréquence hyperfine du #5Cs 9 192 631 770 Hz 
e Charge élémentaire 1,602 176634 x 107? C 
ke: Constante de Boltzmann 1,380 649 x 1072 J K71 
AA Nombre d’Avogadro 6,022 140 76 x 10% mol ” 
R=kN, Constante des gaz parfaits 8,314 462 618] K-! mol 
K Efficacité lumineuse 683 LmW! 


Autres constantes physiques 


G Constante gravitationnelle 6,67430 x 10-11 m3 kg" s2 
€o Permittivité diélectrique du vide 8,85418781 x 10-/2Fm 1 
Lo Perméabilité magnétique du vide 1,256637062 x 10 6Hm ! 
Me Masse de l'électron au repos 9,10938370 x 10-31 kg 
M Masse du proton au repos 1,672621923 x 10727 kg 
Mn Masse du neutron au repos 1,674927498 x 10727 kg 


Grandeurs physiques 


L Libre parcours moyen (m) 

” Facteur calorimétrique ou exposant adiabatique (sans unité) 
ñ h/2x (1/5) 

mn Potentiel chimique (J) 

lp Moment dipolaire magnétique (A.m?) 

v Fréquence (Hz) 

Q Nombre de micro-états (sans unité) 

w Vitesse angulaire, pulsation (rad.s-1) 

B Champ magnétique (T) 


f,F Force (N) 


ÿ Champ de pesanteur (N.kg”1) 
L Moment cinétique (J.s) 
S’ Moment cinétique de spin (J.5) 
® Flux de particules s—1 
Pp Masse volumique (kg.m—*) 
Pe Densité d'état en énergie (J-1) 
D Coefficient de diffusion m2.5°71 
d Densité (sans unité) 
E, e,U Énergies (J) 
F Énergie Libre (J) 
g Dégénérescence (sans unité) 
H Enthalpie (J) 
h Enthalpie massique (J.kg”!) 
H Enthalpie molaire (J.mol-1) 
I Moment d'inertie (kg.m?) 
În Densité de courant particulaire (m2.s-1) 
M Masse molaire (kg.mol-!) 
m Masse (kg) 
N Nombre de particules (sans unité) 
n Quantité de matière (mol.) 
n* Densité de particules (m-ÿ) 
D Pression (Pa) 
Q Transfert thermique (J) 
S Entropie (J.K-1) 
5 Surface (m?) 
Si Entropie molaire (J.K-!.mol-1) 
t Temps (s) 
T,@ Température (K) 
Volume (m5) 
v Vitesse (m.s-1) 
114 Travail (J) 


Z,z Fonction de partition (sans unité) 


Symboles mathématiques 


= Relation de définition 


nm Égal en ordre de grandeur 

A> B A très grand devant B 

A <« B A très petit devant B 

Ce Dérivée partielle de S par rapport V, les variables U et X étant maintenues constantes 
JL A(M) : dé Circulation de À Le long du circuit C 


J£A(M) ds Flux d'un champ vectoriel A 


JIF, FM) dr Intégrale de volume 

H Opérateur hamiltonien 

P, Probabilité de trouver le système dans un micro-état particulier 
D Somme sur les états accessibles 

T. Espérance de la variable x 

Cr Écart-type de la variable x 

CE Covariance de deux grandeurs x et y 


CY Combinaison de n parmi N 
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Preface 


Ce cours se veut une introduction à la thermodynamique des systèmes macroscopiques en l'absence 
de réactions chimiques dans une première partie. L'objectif est essentiellement de présenter les fonde- 
ments de la thermodynamique, et de montrer comment les utiliser pour calculer les quantités énergé- 
tiques et entropiques lors de différentes transformations. 


Dans un futur que je souhaite aussi proche que possible, une deuxième partie abordera le concept de 
potentiel chimique si utile à La thermochimie. 


En thermodynamique classique, le monde microscopique sous-jacent est complètement ignoré. Cepen- 
dant, pour aider à la compréhension physique, quelques résultats de physique statistique sont présen- 
tés. Pour en savoir plus sur la physique statistique, voir Le cours associé. 


Ce cours s'adresse plus particulièrement à des étudiants de premier cycle universitaire où élèves des 
CPGE. Les candidats au CAPES ou à l'Agrégation peuvent y trouver également matière à réflexion. 


Prérequis - Pour la bonne compréhension de ce cours, les connaissances suivantes sont indispen- 
sables : 


» notions mécaniques : force, travail d'une force, énergie potentielle, énergie cinétique; 
» notions mathématiques : intégration, dérivation. 


Jimmy Roussel 
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INTRODUCTION 


À la fin du 18 siècle, l'essor de la machine à vapeur interroge la 
science. La recherche d'une meilleure efficacité de ces nouvelles ma- 
chines thermiques bute sur un obstacle important : la science ne 
dispose d'aucune théorie pour expliquer comment la chaleur peut 
créer le mouvement. Il lui manque une théorie Thermo-Dynamique. 
C'est en 1824 qu'apparaît le premier ouvrage de Thermodynamique : 


© Musée des arts et métiers-Cnam/photo Sylvain Pelly 


Réflexions sur la puissance motrice du feu et sur les machines propres 
à développer cette puissance, de Sadi Carnot!, traite des facteurs qui 
influencent le rendement des machines thermiques. Il établit la loi 
de Carnot qui est équivalente au second principe de La thermodyna- 
mique. 


À partir des idées de Carnot, le physicien allemand Rudolf Clausius 
construit une théorie rigoureuse et cohérente dans laquelle il définit 
une nouvelle grandeur qu'il baptise entropie. Cette théorie, la ther- 
modynamique classique, repose sur un petit nombre de principes et 
permet l'étude des systèmes macroscopiques et de leurs transforma- 
tions dans le cadre d'une approche énergétique. C'est cette théorie 
qui est l'objet des deux premières parties de ce cours. 


Cependant, la signification physique des principes de la thermody- 
namique et la véritable nature de la chaleur restaient quelque peu 
mystérieuse. Il a fallu attendre le développement de la physique sta- 
tistique, notamment par Maxwell et Boltzmann, pour expliquer les 
fondements de la thermodynamique via une description statistique 
du monde microscopiquel1]. 


Née à partir de questions techniques autour des machines thermiques, 
la thermodynamique est de nos jours une science aboutie dont l'éten- 
due des applications na cessé de croître : la chimie, la cosmologie jus- 
qu'au monde du vivant font appels aux concepts thermodynamiques. 


FIG. 11 : La machine à vapeur de James 
Watt (© Musée des arts et métiers). 

1 : À ne pas confondre avec le 
5eprésident de la république française. 
Le physicien Sadi Carnot était l'oncle 
du président. IL meurt du choléra, 
8 ans après la publication de son ou- 
vrage. 
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FIG. 1.2 : 1*'ouvrage de thermodyna- 
mique. 


[1] : RouSSEL (2013), Fondements de la 
physique statistique 
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La liste chronologique suivante fournit quelques jalons historiques 
relatifs aux progrès en thermodynamique. 


1643 


1648 


1662 


1714 


1738 


1743 


Evangelista Toricelli, assistant de Galilée, résout le problème 
que le Grand-duc de Toscane soumet à Galilée en mettant en 
évidence la pression atmosphérique. Il invente à cette fin Le ba- 
romêtre de mercure. 

Blaise Pascal cherchant à vérifier que c’est bien Le poids de l'at- 
mosphère qui pousse le mercure dans la colonne de Torricelli, 
envoie son beau frère Florin Périer, qui vit à proximité du Puy- 
de-Dôme, reprendre l'expérience de Torricelli. Périer vérifie que 
la hauteur de mercure diminue avec l'altitude ce qui confirme 
définitivement l'existence d’une pression atmosphérique. 
Robert Boyle publie la loi qui porte son nom et qui stipule que 
le produit du volume par la pression est une constante à tem- 
pérature constante. La loi de Boyle fut redécouverte indépen- 
damment par le Français Edme Mariotte en 1676. 

l'allemand Daniel Fahrenheit adopte le thermomètre au mer- 
cure, en raison de la composition invariable de celui-ci, com- 
parée à celle de l'alcool. Grâce à son thermomètre plus précis, 
il prouve que la température de l'eau pure en ébullition reste 
constante au cours du processus, mais dépend de la pression 
atmosphérique. 

Le suisse Daniel Bernoulli publie Hydrodynamica, ouvrage de 
mécanique des fluides dans lequel il explique l'origine de la 
pression des fluides à l'aide d’un modéle atomique. C'est la 
1Ethéorie cinétique des gaz. 

Le français Jean Pierre Christin présente un thermomètre à mer- 
cure avec une échelle divisée en 100 graduations dont Le zéro 
est fixé à La température de la glace fondante et Le 100 à celle de 
l'ébullition de l'eau. Cette échelle centigrade fut aussi utilisée 
par le savant suédois Anders Celsius, quoique Celsius inversait 
le sens de l'échelle. 


1757 L'écossais Joseph Black introduit précisément la notion de ca- 


1780 


1801 


1812 


1816 


1819 


1821 


pacité calorifique. 

l'écossais James Watt perfectionne la machine à vapeur de New- 
commen et dépose un brevet pour son invention. Si l'utilité pre- 
mière de la machine à vapeur est de pomper l'eau des mines, 
elle trouva rapidement de nombreuses applications dans les 
usines de textiles et dans les transports. 

Le britannique John Dalton énonce la loi d'addition des pres- 
sions partielles d'un mélange gazeux. En 1802 il découvre la 
loi de dilatation des gaz en même temps que le français Louis- 
Joseph Gay-Lussac. 

Le mathématicien et physicien français Joseph Fourier remporte 
le prix de l'Académie des Sciences pour son traitement mathé- 
matique de la diffusion thermique. Pour cela, il met au point 
une technique appelée, de nos jours, analyse de Fourier. 
l'ingénieur écossais Robert Stirling invente Le moteur à air chaud, 
désormais appelé moteur stirling, et met au point un dispositif 
(le régénerateur) qui améliore le rendement du moteur. 
Nicolas Clément et son beau-père Charles Desormes mesurent 
le facteur adiabatique 7 de l'air. 

Le physicien allemand Thomas Seebeck découvre que l'on peut 


transformer de l'énergie thermique en énergie électrique (effet 
Seebeck). 

1824 Le français Sadi Carnot publie Réflexions sur la puissance mo- 
trice du feu et sur les machines propres à développer cette puis- 
sance, considéré comme le premier ouvrage de thermodyna- 
mique. Le livre passe inaperçu et il faut attendre 10 ans avant 
que Émile Clapeyron, comprenant l'importance du traite de Car- 
not, en fasse la publicité. 

1834 Le physicien français Charles Peltier découvre l'effet thermique 
qui porte son nom accompagnant le passage d’un courant élec- 
trique à travers la jonction de deux métaux de nature différente. 

1843 James Prescott Joule réalise différentes expériences sur la na- 
ture de la chaleur et se relation avec le travail électrique ou 
mécanique. Il mesure l'équivalent en travail de la chaleur né- 
cessaire pour faire grimper un gramme d'eau d'un degré Celsius 
(la calorie) et trouve la valeur acceptée aujourd’hui à 1% près. 
Ces conclusions mêneront au premier principe de la thermody- 
namique qu'énoncera Hermann Helmholtz en 1847. 

1852 Le physiologiste allemand Adolph Eugen Fick énonce les deux 

lois fondamentales de la diffusion moléculaire qui portent dé- 

sormais son nom. 

1854 l'allemand Rudolph Clausius, considéré comme le pére de la 

thermodynamique classique introduit le concept d'entropie et 

énonce le second principe de la thermodynamique. 

1860 Le physicien écossais James Clerk Maxwell, établit la loi de dis- 

tribution statistique des vitesses moléculaires dans un gaz par- 

fait. 

1860 l'ingénieur français Etienne Lenoir fait breveter le premier mo- 

teur à deux temps à combustion interne. 

1867 l'ingénieur allemand Nikolaus Otto réalise Le premier moteur à 

explosion à quatre temps sur le principe énoncé par Beau de 

Rochas. 

1869 L'irlandais Thomas Andrews introduit la notion d'isotherme cri- 
tique et montre la continuité des états liquide et vapeur en étu- 
diant le CO. 

1873 Le chimiste américain Josiah Williard Gibbs invente Le concept 
de potentiel thermodynamique qui joue un rôle important en 
chimie. 

1873 Le physicien néerlandais Johannes van der Waals élabore Le pre- 
mier modèle de gaz réel qui explique la transition gaz/liquide. 
Il recevra le prix Nobel de physique en 1910. 

1877 l'Autrichien Ludwig Boltzmann donne une interprétation statis- 
tique de l'entropie. 

1893 l'ingénieur allemand Rudolf Diesel conçoit un moteur qui uti- 
lise Les sous-produits lourds du pétrole. 

1907-1909 Le français Jean Perrin, s'appuyant sur les travaux d'Albert 
Einstein autour du mouvement brownien, valide définitivement 
l'hypothèse atomiste. 

1920 Le chimiste allemand Walther Nernst reçoit le prix Nobel de 
chimie pour... 

1931 Le chimiste norvégien Lars Onsager élabore une théorie des pro- 
cessus irréversibles qui Lui vaut Le prix Nobel en 1968. Il donne 
également la solution exacte du modèle d'Ising 2D en 1944. 
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1962 Le physicien soviétique Lev Landau reçoit Le prix Nobel de phy- 
sique pour ses contributions à l'étude théorique des transitions 
de phase. 

1977 Le chimiste belge Ilyva Prigogine reçoit le prix Nobel de chimie 
pour ses contributions sur la thermodynamique des systèmes 
hors d'équilibres et structures dissipatives. 
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APPROCHE THERMODYNAMIQUE 


Version en ligne 


femto-physique.fr/thermodynamique/approche- 
thermodynamique.php 


21 Description d’un système 
thermodynamique 


Objet d'étude 


La thermodynamique étudie les systèmes macroscopiques consti- 
tués d’un très grand nombre de particules. Ce nombre N doit être 
suffisamment grand pour que les fluctuations liées à la nature mi- 
croscopique sous-jacente puissent être complètement négligées. En 
pratique, avec N + 102 molécules, la loi des grands nombres nous 
enseigne que les fluctuations relatives sont de l'ordre de 


+ = 10710 


En d'autres termes, nous ne «voyons » que les effets moyens, et les 
fluctuations microscopiques sont négligeables, voire non mesurables. 


Exemple 


Isolons par la pensée un petit cube d'air d'arête 0,1 mm dans les condi- 
tions normales de pression et de température. Peut-on dire que ce sys- 
tème est un système thermodynamique ? Pour répondre à cette question, 
il suffit d'estimer N. Dans les conditions standards, 1 mole occupe envi- 
ron 25 L. Le volume étant ici de 1 x 10° L, Le cube contient 4 x 10711 mol 
soit N — 24 x 10!? molécules. Les fluctuations relatives sont de l'ordre de 
0,2 x 106, largement négligeables. Ce système entre donc dans Le cadre 
de la thermodynamique. 


Le système est séparé de l'extérieur par une paroi réelle ou fictive. 
Selon la nature de cette paroi, certains échanges sont possibles où 
interdits. 


»> Si la paroi est imperméable, Le système est fermé. 

» La paroiest dite adiabatique quand elle est imperméable à tout 
transfert thermique. Sinon, elle est dite diatherme. 

» Enfin le système est isolé quand aucun échange avec l'extérieur 
n'est possible. 
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thermodynamique .... 7 
Objet d'étude . ...... 7 
Variables d'état . ..... 8 
Notion de pression .... 9 
Température absolue .. 11 
2.2 Équations d'état ..... 12 
État d'équilibre . ..... 12 
Varianceé 4,444 vu 14 
Le gaz parfait . . ..... 15 


Mélange de gaz parfaits . 16 


Ce petit volume que l'on peut traiter 
comme un point à notre échelle d'ob- 
servation, reste macroscopique au 
sens de la thermodynamique. On parle 
d'échelle mésoscopique. 


Extérieur 


_ Échanges 


Ÿ 
< 


2 
_ sa 


FIG. 21: Le système peut échanger avec 
l'extérieur, de l'énergie, de la matière 
et du volume. 
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TAB. 21 Les différents types 
d'échange. 
1 : Si une grandeur extensive X 


dépend des quantités de matière 
(n1,n2,...) des différents constituants 
du système, alors X vérifie La relation 


X(kn:,kno2,.….) = kX(n;,n9,...) 
2 : À l'échelle mésoscopique bien sûr. 
Par exemple, la température n'a aucun 
sens à l'échelle de l'atome, mais peut 
être définie à l'échelle d'une bulle d'air 
de 1 mm que l'on assimile à un point 
par rapport à notre échelle d'observa- 
tion. 


TAB. 2.2 : Quelques grandeurs inten- 
sives, formées par le rapport de deux 
grandeurs extensives. 


Échange | matière énergie thermique volume rien 
Nature de | perméable  diatherme déformable imperméable, 
la paroi adiabatique et 


Variables d'état 


indéformable 


Pour rendre compte de l'état macroscopique du système, on utilise 
un petit jeu de paramètres mesurables que l'on appelle variables 


d'état. Ce jeu de paramètres dépend 
transformations. 


Exemple 


du système étudié et de ses 


Pour décrire un mélange gazeux {A,,,B 
riables d'état suivantes : 


» son volume V'; 

Sa pression p; 

» satempérature T'; 

» les nombres de mole n, et 


Parmi ces variables, on en distingue d 


or on peut s'intéresser aux va- 


Ng; 
son énergie interne U: 
p sa masse volumique p. 


eux types : 


» Celles qui varient comme la quantité de matière du système! 


sont dites extensives. 


»> Celles qui n’en dépendent pas sont dites intensives. Ces gran- 
deurs, contrairement aux grandeurs extensives, peuvent être dé- 


finies localement en chaque poi 


Exemples 


nt du système ?. 


La masse, la quantité de matière, Le volume, l'énergie sont des variables 


extensives. 


La pression, la masse volumique, la température sont des variables inten- 


sives que l'on peut définir localement. 


Si X, et X, sont deux grandeurs extensives, alors tout rapport X,/X, 
est indépendant des quantités de matière et forme donc une gran- 


deur intensive comme celles de la TAB. 2.2. 


Définition de la grandeur 


Nature de la grandeur 


p=m/V 

v=V/m 

Vn = V/n 

M=m/n 

Ti = n/(n3 + no) fractio 
wi = M1/(M1 + Mo) fraction 


ec = E/m énergie 


volume massique (m° kg” 


masse volumique (kg mm 
1 


—1 


) 
) 
volume molaire (m° mol ) 
masse molaire (kg mol !) 

n molaire (sans dimension) 
massique (sans dimension) 
) 


cinétique massique (Jkg” ! 


[e] 


De la même manière, toute dérivée 0 X,/8X, forme aussi une gran- 
deur intensive. Nous verrons que la température et la pression sont 


de ce type. 
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Les variables d'état ne sont pas toutes indépendantes. Certaines sont 
liées par des relations de définition. Par exemple, si l'on connaît le 
volume V d'un système ainsi que sa masse volumique p, alors sa 
masse m en découle par la définition m = pV. 


ILexiste également des lois empiriques qui relient certaines variables 
d'état lorsque le système est dans un état d'équilibre : ce sont les 
équations d'état que nous voyons plus loin. 


Notion de pression 


Considérons une enceinte dans laquelle une paroi mobile sépare 
deux fluides. Du fait de l'agitation moléculaire sous jacente, chaque 
fluide exerce une action mécanique sur la paroi, dite force pressante. 
Cette force est perpendiculaire à la paroi et d'autant plus grande que 
la surface de la paroi considérée est grande. Formellement, un élé- 


ext 


ds 
Pi 
FIG. 2.2 : Forces pressantes exercées sur une paroi mobile. 
ment de surface de la paroi, d’aire d$, subit une force 
dF = p(Mdsn*t | © (21) 


où ñ°*t est un vecteur normal dirigé vers l'extérieur du fluide. La gran- 
deur p, appelée pression, est une propriété macroscopique définie 
en chaque point du fluideÿ. Elle représente une densité surfacique 
de force, et s'exprime par conséquent en Nm? dans le Système in- 
ternational d'unités. Par définition, on nomme pascal (symbole Pa) 
cette unité, en hommage à Blaise Pascal. 


Pc neen| © (22) 


Interprétation microscopique 


C'est à l'échelle microscopique qu'il faut chercher la signification de la 
pression. La pression a deux origines. 


» Le choc des molécules sur la paroi. Les molécules en heurtant Les 
parois de l'enceinte transfèrent de la quantité de mouvement et 
donc une force. À chaque choc, la force induite est d'autant plus in- 
tense que les molécules sont lourdes et que leur vitesse est impor- 
tante. La force moyenne par unité de surface est appelée pression 
cinétique. On montre en physique statistique qu'elle vaut 


LL, = 
= =nmv 
Pe 3 


où n* est la densité volumique moléculaire (le nombre de molé- 
cules par m°) et v? le carré moyen de la vitesse des particules. 


3: pest une grandeur locale; il s'agit 
donc d'une variable intensive. 


fluide | paroi 


dS | — f 


TT 
| | 


FIG. 2.3 : Origine microscopique de la 
pression. 
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TAB. 2.3 : Autres unités de pression cou- 
ramment utilisées et quelques ordres 
de grandeur. 


FIG. 2.4 : Manomètre à liquide. 


Unités Équivalence en pascal 
1 bar 1 x 105 Pa 

1atm 1,013 x 105 Pa 
1torr = 1mmhHg 133,3 Pa 


Pressions rencontrées dans la Nature 


Centre du Soleil 1 x 1016 Pa 
Centre de la Terre 1 x 1011 Pa 
Record Haute pression en labo 1,5 x 1010 Pa 
Abysse des océans 1 x 108 Pa 
Talons aiguilles 1 x 107 Pa 
Atmosphère de la terre 1 x 105 Pa 
Trompe à eau 1 x 105 Pa 
Ultra vide en labo 1 x 10712 Pa 


» Les interactions entre molécules peuvent amplifier ou diminuer 
cette pression cinétique. Les collisions moléculaires l'augmentent 
alors que les interactions attractives de van der Waals la diminuent. 


Finalement, la pression s'écrit 
ee 
p = a MU< + D 


où p, est la pression dite moléculaire liée aux interactions. Ce terme dé- 
pend de la taille des molécules et de la nature des interactions. 


IL'existe également d'autres unités encore très utilisées (TAB. 23). Par 
exemple, il est courant de mesurer la pression à l'aide d'un mano- 
mêtre à liquide. Celui permet de relier une différence de pression à 
une dénivellation. On a 


P — Patm = Pgh (23) 


On peut donc exprimer une pression en hauteur de colonne. Le torr 


Atmosphère à la 
pression Patm 


Gaz sous 
pression 


Liquide 
P > Patm 


est l'unité associé à une colonne de mercure. La correspondance est 
la suivante : 


760 mmHg — 760 torr — 1 atm — 1,013 x 10° Pa 


Exercice - Retrouver La loi (2.3) en faisant un bilan des forces sur La colonne 
de liquide de hauteur h, puis en traduisant l'équilibre mécanique. 
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Température absolue 


Considérons par exemple deux fluides, notés 1 et 2, séparés par une 
paroi matérielle fixe. La paroi étant fixe aucun échange d'énergie ma- 
croscopique n'est possible. Cependant, à l'échelle microscopique, Les 
molécules peuvent échanger de l'énergie par collision avec la pa- 
roi. Ce type d'échange microscopique est appelé transfert thermique. 
l'intensité de ce transfert thermique dépend notamment de la struc- 
ture de la paroi. 


Par définition, la température T'est une propriété macroscopique qui 
vérifie : 


» SiT, = T,, le système est à l'équilibre thermique et Le transfert 
thermique est nul. 

» SiT, > T,, on dit que 1 est plus chaud que 2. Il apparaît alors 
un transfert thermique dirigé de 1 vers 2. 

» SiT, < T,, on dit que 1 est plus froid que 2. Il apparaît alors un 
transfert thermique dirigé de 2 vers 1. 


IL existe différentes échelles de températures comme par exemple 
l'échelle centigrade basée sur la dilatation d'une colonne de mercure 
et qui repose sur un étalonnage à deux points : la glace fondante 
(0 degré centigrade) et Le point d'ébullition de l'eau sous 1 atm (100 
degré centigrade). l'intervalle entre ces deux points est ensuite divisé 
en cent parties égales. Toutefois, cette échelle permet le repérage de 
la température, mais pas sa mesure au sens strict. Par exemple le 
rapport de deux températures, exprimées en °C, n’a pas de sens. 


Depuis 1954, le système international a introduit l'échelle kelvin (K), 
qui repose sur la physique des gaz. En effet l'étude des gaz montre 
que le produit de la pression par le volume molaire d'un gaz en équi- 
libre thermique varie de manière complexe avec la pression. Pour les 
faibles pressions, ces isothermes sont quasi rectilignes de sorte qu'il 
est simple d'extrapoler leur limite en p = 0. On remarque alors que 
tous les gaz à la même température présentent la même limite. 


A 


PV (1 x 103)mol !) 


Autrement dit 
Lim pVn = f(T) 
p—0 


où f(T') est une fonction croissante de la température. Le choix consiste 


à prendre f(T) = RT où R est une constante à fixer On aurait 


paroi fixe diatherme \ 


TS To 


FIG. 2.5 : Transfert thermique. 


T = 30°C 


FIG. 2.6 : Thermomètre à liquide. 


Dans ce cours on dira indifféremment 
degré centigrade où degré celsius que 
l'on notera °C, mais il faut savoir qu'il 
s'agit en réalité de deux échelles légè- 
rement différentes. Ces deux échelles 
ont le même zéro, cependant 100 de- 
grés centigrade correspondent à 99,975 
degrés celsius. 


FIG. 2.7 : Diagramme d'Amagat. In- 
fluence de la pression sur le produit 
pVn de certains gaz. 
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pu choisir R — 1 par simplicité, mais on a préféré adopter R = 
8.314JK-!mol ! pour avoir 


AT(kelvin) = AT(°C) 


Aujourd'hui, c'est la constante de Boltzmann k, et le nombre d'Avo- 
gadro N, qui sont fixés. La constante R s'en déduit via 


R = kyN, = 8,314462618...JK-1 mol 


La valeur de R étant fixée il suffit de mesurer lim, ,5pVA d'un gaz en 
contact avec de la glace fondante pour trouver que 0 °C correspond 
à 273,15 K. Ainsi, on a la correspondance : 


T (kelvin) = T(°C) + 273,15 | © (24) 


et le zéro absolu se situe donc à —273,15 °C. 


2.2 Équations d'état 


État d'équilibre 
Équilibre thermodynamique 


Un système est à l'équilibre thermodynamique si l'ensemble des 
ses variables d'état n'évolue pas durant le temps où on l'observe, 
et s'il n'est l'objet d'aucun échange macroscopique avec l'exté- 
rieur. 


Dans ce cours, on s'intéresse exclusivement aux propriétés des 
systèmes à l'équilibre thermodynamique. 


Exemples de systèmes hors équilibre 


» Unfil conducteur où circule un courant électrique n'est pas à l'équi- 
libre parce qu'il y a un flux de charges et une dissipation thermique. 

» Un morceau de métal reliant un corps chaud à un corps froid n'est 
pas à l'équilibre parce qu'un flux thermique traverse le métal de- 
puis le corps chaud vers Le corps froid. 


Un système à l'équilibre présente en général une ou plusieurs phases 
dans lesquelles les variables intensives sont uniformes et station- 
naires. L'équilibre thermodynamique est assuré grâce à des proces- 
sus microscopiques qui permettent d'assurer l'uniformité des variables 
intensives. Passons en revue quelques processus d'importance. 


Processus thermique - En présence d'un gradient thermique, un flux 
d'énergie thermique allant des zones chaudes vers les zones froides 
aura pour effet d’atténuer le gradient thermique initial : c'est l'équi- 
libre thermique. En présence d'une paroi adiabatique, ce processus 
sera bloqué : on parle alors d'équilibre thermique frustré. 
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paroi fixe adiabatique à 


T>T Tr 


paroi fixe diatherme * paroi fixe diatherme < 
Q 
Ti(M,t) T,(M,t) Tea Teq 
Déséquilibre thermique Équilibre thermique 
FIG. 2.8 : Système en déséquilibre ou équilibre thermique. 


Processus diffusif - En présence d’un gradient de concentration, un 
courant de diffusion moléculaire aura pour effet d'atténuer les inho- 
mogénéités de concentrations : c'est l'équilibre diffusif. Evidemment, 
en présence d'une paroi imperméable, ce processus est bloqué. 


Équilibre frustré 


paroi fixe imperméable à 


7 


20% O; 50% O 
80% N; 50% N; 
1 bar 20°C 1 bar 20°C 


flux de 
20% O; Z— 50% O, 35% O; 35% O; 
80% N; particules 50% N; 65% N; 65% N; 
1 bar 20 °C | 1 bar 20 °C 1 bar 20 °C | 1 bar 20 °C 
Déséquilibre chimique Équilibre chimique 


FIG. 2.9 : Système en déséquilibre ou équilibre chimique. 


Processus mécanique - En présence d’un gradient de pression, une 
partie du système sera soumis à des forces qui le mettront en mouve- 
ment ce qui aura pour effet d'homogénéiser la pression : c'est l'équi- 
libre mécanique. 


paroi mobile * 


Équilibre frustré 


déplacement 


P1 > Po Pa Peq Peq 


paroi bloquée 
par cette butée 


P1 > Pa P2 


Hors équilibre Équilibre mécanique 


FIG. 210 : Déséquilibre et équilibre mécanique. 


Toutefois, si en plus des forces de pression le système est soumis à 
un champ de forces volumiques extérieures comme la pesanteur, la 
pression ne sera plus homogène mais seulement continue. 


Exemple 


Considérons un verre d'eau au repos dans le champ de pesanteur et en 
équilibre thermique avec l'environnement qui impose une température 
de 20 °C. La température en tant que variable intensive est bien uniforme 
au sein de l'unique phase liquide du système. Cependant, l'équilibre mé- 
canique de chaque partie du liquide impose que la pression augmente 
au fur et à mesure que l'on descend jusqu'au fond du verre. La pesanteur 
empêche la pression de rester uniforme : ici le champ de pression est 
stationnaire et continue à l'équilibre. 


Équilibre frustré 


p 
Patm 


FIG. 2.11 : Evolution de la pression dans 
un verre d'eau. 
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Variance 


Considérons un système thermodynamique présentant plusieurs phases 
et plusieurs constituants. L'équilibre thermodynamique de toutes les 
phases se traduit par l'existence de plusieurs relations entre les va- 
riables d'états : ce sont Les équations d'état. En thermodynamique 
classique, c'est par une étude expérimentale que l'on détermine la 
forme de ces équations. 


Ces relations impliquent que le nombre de variables indépendantes 
est en général faible. Les variables intensives (température, pression, 
variables de composition comme les fractions molaires ou les concen- 
trations) présentent un intérêt car elles sont facilement contrôlables 
par l'expérimentateur et ne dépendent pas de la quantité de matière. 
ILest donc utile de connaître le nombre de variables intensives que 
l'on peut controler indépendamment. Ce nombre est appelé variance 
et noté V. La rêgle de Gibbs permet le calcul de la variance d'un sys- 
tême. 


Règle de Gibbs 


Pour un système constitué de c constituants, présentant w phases 
en équilibre thermique et mécanique et qui n’est Le siège d'aucune 
réaction chimique, on a 


V=c+2—-v 
Prenons par exemple un fluide monophasé composé d'un seul type 
de constituants (du méthane par exemple). On a 
c=1l p=1 soit V=2 


On dit que le système est divariant. IL n’y a que deux variables in- 
tensives indépendantes. Par exemple, la température T et Le volume 
molaire V... Ainsi toute grandeur intensive doit s'exprimer en fonction 
de ces deux grandeurs. On pourra écrire 


P=pP(T;Vn) et p=p{T, Va) 


Exemple : l'équation de van der Waals 


C'est l'équation d'état La plus simple pour décrire un fluide réel. On la doit 
à Johannes Diderik van der Waals qui obtint Le prix Nobel de physique en 
1910 pour ces travaux sur les gaz et les liquides. l'équation d'état qu'il 
: propose s'écrit 

Notez que le modèle de van der Waals RT a 
respecte le comportement de tout = Ve V2 
fluide réel, à savoir : dl m 


où a et b sont deux paramètres empiriques qui dépendent de la nature 
des molécules constituant le gaz. Ce modèle a le mérite de prévoir la 
transition de phase liquide-gaz ainsi que la continuité liquide-gaz pour 
des températures supérieures à la température critique. 


Lim (pVn) = RT 
p—0 


Quant aux grandeurs extensives indépendantes, elles sont au nombre 
de , car il en faut une par phase pour décrire toute propriété ex- 
tensive d'une phase. Dans notre exemple d'un fluide monophasé, on 
pourra choisir la masse m comme variable extensive indépendante, 
et toute grandeur extensive s'écrira 


X = X(m,T,Vn)=mxa(T,Vh) 


Exercice - Considérons n moles d’hélium gazeux. On le décrit à l'aide des 
variables p, V,T, n et p. Quelles sont les expressions incorrectes : 


O p(T,V). O p(T,V,n). 
O p(p,T). O V(p,T). 


Le gaz parfait 


Le gaz parfait est un modèle utilisé pour décrire les gaz aux basses 
pressions. || repose sur Les hypothèses suivantes : 


» les molécules ou atomes le constituant sont supposés ponc- 
tuels et sans interaction entre eux; 

» les seules interactions sont celles entre les molécules et la pa- 
roi de l'enceinte qui enferme le gaz; 

» à l'échelle microscopique le gaz est le siège d'un chaos molécu- 
laire statistiquement homogêne et isotrope. 


Du fait de l'interaction négligeable entre les molécules, on peut dire 
que le modèle du gaz parfait donne le comportement limite de tous 
les gaz lorsque la distance intermoléculaire tend vers l'infini, c'est-à- 
dire lorsque la pression tend vers 0 : 


gaz parfait — lim (gaz réel) — lim (gaz réel) 
V0 p—0 
Or, la température thermodynamique est précisément construite à 
partir du comportement limite des gaz réels. Ainsi, pour un gaz parfait 
on a 
PVn _ Jim (PV) lgaz réels T RT 


Remplaçons le volume molaire par V/n et l'on obtient l'équation 
d'état du gaz parfait : 


pV = nRT 


| 2 
Paxmè — molx]K-!mol !xKk “ @s) 


Interprétation microscopique 


Dans un gaz parfait, les molécules sont supposées ponctuelles et sans 
interaction entre elles. De ce fait la pression d'un gaz parfait se réduit à 
la pression cinétique 


LL, = 
Pan Po" mv 
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Ce modèle décrit bien les gaz tant que 
la pression reste faible et qu'on se si- 
tue loin de la transition de phase gaz- 
liquide. 
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TAB. 2.4 : Volume molaire d'un gaz par- 
fait. 


Calculons l'énergie cinétique moyenne des molécules : 


1 =. à 
= _mv2 = 2 Pop 
2 DATE 

Utilisons l'équation d'état du gaz parfait et faisons intervenir Le nombre 
d'Avogadro N, : 

_ 3nRT/V _3R 

RS NU. 

L'énergie cinétique moyenne est donc proportionnelle à la température. 
Autrement dit, la température d’un gaz parfait mesure l'énergie cinétique 
liée au chaos moléculaire. On parle d'agitation thermique. 


La constante R/N, joue un rôle clé en physique statistique. On l'appelle 
constante de Boltzmann et la note k,. On a donc 


LS 
= LE = SkeT 


De la loi (25), il découle plusieurs propriétés. 


» Tous les gaz parfaits ont le même volume molaire dans les mêmes 
conditions de pression et de température puisque V,, = RT/p. 


Conditions | (0°C,1atm) (20°C, 1atm) 
Vs 22,4L 24L 


» Contrairement au volume molaire, la masse volumique d'un gaz 
parfait dépend de sa nature chimique. En effet 
mm nM  Mp 
TV CV AT 


La masse volumique est proportionnelle à la masse molaire. 

» La densité d’un gaz, compare sa masse volumique à celle de 
l'air dans les mêmes conditions. Si l'on adopte le modèle du 
gaz parfait pour décrire les gaz, on a 


Pgaz M M (en gmol ) 
Pair M. 29 


air 


d 


Mélange idéal de gaz parfaits 


Un mélange de gaz parfaits est idéal s'il n’y a pas d'interaction entre 
les molécules des différents gaz. l'ensemble se comporte alors comme 
un gaz parfait. Pour fixer les idées, prenons un mélange de deux gaz 
parfaits (1 et 2). On définit les fractions molaires par 

ni 


nr 
T1 = + et x — à 
M TM Ni TN 


On a bien sûr x, +x, = 1 par conservation de la matière. 


La pression partielle est La pression qu'aurait un gaz s'il occupait tout 
le volume dans les mêmes conditions de pression et de température. 


En appliquant la loi du gaz parfait, on obtient 


CRT nn (nm +n)RT 
AT Ni + V 


— LP 


de même p = 2% p. 


D'après la règle de Gibbs, la variance vaut 3, ici. En effet, 
c=2 g@=1 soit V=3 


Toutes les grandeurs intensives s'expriment en fonction de trois va- 
riables intensives indépendantes. Si l'on choisit T, p et x,, on peut 
écrire par exemple p = p(T',p,æ1) et Vn = Va(T,p, ti). 


Exercice - Montrer que la masse volumique d'un mélange de deux gaz par- 
faits de masses molaires M, et M, vaut 


_ 


P(T,p,%1) = RT M, + x, (M, — M;)] 


2.2 Équations d'état 
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PREMIER PRINCIPE 


Un système thermodynamique présente une propriété énergétique 
qui à la particularité d'être indépendant de l'observateur et de ne 
dépendre que d'un petit jeu de variables d'état. Cette énergie interne 
est l'acteur principal du premier principe de la thermodynamique. 


Version en ligne 


femto-physique.fr/thermodynamique/premier-principe.php 


31 Transformations thermodynamiques 


Transformation réversible 


Une transformation thermodynamique est un processus qui fait pas- 
ser le système d'un état d'équilibre initial (1) vers un nouvel état 
d'équilibre final (2). 


On qualifie une transformation en fonction des conditions extérieures 
et/ou des conditions internes (TAB. 31). Une transformation particu- 
lière joue un rôle central en thermodynamique : la transformation 
réversible. 


Définition 
Un système évolue de façon réversible si : 


» le système est continuellement en équilibre thermodyna- 
mique durant la transformation; 

» une modification infinitésimale d'une contrainte extérieure 
suffit à inverser le sens de la transformation. 


Une transformation réversible est une idéalisation, car en réalité toute 
transformation suppose l'existence d'un déséquilibre initial pour faire 
évoluer le système. Il faut voir ce type de transformation comme un 
processus limite. 


Exemple : compression isotherme réversible 


Considérons une enceinte contenant un gaz séparé de l'extérieur par 
un piston mobile pouvant se déplacer sans frottement. La paroi est dia- 
therme. L'extérieur impose une pression p, et une température T:. L'état 
thermodynamique initial est caractérisé par La pression p, et la tempéra- 
ture T;. 


À partir de l'instant #,, on pousse lentement sur Le piston de façon à ce 
que le piston se déplace à une vitesse quasi-nulle. La pression extérieure 
croît très lentement jusqu'à p, atteinte à l'instant #,. À chaque instant, le 
gaz est en équilibre avec l'extérieur car le temps de réponse du système 


31 Transformations thermody- 
namiques ......... 19 
Transformation réversible 19 
Transformation irréversible 20 


3.2 Échanges énergétiques . 21 


Premier Principe . .... 21 
Travail ii. .as ce 22 
Transfert thermique ... 24 
Conséquences ...... 25 
3.3 Applications ....... 25 
Détente dans le vide . .. 25 


Compression monotherme 27 


Transformation  Contrainte 


monobare p°t= constante 
monotherme TT = constante 
isotherme T' = constante 
isobare p = constante 
isochore V = constante 
cyclique état initial = état final 
TAB. 311 : Différents types de transfor- 
mations. 


Pis Ti pt = pi 


t=t, : équilibre initial 


p(t) = p* pX(#) croît 
T(t)=T; lentement 


A— 
e— 
Po — 
TD =T, <— 

e— 


t = t, : état final d'équilibre 


FIG. 31 : Compression réversible. 
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est beaucoup plus court que la durée de la compression. 


Si l'on décroît lentement La pression extérieure pour revenir à la pression 
p1, Le gaz va repasser par les mêmes états d'équilibre pour revenir à l'état 
(p1, T,). La transformation est réversible. 


Transformation irréversible 


La transformation réversible suppose réunies deux conditions. Si au 
moins une des deux conditions n'est pas vérifiée, alors la transforma- 
tion est irréversible. 


Les états intermédiaires ne sont pas des états d'équilibre - Par exemple, 
imaginons une enceinte constituée d'un gaz en équilibre thermody- 
namique. La pression et la température sont initialement uniformes 
et stationnaires. Les parois de l'enceinte sont adiabatiques et un pis- 
ton mobile assure l'équilibre mécanique initiale : p = p°*. À & = 4,, la 
pression extérieure augmente brutalement de p°*t à p®t+ Ap. Ce dés- 
équilibre met en mouvement Le piston et le gaz passe par des états où 
sa densité, sa température et même sa pression ne sont plus, ni uni- 
formes ni stationnaires. Il faut un certain temps, après que le piston 
se soit immobilisé pour que les paramètres intensifs s'égalisent en 
tout point du système. Si on relâche la surpression (p°*t + Ap — px), 
le gaz évolue sans passer par des états d'équilibre, et atteint un état 
d'équilibre différent de l'état initial. La transformation n'est pas ré- 
versible. 


| 

| 
77 
7)" pt = p, + 78 PE p; + 


pX=p 
Ÿ 
\RARARAAZ ZA DA 
eee) 
VV VV 22 
VV Yvv 
Pis Ti ex 
p(M,t) P2 = P 
T(M,t) T2 
Équilibre initial Hors équilibre Équilibre final 
FIG. 3.2 : Compression brutale : Les états intermédiaires ne sont pas des états d'équilibre. 


On peut passer par une succession d'états d'équilibre sans que ce 
soit réversible - Reprenons l'exemple qui nous a servi à illustrer la 
transformation réversible, et imaginons la présence de frottements 
solides entre le piston et Les parois de l'enceinte. Déplaçons de ma- 
nière quasi statique Le piston en augmentant progressivement la pres- 
sion extérieure. Si l'on note f l'ensemble des forces de frottement qui 
agit sur le piston d’aire $, l'équilibre des forces se traduira par : 


«æ_ JP+ £ pendant la compression 
— À pendant la détente 
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Si l'on impose une pression extérieure qui croît à partir de p, puis 
décroit jusqu'à p,, on constate que la pression du gaz elle ne re- 
viendra pas à la valeur initiale (A et B ne sont pas à la même pres- 
sion). Lorsque la pression extérieure commence à décroître, le pis- 
ton lui reste immobile car il faut attendre que la différence de pres- 
sion dépasse un certain seuil pour mettre en mouvement le piston. 
De ce point de vue, une modification infinitésimale de la pression 
extérieure ne suffit pas à inverser Le sens de la transformation. La 
transformation est ici quasi statique mais non réversible du fait des 
frottements. 


Causes d'irréversibilités 


Une transformation est d'autant plus irréversible qu'elle est le 
siège de : 


» phénomènes dissipatifs (frottement, viscosités, etc.) 
» gradients de concentration (diffusion), de température (dif- 
fusion thermique), de pression (déséquilibre mécanique), etc. 


3.2 Échanges énergétiques 


Premier Principe 


Expérience 


Plaçons un gaz parfait dans une enceinte adiabatique munie d'un piston 
mobile. À 4 = O on exerce une force supplémentaire F sur Le piston, ce 
qui comprime le gaz. Ce dernier subit une transformation irréversible qui 
l'amène à un nouvel état d'équilibre. 


Du point de vue énergétique, on a fourni un travail mécanique (W°* = 
f F:dé > 0) mais l'énergie cinétique macroscopique du gaz à l'état initial 
et final est nul puisque le gaz est au repos du point de vue macroscopique. 
IL semble donc y avoir une contradiction avec le théorème de l'énergie 
cinétique : 


= re EL de l'autre A€ =W%* > 0 


d'un côté € nitiate 
Pour lever ce paradoxe, il faut comprendre que le travail fourni a 
été converti en une forme d'énergie microscopique. En effet, il y a 
deux échelles qui peuvent faire l'objet d'échange d'énergies. Ici l'éner- 
gie cinétique présente une part liée au mouvement collectif (ma- 
croscopique) et une autre part liée au chaos moléculaire (microsco- 
pique) : 


NES ne EEE _ wext > 0 d'où A(EMIEy — met > 0 


La compression adiabatique s'accompagne donc d'une augmentation 
de l'agitation moléculaire, ce qui conduit à l'augmentation de la tem- 
pérature. 


Le lecteur attentif aura sans doute noté que le théorème de l'énergie 
cinétique ne s'écrit pas A€. = W%*, mais plutôt AE. = W* + wi, 


Le piston se déplace vers la gauche 


PÉS = pS + f 


"S 
LA2AAAAAA 


P PÉS = ps — f 


Le piston se déplace vers la droite 


FIG. 3.3 : Transformation quasi statique 
mais non réversible. 


az F 


déplacement 


du piston 


RK 
S 


7, 
FIG. 3.4 : Compression adiabatique. 
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avec Wii Le travail des forces internes au système. Dans notre expé- 

rience de pensée, il s'agissait d'un gaz parfait, c'est-à-dire un système 

pour lequel on néglige toute interaction intermoléculaire. C'est pour- 

quoi on a bien A€, = W%*. En revanche, dans les systèmes réels, les 
1: Par exemple, l'interaction de van molécules interagissent à l'échelle microscopique via un potentiel 
der Waals entre deux molécules estdé- d'interaction! et l'on peut écrire Wi" = —A£&ï, de sorte que pour 
ea potentielle de là 5e compression adiabatique, on écrirait 


AÇETRN di ÉTIErO de en) =Wx > 0 
a 
énergie interne 


Finalement, notre bilan d'énergie doit tenir compte d'une contribu- 
tion microscopique appelée énergie interne, et notée U. 


La thermodynamique postule que ce concept d'énergie interne est 
général, et qu'en plus elle n'est fonction que des variables d'état. 


Premier Principe 


Tout système thermodynamique présente une énergie propre, no- 
tée €, aux propriétés suivantes : 


» € se conserve si Le système est isolé; 
» € est la somme de l'énergie cinétique macroscopique et de 
l'énergie interne liée à des degrés de liberté microscopiques: 


Æ = Ca e U 


» U est une grandeur additive et extensive, fonction des va- 
riables d'état. 


En conséquence, l'énergie interne d’un système thermodynamique 
est définie de la même façon pour tous les observateurs : elle n'est 
pas liée à un référentiel d'étude particulier. 


La physique statistique montre que l'extensivité de l'énergie interne n'est 
assurée que si les interactions intermoléculaires sont de courte portée. 
C'est en général le cas, mais il existe des systèmes où certaines interac- 
tions intermoléculaires sont de portée macroscopique. Dans une étoile, 
par exemple, l'interaction gravitationnelle entre Les particules donne lieu 
à une contribution gravitationnelle de l'énergie interne qui n'est pas ex- 
[2] : LE Hi (1995), «L'énergie interne tensive. C'est pourquoi certains auteurs[2] recommandent d'exclure ce 
est-elle une grandeur extensive ? » type de contribution et définissent l'énergie propre ainsi : 


E = ÉTaco je U + CT 


où ÉERER désigne l'énergie potentielle d'interaction moléculaire asso- 
ciée à des interactions de portée macroscopique. 


Transfert macroscopique ou travail 


Les échanges d'énergie entre un système et Le milieu extérieur peuvent 
être de nature microscopique ou macroscopique. On notera W tout 
transfert d'énergie qui peut s'interpréter comme le travail mécanique 
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de forces macroscopiques qui s'appliquent au système. On adopte la 
convention suivante : 


»> W > 0 quand le système reçoit de l'énergie; 
> W < 0 quand le système en donne. 


Pour une transformation infinitésimale, le travail s'écrira 
5W=Y*dax 


où Y*t est un paramètre intensif qui décrit l'action de l'extérieur, et 
X une variable extensive du système. On dit que Y et X sont des 
variables conjuguées. Pour calculer Le travail échangé avec le système 
il faut intégrer Le long du chemin suivi par la transformation : 


(2) 
Woo = | Y* dx 
(1) 


Notez que le résultat de cette intégrale dépend a priori de la nature 
de la transformation, car les forces extérieures ne dérivent pas né- 
cessairement d'une énergie potentielle?. 


Passons en revue quelques exemples. 


Travail d’une traction - Considérons un câble tendu en équilibre ther- 
modynamique caractérisée par sa température T, la longueur £ et sa 
tension F. Un Opérateur exerce une force de traction F* ce qui pro- 
duit l'allongement du câble. Le travail fourni s'écrit 


(2) 
Win = | FX dé 
(1) 


Pour effectuer le calcul il est nécessaire de connaître la fonction 
FE), 


Travail des forces de pression - Imaginons un fluide dans une en- 
ceinte dont une partie de la paroi est mobile. L'environnement exté- 
rieur agit sur cette partie mobile via une force de pression p°*t. Si l'on 
note S l'aire de la paroi mobile et dx son déplacement infinitésimal, 
le travail des forces de pression s'écrit 


5W = Ftdx = pt Sdx 


Pendant cette transformation infinitésimale, le volume du système 
varie de dV = —Sdx, le signe - traduisant le fait que V diminue 
quand + augmente. Finalement, on obtient 


(2) 


p*dv | © (31) 


5W=-ptdV soit w=-/ 
(1) 


Là encore, pour effectuer le calcul il faut connaître la relation p°*t{(V). 


2: De ce fait, le travail infinitésimal ne 
s'exprime pas comme la différentielle 
d'une fonction. C'est pourquoi, on uti- 
lise La notation 6W et non dW qui est 
a réserver aux différentielles totales 
exactes. 


4 


câble de 
longueur £ 


Va 
Fext 


: Travail mécanique sur un 


(P;, V,T) 


IIIKKkKkKkKKK 


7 
FIG. 3.6 : Travail des forces de pression. 
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FIG. 3.7 : Interprétations géométriques. 


Exemple : transformation monobare 


Considérons un système présentant un volume initial V, et évoluant vers 
un nouvel état d'équilibre de volume V,. Durant cette transformation la 
pression extérieure est maintenue constante p°* = p,. Dans ce cas, le 
système a reçu de la part des forces de pression, un transfert d'énergie 


Ve 


(2) 
= - f p% dV = —» | A 0) 
a 


) W 


Si V, < V,, les forces pressantes ont produit un travail moteur, c'est pour- 
quoi W > 0. 


Dans le cas d'une transformation réversible, Le système est à l'équi- 
libre mécanique avec l'extérieur de sorte qu'a chaque instant p°%* = p. 
On a donc 


(2) 
We — - | p dv 
(1) 


où p est donné par l'équation d'état du système. Géométriquement, 
[W| correspond à l'aire sous la courbe du graphe p(V). Si Le système 


P x P A 


P2 | 


T > 
", VV 
décrit un cycle dans l'espace p — V, alors on retiendra que : 


» l'aire du cycle correspond au travail échangé pendant un cycle; 

» Si le cycle est décrit dans le sens horaire, ce travail est fourni 
par le système; 

» Sinon, il est reçu. 


Transfert thermique 
Définition 
On appelle Q, transfert thermique reçu par le système, tout échange 
d'énergie qui ne peut s'exprimer comme un travail macroscopique. 


Autrement dit, 
HN 


Q s'exprime donc en joules dans Le Système international d'unités. 


Ce transfert thermique, ou chaleur, se déroule à un niveau microsco- 
pique, via différents modes, comme : 


» la conduction : transfert d'énergie thermique lié à un gradient 
de température sans déplacement de matière; 

» la convection: transfert thermique associé au mouvement d'un 
fluide ; 
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» le rayonnement : transport d'énergie par onde électromagné- 
tique. 


Conséquences 


Comme il n'existe que deux modes de transferts (macroscopique ou 
thermique), la conservation de l'énergie se traduit pas la relation : 


ÂË = Éfnale — Éinitite = W+Q |© (32) 


Nous nous placerons souvent dans la situation où le système est au 
repos dans ses états initial et final. Dans ce cas, le premier principe 
prendra la forme 

Unate — Uinitiae = W + Q 


Formulation différentielle du premier principe - Le premier principe 
énonce que l'énergie est une fonction d'état. Par conséquent, sa varia- 
tion entre deux états d'équilibre ne dépend pas du type de processus 
qui a permit de transformer Le système. On peut donc toujours envisa- 
ger une transformation réversible pour calculer la variation d'énergie. 
Il faut juste veiller à ce que la transformation réversible choisie soit 
compatible avec l'état initial et l'état final. 


dl » transformation réelle il D» 
RE — 
SK d . _d 
nn... nat 
" + 
RER FIG. 3.8 : Le calcul de AU ne dépend 
Ans "mm TAC à 
formation reversible pas du chemin. 


Entre deux états d'équilibres successifs le long d'un chemin réver- 
sible, on a 


dU = 6W'Y + 5Q'% = — pdV +YdX+ 6Q' 


autre 


==; 
pression thermique 


Par intégration, on obtient AU — . —pdV +Y dX + 6Q". 


rev 


3.3 Applications 


Détente de Joule Gay-Lussac 


En 1806 Gay-Lussac? réalise une expérience qui consiste à détendre 3 : Louis-Joseph Gay-Lussac (1778- 
un gaz dans le vide. Plus précisément, deux récipients aux parois adia- 1850) : physicien chimiste français 
batiques peuvent être mis en communication par ouverture d'un robi- CPHOU ANSE Sr IEEE 
net. L'un contient un gaz à la pression p,, l'autre est vide. À l'ouverture 

du robinet, le gaz se détend de façon irréversible. On cherche à me- 

surer la variation de température entre l'état initial et l'état final. 


Cette expérience a été reprise par Joule en 1845, et Hirn en 1865, Les- 
quels confirmérent les premières conclusions de Gay-Lussac, à sa- 
voir : 
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FIG. 3.9 : Description de la détente de 
Joule-Gay-Lussac. 


Les forces de pesanteur ne travaillent 
pas non plus. 


4: La variance vaut 2 ici. Choisissons 
la température T' et le volume molaire 
V, comme variables intensives. L'éner- 
gie interne en tant que fonction ex- 
tensive se met sous la forme U — 
nf(T,Vn). Comme V, = V/n, on 
peut aussi écrire U=U(n,T,V). 


Gaz Gaz 

VIDE 
Pis Va La à Pa: Vo, To T 
R 


Vo 72 CA 7. 


» La détente s'accompagne d'une légère variation de température 
qui dépend de la nature du gaz et des conditions initiale et f- 
nale. Par exemple, la détente d’une mole de dioxyde de carbone 
initialement à 20 °C et a 1 atm s'accompagne d'une variation de 
AT = T, —T; = —0,27 °C lorsque le volume double. 

» Lorsque la pression initiale tend vers O, la variation AT tend 
vers 0. 


En d'autres termes, lorsque le gaz tend vers le gaz parfait alors la 
détente de Joule-Gay-Lussac ne s'accompagne d'aucune variation de 
température. Ce fait expérimental a une conséquence sur l'énergie 
interne d’un gaz parfait. En effet, que dit Le premier principe? 


Q=0 adiabatique 
AË-+AU=W+Q avec W =0 détente dans le vide 
AE. =0 


IL en découle que Une — Uinitiake l0rS d'une détente de Joule Gay- 
Lussac. Or, l'énergie interne, en tant que fonction d'état, ne dépend 
que“ de n, T et V. Par conséquent, la température finale T, vérifie 
l'équation 
U(n, T', V:) = U(n, T, V2) 

Dans le cas d'un gaz parfait, on à T, = T,. Le gaz parfait vérifie donc 
la propriété : 

U(n,T,V:) . U(n,T;,V:) V(V,V) 


ce qui signifie que l'énergie interne d'un gaz parfait ne dépend pas 
du volume, mais seulement de la température et de sa quantité de 
matière (ou de sa masse). Il s'agit de la première loi de Joule. 


Le gaz parfait 
Un gaz parfait présente deux propriétés : 


équation d'état 


pV =nRT 
1ère loi de Joule 


Ucp — U(n, 1h) 


Interprétation microscopique 


La première loi de Joule est présentée ici comme un fait expérimental. On 
peut cependant lui donner une assise théorique grâce à un modèle mi- 
croscopique. En effet, si nous considérons un gaz parfait monoatomique, 
l'énergie interne se résume à la somme des énergies cinétiques des par- 
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ticules : 


2 
M; 


DIH 


N 
> 
1 


où v; sont les vitesses des particules. l'énergie est une quantité aléa- 
toire du fait du caractère aléatoire des vitesses (hypothèse du chaos mo- 
léculaire). Cependant, dans l'approximation thermodynamique les fluc- 
tuations sont invisibles à l'échelle macroscopique, et l'énergie interne se 
confond avec l'énergie moyenne : 


N 
Here 


Or, on a vu que l'énergie cinétique moyenne des particules était propor- 
tionnelle à La température via La relation €; = 3kBT. On trouve donc 


Ü = SNKBT = SnRT 

ce qui manifestement ne dépend que des variables T et n. Le modèle 

statistique va donc plus loin que la thermodynamique classique en pré- 

voyant que l'énergie interne d'un gaz parfait monoatomique est propor- 

tionnelle à la température. 
Attention, cette formule n'est plus valide pour un gaz polyatomique, 
car l'énergie cinétique moléculaire présente une contribution due aux 
mouvements de rotation et de vibration. Quand on tient compte de 
ces degrés de liberté on trouve une énergie interne supérieure à inRT 
mais qui respecte toujours la première loi de Joule. 


Compression monotherme d’un gaz parfait 


Plaçons un gaz parfait dans une enceinte diatherme munie d'un pis- 
ton mobile sans frottement de masse négligeable. Comprimons le 
gaz de façon à ce que la pression passe de la valeur p, — 1 bar à 
p, = 2bar, la température extérieure restant constante. Envisageons 
deux types de compressions. 


p*t = 1 bar p°*t = 2 bar 
EE) 
ext = çte EEaE—Z 
Pi Vi Ti 
Po, Vo, To 
= - FIG. 310 : Compression monotherme 
Equilibre initial Equilibre final d'un gaz parfait. 


Compression réversible - la transformation est une succession d'états 
d'équilibre durant laquelle à chaque instant l'équilibre thermique et 
l'équilibre mécanique du piston se traduisent par 


nRT* 
V 


T — Text — cie et pXt = p = 
Appliquons le premier principe entre l'état initial et final : 


AU = U(n, T*) —U(n, Ti) = 0 = Q+W 
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5: Les forces de pesanteur travaillent 
également, puisque le barycentre du 
gaz descend. Cependant, un calcul 
d'ordre de grandeur permet de mon- 
trer que la variation d'énergie poten- 
tielle de pesanteur est négligeable de- 
vant les autres transferts d'énergie. 


6 : En effet, la loi du gaz parfait 
implique p1 Vinae = nRT*%* d'où 
Vinate = Vi. 


Le transfert thermique est donné par Q = —-W avec W le travail des 
forces de pression®. L'évolution étant quasi-statique on a 


12 V Text 
W = - | pdv = ! on dV =-nRT*In (2) 
2 " 


1 F 1 
Ici, vu que la température du gaz reste constante, on à p,V, = poV, 
c'est-à-dire V,/V, = p,/p2 = 1/2. Finalement, on obtient 


W=nRT*In2 et Q=-nRT*In2 < 0 


IL y a évacuation de chaleur pendant la compression. 


Compression monotherme irréversible - À { = 0, on impose p°*t — 
Pa > P1, Par exemple en posant brutalement une grosse masse sur 
le piston. Durant, la transformation, la température et la pression va- 
rient de façon complexe en chaque point du gaz et au cours du temps: 
la transformation n'est pas quasi-statique. Toutefois, on connaît l'état 
final d'équilibre : 


vs =2bar et TT doi, mr" 


Le premier principe donne le même résultat que précédemment, à 
savoir AU = 0 = Q' + W/”. La différence réside dans les transferts, 
car la transformation est différente. Calculons le travail des forces 
pressantes : 


V, V, 
w=- | pav = ps | dV = —p2(V2 — Vi) = Vi(po — pi) 
V. V. 


On a supposé », = 2p, d'où W’ = p,V, = nRT°%*, Ainsi, cette com- 
pression monotherme provoque aussi une évacuation d'énergie ther- 
mique Q’ = -nRT°%*, On remarque que |Q’| > |QI. 


De plus, on laisse au lecteur le soin de vérifier que si l'on enlève la 
masse posée sur Le piston (on impose p°%t — p. ), le gaz reviendra dans 
son état d'équilibreS initial, sans toutefois repasser par le chemin 
emprunté pendant la compression. Notamment, durant la phase de 
détente le système ne va pas récupérer toute l'énergie thermique per- 
due pendant la phase de compression. On montre que Q” = an RT* 
durant la détente. Ainsi, Lors de la transformation cyclique irréversible 
VTT) 5 (pp, TA) + (p1,V, T°), le système aura perdu 
une énergie thermique égale à [Q’ — Q”| = inRT°*. Cette énergie 
thermique est irrécupérable; on parle d'énergie dégradée. 


De manière générale, plus une transformation est irréversible, plus 
on dégrade de l'énergie. 
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Considérons un système fermé, homogène et de composition inva- 
riable. Pensez par exemple à un bloc de fer, un volume d’eau ou à un 
volume d'air. On suppose que seules les forces de pression travaillent 
de sorte que ces systèmes sont décrit par les variables p, V,T. 


FC AA Chauffage u . 
État initial (p1, V,T,) — État final (po, V, To) 
BOCNOrE FIG. 41 : Transformation isochore. 


Chauffons un tel système en maintenant son volume constant. Lors 
de ce processus isochore, le système reçoit un transfert thermique 


Q,= AU car w=- fyotav =0 


Imaginons maintenant un chemin réversible fictif qui part de l'état 
initial (p1, V,T) pour arriver vers l'état final (P2; V, Ta). AU cours de si le système présente ce 
cette transformation, la variation d'énergie interne entre deux états constituants différents, on a 


d'équilibre voisins s'écrit U = U(T,Vins,….,ne) et pour 
une évolution isochore à composition 
fixée, on a dU = 


DT 
oT Vin 


oT Vinissne 


dU =U(T + dT,V,n)—U(T, Vin) = que l'on écrira dU = 2e dT pour 
Vin 


dT' 


simplifier. 


On en déduit 


M (41) 


La capacité thermique isochore est une propriété extensive. IL est 
alors naturel de définir les grandeurs molaires et massiques corres- 
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FIG. 4.2 : Transformation monobare. 


Notez que, contrairement à l'éner- 
gie interne, la fonction enthalpie n'a 
de sens qu'à l'équilibre thermodyna- 
mique, car la pression p doit être dé- 
finie pour Le système entier. 


pondants : 
Co, = nxXCym = MmXc 
à 


molxJK-1molt  KxJK-1kg 
Finalement, on a plusieurs façons d'exprimer le transfert thermique : 


T2 T2 T2 
Q, = AU = C,dT = Î nCy m dT = mc, dT 
de id ge 


Capacité thermique isobare 


Reprenons le même système et chauffons-le manière monobare en 
fixant la pression extérieur à la valeur p. Cherchons à déterminer le 


monobare 


— État final (p, W, To) 
PT —p 


État initial (p, Vi, T1) 


transfert thermique à fournir pour faire passer sa température de 
T, à T.. Pour cela, définissons une nouvelle grandeur : l'enthalpie. 


Calculons la variation d'enthalpie du système pour cette transforma- 
tion monobare : 
AH = AU +pAV 


or, Le premier principe donne 
AU + Aë, =Q, — Jrav + Wiitres 


Si l'on suppose que seules les forces de pression travaillent, et que 
le système est au repos au début et à la fin, on arrive au résultat 


suivant 


H étant une fonction d'état, sa variation ne dépend pas de la trans- 
formation, et l'on peut donc répéter le même raisonnement fait pour 
l'étude de la transformation isochore. Si l'on choisit T et p comme 
variables intensives et n comme variable extensive, on peut écrire 
H = H(T,p,n). Le long d'un chemin isobare réversible fictif, on a 


dT' 


À l'instar de la capacité thermique isochore, on introduit Les capacités 
thermiques isobares massique et molaire : 


Cy= NXCym = MXC 
LEA > — En, — 


IK T1 molxJk-imol ?  kexJK-1kg ! 


Finalement, le transfert thermique s'écrit 


Exercice - La capacité thermique du cuivre (M = 63,55gmol *) à 300K et 
sous 1 bar vaut 24,45 J K-t mol ”. Que vaut sa capacité thermique massique 
dans les mêmes conditions ? 


Rép. c, = 384,7)K71kg. 
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1: Sauf s'il y a une modification de la 
structure cristallographique laquelle 
s'accompagne d'un saut de capacité 
thermique. 


Elle est appelée relation de Mayer. 


FIG. 4.3 : Evolution des capacités ther- 
miques de l'aluminium (tiré de [5]). 


Élément | Cm | Cum 
JK-1 mol ! 

Ag 25,4 | 24,4 

Al 24,3 | 23,2 

Ciigimant 6,23 6,19 

Cu 24,5 23,7 

Fe 25,1 24,7 

Mg 24,9 | 24,4 

Pb 26,5 24,7 

W 24,3 | 24,2 

2n 25,2 23,8 
TAB. 41 : Capacités thermiques à 25 °C 
de quelques solides monoatomiques. 


4.2 Capacités thermiques des corps denses 


Cas des solides 


Généralement, les substances solides se déforment peu sous l'in- 
fluence de la pression de sorte que les capacités thermiques varient 
essentiellement avec la température et très peu avec la pression (ou 
le volume molaire). Les capacités thermiques s'annulent au zéro ab- 
solu et augmentent continüment! avec la température. 


Par ailleurs, on montre la relation suivante : 


— 1 OV 
Tv : RER : |, 
Cp — Co — : > avec : 1 OV 
F XT OV ôplr 


où les coefficients « et y, sont respectivement le coefficient de dila- 
tation thermique et Le coefficient de compressibilité isotherme. Ces 
deux coefficients étant positifs, on a donc toujours 


Cp >Cy POUrT' ÆOK 


On constate que l'écart c,, — c, augmente avec la température, mais 


Capacités thermiques de l'aluminium 


A Cp,m 
Cou,m 
20 + 
1 
o 
= 
L 10 + 
0 - —> T'(Kk) 
(0) 50 100 150 200 250 300 


pour La plupart des solides l'écart relatif (c,—c,)/c, dépasse rarement 
5% à température modéré (FIG. 43). C'est la raison pour laquelle on 
adoptera souvent l'approximation des solides indéformables. 


Approximation des solides indéformables 


» les capacités thermiques massiques ou molaires ne dépendent 
que de la température; 
» C(T) = CT) 


Ordre de grandeur - À température ambiante, la capacité thermique 
des solides monoatomiques vérifient assez bien (à quelques excep- 
tions près) La règle de Dulong et Petit : 


Che Cin SR EINIR mol pour les solides monoatomiques 
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Cas des liquides 


À l'instar des solide, la capacité thermique des liquides dépend sur- 
tout de la température, et très peu du volume ou de la pression. En 
revanche, contrairement aux solides, la différence c,—c, est rarement 
négligeable. 


Ordre de grandeur - |l n’y a pas de modèle simple pour prévoir la 
capacité thermique des liquides. Cependant, on constate que pour 
de nombreux liquides c, + 2JK-1g"1 à température ambiante. 


Capacités thermiques de l'eau 


80 | ET 
7 70+ —_. 
3 
= Een 
T 
X 60 | 

50 > T 


O°C 100°C 


Pour l'eau, le c, est anormalement élevé : c,(eau) = 4,2JK-1g7! 
ce qui correspond à une capacité thermique molaire de l'ordre de 
75) K-Imol”, soit trois fois plus que celle des solides. Ainsi, en plus 


d'être bon marché, l'eau est un très bon fluide caloporteur’. 


Méthodes de mesure 


Mesure par calorimétrie - Un calorimêtre est une enceinte adiaba- 
tique dans laquelle Les corps qui s'y trouvent évoluent de façon mono- 
bare, car soumis à la pression atmosphérique considérée constante 
durant l'expérience. Le système & constitué par le calorimêtre et son 
contenu obéit donc à la relation 


Q, = AH; =0 (4.2) 


Le calorimêtre à vase Dewar est d’un usage courant en salle de Tra- 
vaux Pratiques. Il est constitué d'un vase en double paroi, Les deux pa- 
rois étant séparées par du vide pour limiter les transferts thermiques. 
En première approximation, les inévitables pertes thermiques - no- 
tamment au niveau du couvercle du calorimêtre - seront négligées 
par la suite. 


Pour mesurer la capacité thermique d'un solide on peut suivre la 
procédure suivante. Dans un vase calorimétrique de capacité C, on 
introduit une masse d'eau m,.. On attend l'équilibre thermique puis 
on note la température T;. On plonge une masse m, d'un solide de 
capacité c, inconnue, et de température T.. Après quelques dizaines 
de secondes, la température se stabilise à une température finale 
T.. En supposant Les variations de température suffisamment faibles 
pour considérer les capacités thermiques constantes dans l'intervalle 


FIG. 4.4 : Capacités thermiques de l'eau 
liquide sous 1 bar en fonction de la 
température. 


2 : Un fluide caloporteur est utilisé 
pour transférer de l'énergie thermique 
d'une source vers une autre. 


Thermomètre 


—— Agitateur 


Vase calorimétrique 


Dewar 


FIG. 4.5 : Calorimètre à vase Dewar. 
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3 : On peut la déterminer en mesu- 
rant la température finale d'un mé- 
lange d'eau chaude et d'eau froide. 


4 : En effet, le mélange peut s'ac- 
compagner d'effets chimiques. Par 
exemple, le mélange d'éthanol et 
d'eau dégage de la chaleur. 


D —— 


CC  # | tin ss) 
nn nn nn nnn ann nana nn una nn 


de température, l'équation (4.2) donne 


0 = AH _ AH + AH orimètre pu AH oiide 
Ke. Eat Ce CRIME LE 25010 
MeCe(T-Ti) C(Tr-Ti) msCs(Tr-T2) 


ce qui donne 
. (Tr —Ti)(mece +C) 
Cs — 
(D — Tim 


En général, la capacité thermique C du calorimètre est connue’ de 
sorte qu'il suffit de mesurer les températures et Les masses pour dé- 
terminer la capacité thermique isobare du solide sachant que c, = 
4,18) K-1 g-1 à température ambiante. 


Mesure par écoulement stationnaire - Dans le cas des liquides, on 
évite la méthode du mélange dans un calorimètre“ et préfère une mé- 
thode électrique. Dans un tube calorifugé, on fait circuler un liquide 
à pression constante, en régime stationnaire de débit massique D, 
(kgs-!). On plonge une résistance chauffante R que l'on alimente par 
une source de courant d'intensité J. La mesure consiste à déterminer 
l'écart de température T, — T, en régime stationnaire (FIG. 4.6). 


T 
résistance chauffante 


——+ écoulement 


paroi adiabatique 


FIG. 4.6 : Mesure de la capacité thermique d'un liquide par écoulement stationnaire calorifugé. 


Faisons un bilan sur la portion de fluide dans laquelle plonge la ré- 
sistance. Entre les instants t et t+ dt. Pendant la durée dé, le fluide se 
déplace et tout se passe comme s’il gagnait une masse dm = D,,dt à 
la température T, et qu'il perdait la même masse à la température T.. 
Ainsi Le Le système voit son enthalpie varier de d'A = D; dtc,(T>—T;). 
Le premier principe nous dit que 


dH = 8Waec + 0Q, 


6Q = 0 car les parois sont adiabatiques, et 6W.. = RI?dt corres- 
pond au travail des forces électriques fourni via la résistance chauf- 
fante. On arrive au résultat 


R enQ 
I enA 
2 
Cp = _ avec T enK 
Da) D, enkgs ! 
c) en) kg”! K-1 


Exercice - Dans un réfrigérant on fait circuler de l'eau à 20 °C avec un débit 
constant de 100gs"{. L'eau ressort à la température de 30 °C. En déduire le 
flux thermique (en watt) que reçoit l'eau sachant que sa capacité thermique 
massique vaut c, = 4,2JK-!g"! 


Rép. 4,2 kW. 


4.3 Cas des gaz parfaits 


Relation de Mayer 


Rappelons les propriétés des gaz parfaits : 


pV =nRT équation d'état 
U =U(n,T) ère loi de Joule 


ILen découle que la fonction enthalpie H = U(n,T)+pV =U(n,T)+ 
nRT ne dépend que de la température et de la quantité de matière, 
ce qui constitue la seconde loi de Joule. Ainsi, pour un gaz parfait, on 
peut toujours écrire 


AU = | nC,n(T)dT et AH = [nC,n(D)8T 


Dérivons la relation H —U = nRT par rapport à T, en fixant la pres- 
sion et la quantité de matière : 


on 
OT 


OÙ 


= | =nR 
sr OT 


n,p 


Le premier terme correspond à la capacité thermique isobare. Quant 
au second, on reconnaît la capacité thermique isochore vu que l'éner- 
gie interne ne dépend que de la température”. On obtient la relation 
de Mayer relative aux gaz parfaits : 


CRC Er A © (43) 


Évidemment, si on raisonne sur 1 mole, toutes ces quantités ne dé- 
pendront que de la température. 


À retenir 
Tous les gaz parfaits présentent les propriétés suivantes : 


» Les grandeurs molaires U,,, H,,, C,,m €t Cum ne dépendent 
que de la température. 
» La différence Cm — Cum = À 


Du fait de La relation de Mayer, Les propriétés calorimétriques sont 
entièrement déterminées par le rapport des capacités thermiques, 
que l'on note +: 


def C, Cp Cy m 
= = = 44 
ce Cy (ee m . 


On appellera ce rapport, facteur calorimétrique$. En remplaçant Cr 
par +Co,mr dans la relation de Mayer, on obtient 


R JR 
Cm —= = et Co,m = Et © (45) 
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Insistons sur le fait que ces relations 
sont toujours valables pour un gaz par- 
fait indépendamment de la nature de 
la transformation. 


5: En effet, puisque que U(n, T') alors 
OU/OT|, = OU/JOT |, y 


6 : Certains auteurs l'appellent expo- 
sant adiabatiquel6] ou coefficient de 
Laplace. 
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TAB. 4.2 : Capacités thermiques de 
quelques gaz à température ambiante. 
Les désaccords avec la relation (4.6) 
sont dus aux degrés de vibration dont 
la formule ne tient pas compte. 


FIG. 4.7 : Transformation adiabatique 
réversible d'un gaz parfait. 


7 : On suppose que le facteur + est 
constant dans l'intervalle de pression 
et de température visité par la trans- 
formation. 


Ordre de grandeur - La thermodynamique classique ne permet pas 
de prévoir les valeurs de +. En revanche la physique statistique arrive 
a faire de telles prévisions. À température ambiante, Le coefficient y 
dépend essentiellement du nombre »p de degrés de liberté d'une mo- 
lécule. Par exemple, un atome présente trois degrés de libertés de 
translations (x, y, z) alors qu'une molécule CO, en présente 5 (3 de- 
grés de translations et deux de rotation). On pourra retenir la règle: 


R . a : 
ne pr à température ambiante (4.6) 
gaz géométrie D GE Ce. A ER 
relation (4.6) 
Ar  monoatomique 3 | ÈR 35R 5/3 | 1,65 
CH, non linéaire 6| 3R  4R 4/3 | 1,30 
CO, linéaire 5 | 5R 38 715 | 1,29 
HE linéaire 5| 5R 28 115:| LA 
0; linéaire 51 2R  5R 7/5 |1,40 


Lois de Laplace 


Le facteur y est souvent appelé exposant adiabatique, car ilintervient 
dans la loi d'évolution d'un gaz parfait subissant une transformation 
adiabatique et réversible. 


cé =. adiabatique réversible à. 
) 


3 d Q=0 « 2 


Envisageons une telle transformation en supposant que seules les 
forces de pression travaillent. Le premier principe entre deux états 
successifs d'équilibre se traduit alors par 


U(n, T + 7) —U{n,T) = nC,ndt = QT + SW = pd 


On peut réécrire Le terme de gauche en fonction uniquement de pet 
Ve 
nR d(nRT)  d(pV)  pdV +Vdp 


C..dT = dT = - 
de y—1 y—1 y—1 y—1 


En réinjectant dans le premier principe on aboutit à la relation 


, dv d 
ypdV +Vdp=0 soit 7— = ue 
V p 
Après intégration”, on trouve que yln(V)+1ln(p) = C®. Autrement dit, 
la quantité pV7 reste constante au cours de la transformation. 


Par ailleurs, la quantité de matière étant fixée, le produit pV/T reste 
également constant. On en déduit que les produits TV?! et T?pl-7 
sont invariants pendant la transformation. 
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Lois de Laplace 


Un gaz parfait, de facteur calorimétrique + constant, subissant une 


transformation adiabatique réversible obeit aux lois suivantes : Évidemment, la constante n'a pas la 
même valeur et dépend des condi- 
pv? = c'e TV = CE Tip = CE tions initiales. 
PA 


FIG. 4.8 : Évolution de l'état du gaz par- 
fait dans le diagramme de Clapeyron, 
lors d'une détente adiabatique réver- 
F sible. 


Y 


En conséquence, toute détente adiabatique réversible s'accompagne 
d'un refroidissement du gaz, et toute compression d'un échauffement. 


Conditions de validité des lois de Laplace - On peut considérer une 
transformation adiabatique si l'opération est suffisamment rapide 
pour que le transfert thermique soit négligeable. Cette condition est 
en conflit avec la condition de réversibilité qui exige une transforma- 
tion plutôt lente. En réalité il suffit que la vitesse des surfaces mobiles 
soit faible devant la vitesse moyenne des molécules afin que la den- 
sité reste uniforme dans tout Le volume à chaque instant. 


Méthodes de mesure 


Plusieurs méthodes permettent de mesurer la capacité thermique Manomètre —— 
d'un gaz. | 


»> Méthode des écoulements permanents - La méthode utilisée Robinet 


pour les liquides fonctionne également avec les gaz (cf. page 33); 

»> Expérience de Clément et Desormes - Le principe consiste à 
faire entrer dans un ballon en verre de l'air sous pression. Après 
avoir attendu l'équilibre thermique, on note la surpression ini- 
tiale 6p,. On ouvre ensuite un robinet pour que l'air sous pres- 
sion s'échappe du ballon, puis on referme le robinet. L'air qui 
reste a subi une détente adiabatique quasi réversible. L'air dans 
le ballon s'est donc refroidie. En s'équilibrant avec l'extérieur, Le 
gaz voit sa température et donc sa pression augmenter. On note 
6p, la surpression finale. On montre alors que 


Gaz parfait 


Atmosphère : (P,,T5) 


0P1 


Vgaz . 0P _ 0Po 


FIG. 4.9 : Dispositif de Clément et De- 
sormes. 
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»> Mesure acoustique - La vitesse du son dans un gaz parfait dé- 
pend de la température et de la nature du gaz via la masse 
molaire et le coefficient calorimétrique : 


JRT 
Gson = V7 


On peut par exemple déterminer la vitesse du son en détermi- 
nant les fréquences de résonance dans une cavité acoustique. 


Exercice - À 20°C et sous 1 atm on a mesuré que le son se propage à la 
vitesse cn = 343,4ms"1 dans l'air En déduire Le facteur + de l'air à 20 °C. 


Rép. + = 1,404. 
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51 2nd principe de la thermodynamique 


Justification 


Le premier principe, en tant que principe de conservation de l'énergie, 
impose certaines contraintes sur les transformations. 


/ 
Gaz Gaz Ua 
VIDE U, =U 
Pi VD à u É Pa: Va, Do AÉ 
7 


7 A 2 À 


FIG. 51 : Expérience de Joule-Gay- 
(1) (2) Lussac. 


Par exemple, dans l'expérience de Joule Gay-Lussac, la détente du gaz 
est telle que U, = U.. Toutefois, la transformation (2)—(1) ne viole pas 
le premier principe et n’est pourtant jamais observé : 


(1) — (2) estirréversible, alors que (2) — (1) est impossible 


De la même façon, on observe couramment un pendule osciller tout 
en s'amortissant en réchauffant l'air (par dissipation). Le phénomène 
inverse, c'est-à-dire la mise en oscillation spontanée d'un pendule 
qui puiserait l'énergie à l'extérieur (ce qui refroidirait l'air) n'est ja- 
mais observé alors que le premier principe ne serait pas violé. 


Ainsi, le premier principe est un critère nécessaire mais non suffi- 
sant pour décrire ce qui est réellement observé. Il nous manque un 
principe d'évolution. C'est précisément le rôle que remplit le second 
principe. 


Énoncé du second principe 


IL existe de nombreux énoncés équivalents entre eux. On doit Le pre- 
mier énoncé à Sadi Carnot en 1824 dans le cadre de l'étude des ma- 
chines à vapeur. En 1850, Le physicien allemand Rudolf Clausius don- 
nera un énoncé relatif aux transferts thermiques. Peu après, c'est 
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BELGIQUE-BELGIÉ 


) 
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) 
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ILYA ? 
PRIGOGINE ! 
] 


2016 Th. Moro 


FIG. 5.2 : Ilya Prigogine (1917-2003) est 
un chimiste belge qui obtint Le prix No- 
bel de chimie en 1977 pour ses travaux 
sur la thermodynamique des systèmes 
hors équilibre. 


1: Cette propriété est le postulat fon- 
damental de la physique statistique. 
Associé à une définition microsco- 
pique de l'entropie, il permet de re- 
trouver toutes les lois de la thermody- 
namique classique, et plus encore... 


William Thomson (Lord Kelvin) qui donnera un énoncé général sur 
les machines thermiques cycliques. 


On adopte ici l'énoncé donné vers 1950 par Ilya Prigogine. 


Second Principe 


À tout système thermodynamique est associée une fonction d'état 
appelée entropie et notée S, telle que : 


» S est additive, extensive mais non conservative; 
» lors d’une transformation entre deux états d'équilibre, S va- 
rie de 


5 = Le 
AS = Séchangée + Scréée AVEC { SEC Le 
Scréée 2 0 
L'entropie créée d’une transformation réversible est nulle. Elle est 
strictement positive pour une transformation irréversible. 


ô  . L . : 
Æ est positif si le système reçoit de l'éner- 


gie thermique, et négatif dans le cas contraire. T'*t est la tempéra- 
ture du milieu extérieur à l'endroit de la paroi et au moment où a 
lieu l'échange thermique 6Q. Le symbole f signifie qu'on intègre non 
seulement sur l'étendue de la paroi mais aussi tout au long de la 
transformation. 


Le terme d'échange | 


Concernant l'entropie créée, elle ne peut être négative. C'est préci- 
sément cette contrainte qui sépare les transformations impossibles 
des transformations possibles, le cas S.,44 — 0 étant une limite cor- 
respondant aux phénomènes réversibles. 


Conséquences 


Évolution d’un système isolé - Si un système n'échange rien avec 
l'extérieur alors Q = 0 et AS > 0. L'entropie croît jusqu'a se stabili- 
ser à une valeur maximale lorsque l'équilibre est atteint!. Pour faire 
une analogie avec la mécanique, on pourrait dire que —S joue le 
rôle d'un «potentiel thermodynamique » qui présente un minimum à 
l'équilibre thermodynamique. 


Définition générale de La température - l'entropie étant une fonction 
d'état, AS est indépendant de la transformation, et son calcul peut 
s'effectuer en choisissant un chemin réversible. Imaginons donc deux 
états d'équilibres successifs Le long d'un processus réversible. On a 


el 


dU =6Q"-—pdv +YdX et ds = T 


ou YdX désigne les travaux autres que celui des forces pressantes 
(électriques, chimiques, magnétiques, etc.). Il découle 


dS{U, V, X) = du + LA Rux (51) 


51 2nd principe de la thermodynamique 


Or, si l'on connait la fonction entropie d'un système en fonction des 
variables (V,U, X), on peut aussi écrire 
OS OS OS 


dS(U,V,X)= 27 wls le . dX 


et par identification on obtient une définition générale de la tempé- 
rature : 
1 _0$ 


T = Ulrx 

Si l'on sait comment l'entropie varie avec l'énergie interne d’un sys- 
tème, son volume et les autres variables extensives pertinentes (no- 
tées X), on peut calculer la température du système. Autrement dit 
la température est une propriété intrinsèque du système. 


Énoncé de Clausius - Considérons deux systèmes (1) et (2) en contact 
thermique, l'ensemble étant isolé. Notons S et U l'entropie et l'éner- 
gie interne de l'ensemble. Les fonctions U et S étant additives, on 
peut écrire 

U=U,+U,=C et S=5,+5 


Si l'on choisit comme variables d'état U, V, X, on peut écrire 
S En SU, Vi, X1) + So(U>, Vs, Xo) 


Supposons que (1) gagne de l'énergie et que (2) en perde, les autres 
variables restant constantes. Il s'agit d'un transfert thermique. Lors 
de ce transfert, l'entropie du système isolé ne peut pas décroître en 
vertu du second principe : 


dU, + ETA dU, >0 avec dU, = -dU, 
Ca V2, X2 


_28 


dS = 
OU; VX 


c'est-à-dire, en utilisant la définition de la température : 


1 


dS = dU, H-x > 0 
1 2 


Par conséquent, 


» SiT, = T, alors dS — 0 et Le système est à l'équilibre; 
» SiT, > T, alors dU, < 0, Le système (1) perd de l'énergie; 
» SiT, <T, c'est l'inverse; 


Ce que l'on peut résumer par l'énoncé suivant : 


Enoncé de Clausius (1850) 


Tout transfert thermique s'établit spontanément des zones chaudes 
vers les zones froides. 


paroi fixe diatherme 


(1) D (2) 


41 


CL | 


FIG. 5.3 : Échange thermique. 


77 
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FiG. 5.4 : Évolution monobare d'un 
corps décrit par les variables p, V et 
T.. 


2 : Rappelons qu'on différencie Le ca- 
lorimètre d'une bombe calorimétrique 
dans le fait que le calorimètre n'est en 
général pas clos de sorte que le sys- 
tème est soumis à la pression atmo- 
sphérique considérée constante. En re- 
vanche, une bombe calorimétrique est 
une enceinte close et indéformable 
imposant V = Ce. 


5.2 Bilans d’entropie 


Méthodologie 


On calcule la variation d'entropie en imaginant un chemin réversible 
compatible avec l'état initial et l'état final. Entre deux états d'équilibre 
voisins au cours de la transformation, on peut écrire 


rev 
a as | ds 
T rev 


Notez qu'en thermodynamique classique l'entropie n'est déterminée 
qu'à une constante près, puisque seules ses variations sont acces- 
sibles par le calcul. La physique statistique lêvera cette indétermina- 
tion en donnant une interprétation statistique de l'entropie. 


Pour déterminer, l'entropie créée par la transformation réelle T il suf- 
fit d'appliquer le second principe en écrivant 


0Q 
Scréée = AS =) Text 


Illustrons sur quelques exemples, différents calculs d'entropie. 


Transformation monobare d’un corps monophasé 


Prenons un corps monophasé de masse m décrit par les variables y, 
V'et T. Chauffons ce corps en le soumettant à une pression extérieure 
constante pt = ps. 


ext — 
2T à. P Po PP. 


> 
EE dd monobare = 


Effectuons un bilan d'énergie et d'entropie entre deux équilibres suc- 
cessifs Le long d'un chemin réversible fictif isobare : 


el 


0 
T + 


dU =6Q""-—pdv et dS = 


Comme on l'a vu dans le chapitre précédent, on peut exprimer le 
transfert thermique en fonction de la capacité thermique isobare : 
6Q'"Y = mc, dT. On en déduit 


DCE T 
AS = — IE A 
fer  mn() 


Ainsi l'entropie augmente si La température augmente, elle diminue 
dans le cas inverse. 


Q (52) 


Application à la calorimétrie - Mélangeons 100 g d'eau à 20 °C avec 
100 g d'eau à 40°C dans un calorimètre supposé parfaitement adia- 
batique et sans capacité thermique pour simplifier. Le mélange subit 
une évolution adiabatique monobare?. Faisons un bilan d'énergie sur 


le système constitué par le calorimètre et son contenant: 
Q, = 0 = AH = AH; + AH, = mc (Tr — T1) + mc (TF — To) 


On en déduit la température d'équilibre T; = L(T, + T2) = 30°C. 


Calculons maintenant la variation d'entropie du système lors de cette 
transformation en utilisant Le résultat (5.2) : 


TF 
AS = AS; + AS, = mc, ln (4) 
En vertu du second principe : 


De 2 
AS = ASecrañgée + Se = mc, ln (&) > 0 Car T: > TT 


Cette transformation crée de l'entropie? ; elle donc irréversible. L'opé- 
ration inverse est impossible. 


Numériquement on obtient 


303? 


= 1 4,2 a 
Se 00 x 4,2 x In (ae 


) = 0,46)K-1 


Exercice - Au lieu de mélanger 100 g d'eau à 20 °C avec 100 g d'eau à 40°C, 
mélangeons 100g d'eau à 20 °C avec 50 g d’eau à 40 °C, puis, une fois l'équi- 
libre atteint, ajoutons les autres 50 g d'eau à 40 °C. La production d'entropie 
est-elle plus grande, plus faible ou identique ? 


Rep. Le processus crée autant d'entropie : S. = 0,46] K°! 


Système en contact avec un thermostat 


Un thermostat“ est un système fermé qui ne peut échanger que de 
l'énergie thermique sans que sa température T, varie. En pratique, il 
s'agit d'un système de très grande capacité thermique comparé au 
système avec lequel il échange de l'énergie. 


Exemple 


Pour les poissons qui s'y trouvent, un lac peut être considéré comme un 
thermostat sur une durée suffisamment courte. 


Appelons S, l'entropie du thermostat et U, son énergie interne. D'après 
l'identité thermodynamique (51), on a 

1 
Vu que sa température est fixée, on obtient après intégration la rela- 
tion AS, = AUS /T. 


Supposons qu'un système (S) est mis en contact avec ce thermostat 
et qu'il reçoit le transfert thermique Q. Le premier principe impose 
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3 : On peut montrer que si l'on avait 
mélangé deux masses différentes m: 
et m, on aurait obtenu 


nT In T: 
Se = mc, |InT; 71 Tire ? 


m 


avec m — mi, + m) et Tf — 
mTitmlo Une étude de fonction 
montre que le terme entre crochet est 
toujours positif quand 7, Æ T2. L'uni- 
formisation de la température est irré- 
versible. 


4: On dit aussi source de chaleur. 


Le thermostat ne peut échanger que 
de l'énergie thermique ce qui explique 
l'absence des travaux dans l'écriture 
des premier et second principes 
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F1G. 5.5 : Transformation infinitésimale 
réversible. 


alors AU, = —Q. Ainsi, Le thermostat voit son entropie varier de 
ASo = —— . 
se - Q (5.3) 


Quant au système (S), son entropie varie de 


0Q Q Q 
AS = Î Text + Scréée — mi + Scréée > GA 


Entropie d’un gaz parfait 


Calculons l'entropie d'un gaz parfait en imaginant une transforma- 
tion réversible infinitésimale T faisant évoluer les variables d'état 
(p, V,T) à (p + dp, V + dV,T + dT), la quantité de matière restant 
fixe. 


Choisissons la température T et le volume molaire V,, comme va- 
riables intensives indépendantes. Ainsi, l'entropie molaire du gaz par- 
fait doit pouvoir s'exprimer en fonction de T'et V, : ST, VA). Déter- 
minons cette fonction en appliquant le premier et Le second principe 
à une mole de gaz parfait évoluant de manière réversible : 


ler principe dU, = 6Q""—pdV, avec pV, = RT 
rev 
2nd principe dS, — 0 
T 
On en déduit dS, = a + Rx, Par ailleurs, pour un gaz parfait, 


l'énergie interne ne dépend que de la température et sa variation 
s'écrit 
R 
AU = Conde = re 


Finalement, on aboutit au résultat 


R dT dv. 
dS_(T = a 
Sn Va) = pe + RE 


Faisons l'hypothèse que le gaz parfait présente un facteur + constant. 
Dans ce cas, il est possible d'intégrer la relation précédente. On ob- 
tient Le résultat suivant : 


1 


ms LE LL 


s.-r| 
L'entropie molaire dépend bien de T' et V, et contient une indéter- 
mination via la constante d'intégration. 


L'entropie s'obtient en multipliant l'entropie molaire par le nombre 
de moles. 


SD nr] In ()+r (| © (54) 


où 5, est l'entropie du gaz parfait à la température T;, pour un volume 
Y,. Voyons quelles conséquences peut-on tirer de cette formule. 


5.2 Bilans d'entropie 


Détente de Joule Gay-Lussac - Nous avons vu qu'un gaz parfait se dé- 
tend dans le vide sans changer de température. Cette transformation 
adiabatique produit, d'après la relation (5.4), une quantité d'entro- 


pie 
£ 
Seréée = AS = ST, V,,n) — SIT, V,,n) =nRin v. (55) 
1 


Ainsi, si V, > V, la détente est irréversible. En revanche, Le gaz ne peut 
pas créer spontanément du vide, car V, < V, implique Siss, < 0. 


Détente adiabatique réversible - Lorsqu'un gaz parfait n'échange au- 
cune énergie thermique avec l'extérieur, il n'échange pas d'entropie 
non plus. De surcroît, si l'opération est réversible, il ne créé pas d'en- 
tropie. Ainsi une transformation adiabatique réversible conserve l'en- 
tropie : 


transformation adiabatique réversible — transformation isentropique 
En écrivant cette loi de conservation, on trouve 
1 T° 1 T° V- 
in | =) 1n Re Hi )-4In(2 
| To V su To A 


ce qui aboutit à la relation TV" = T,V,-' : on retrouve une des 
lois de Laplace. 


Mélange de gaz parfaits 


Considérons le mélange de deux gaz parfaits différents, notés (1) et 
(2), et initialement dans les mêmes conditions de pression et de tem- 
pérature. Pour cela, enfermons dans une enceinte adiabatique deux 
gaz parfaits séparés par une cloison. 
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FIG. 5.6 : Mélange de deux gaz parfaits. 


Retirons la cloison et attendons l'équilibre thermodynamique. Lors 
de cette transformation, la température et la pression ne varient pas. 
En effet, si l'on raisonne sur le système formé par Les deux gaz, celui- 
ci ne reçoit ni transfert thermique ni travail, de sorte que l'énergie 
interne reste constante : 


T Te 
AU = Cia dT + | C2adT =0 
D | T | 


On en déduit que la température ne varie pas : T; = T. C'est égale- 
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Cette section ne relève pas de la ther- 
modynamique classique et peut être 
passée en première lecture. Pour en 
savoir plus, voir [1] 


ment le cas de la pression, du fait de la conservation de la matière : 


pv 
RT 


pri + Vs) _ PV 
RT RT 


n=n + Soit 


Dans ce processus, l'ouverture de la cloison relâche une contrainte 
interne et permet l'équilibre chimique. Cette relaxation produit de 
l'entropie que l'on appelle entropie de mélange. Utilisons la formule 
(5.4) pour exprimer la variation d'entropie du système : 


AS = AS, + AS =nRIn (+) +nRUN (+) 
" V 


Pour un gaz parfait, on a 


AU Re 2 À 

" LT #i £ To 
On aboutit au résultat AS = —(n,Rlnx,+n,Rlnx,). Comme les frac- 
tions molaires x, et x, sont comprises entre 0 et 1, la variation d'en- 
tropie est nécessairement positive. Le mélange est un phénomèéne 
irréversible. 


Mélange de deux gaz 


Le mélange de deux gaz parfaits est un processus irréversible. Les 
gaz parfaits sont miscibles en toute proportion. 


Interprétation statistique de l’entropie 


La signification physique de l'entropie est donnée par la physique sta- 
tistique. S mesure le manque d’information du système (le désordre 
pour aller vite). Plus précisément, un système isolé possède une éner- 
gie constante mais un nombre considérable d'états microscopiques 
compatibles avec cet état macroscopique. Ce nombre d'états micro- 
scopiques est noté (. L’entropie du système vaut alors 


Ilustrons ces notions sur un exemple volontairement simplifié. Re- 
prenons l'expérience de Joule Gay-Lussac avec un point de vue mi- 
croscopique. Considérons tout d'abord l'état initial ou toutes les mo- 
lécules se trouvent dans l'enceinte de volume V. Notons Q Le nombre 
d'états microscopiques compatibles avec cet état initial. Pour calculer 
ce nombre il faudrait dénombrer toutes les configurations atomiques, 
en position et en vitesse, compatibles avec le fait que l'énergie totale 
est fixée. 


Imaginons maintenant que l'on perce la paroi et que le gaz occupe 
maintenant un volume double 2V. Dans ce nouvel état macrosco- 
pique, les particules ont beaucoup plus de places. De nouveaux états 
microscopiques auparavant inaccessibles se trouvent maintenant vi- 
sités par les particules. En fait, l'énergie étant fixée, Les molécules 
présentent la même distribution des vitesses que dans l'état initial. 
En revanche, il y a deux fois plus de volume à visiter : en d'autres 


5.2 Bilans d'entropie 


termes, chaque particule peut occuper deux fois plus d'états qu'au- 
paravant. Ainsi, si l'on décompte le nombre de configurations dans le 
nouvel état macroscopique, on trouve 


Q=Nnx2x2x..x2—92NQ 
NN fois 


Calculons maintenant la variation d'entropie lors de cette transfor- 
mation : 


AS =kln 81h90 =%,ln2% = NE (n(2) =nR |ln(2) > 0 


Le processus créé bien de l'entropie conformément à la nature irré- 
versible du phénomène. De surcroît, on trouve exactement le même 
résultat que celui donné par La formule (5.5) : 


AS =nR1In () = nkRln(2) 
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Corps pur- Système constitué d'une seule espèce chimique. 


Exemples et contre-exemples 


La glace, le fer, le sel sont des corps purs. 


L'air, l'eau salée n'en sont pas. 


Phase - Partie d'un système pour laquelle les paramètres intensifs 

. 0 : 
ont la même valeur en tout point. Une phase est donc homogëne.  ; . En présence d'un champ de 
Un corps pur peut se présenter sous plusieurs phases, lesquelles force volumique extérieur, certaines 


peuvent, dans certaines conditions, coexister. On distingue couram- variables intensives peuvent toutefois 
ment trois phases évoluer continüment dans l'espace. 


On peut penser à la pression dans un 
> La phase solide se caractérise à l'échelle microscopique parune liquide en équilibre dans le champ 
L Ur ; : : ; de pesanteur. Cependant, en aucun 
structure ordonnée et périodique. C'est Le solide cristallin. Il ee L'été de done dans 
peut exister différentes phases solides chacune correspondant l'évolution des propriétés physiques 
à une certaine symétrie cristalline. d'un système formant une phase. 
» La phase liquide est un état fluide particulier, caractérisé par 
un chaos moléculaire et une densité comparable à celle des 
solides. Les interactions moléculaires jouent alors un rôle clé 
au sein d'un liquide. 
» La phase gazeuse correspond à un fluide peu dense, dans le- 
quel les molécules restent suffisamment éloignées pour que 
l'énergie d'interaction moléculaire soit faible devant l'énergie 
cinétique des molécules. Dans le cas limite où les interactions 
sont négligeables, on parle de gaz parfait. 


Exemples 


L'air est un mélange de gaz qui forme une phase car tous les gaz sont 
miscibles entre eux. 


Un mélange eau-éthanol forme une phase car ces deux liquides sont mis- 
cibles. 
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Un mélange eau/huile est constitué de deux phases. En effet, la densité 
volumique subit une discontinuité au niveau de l'interface huile/eau. Il 
s'agit de deux phases liquides de deux corps purs différents. 


Le graphite et Le diamant sont deux phases solides différentes d'un même 
corps pur (le carbone). On parle de variétés allotropiques. 


Transition de phase - Passage d'une phase à une autre par modi- 
fication continue d'un paramètre intensif extérieur (pression, tem- 
pérature, champ électrique, etc.). On distingue deux types de tran- 
Sitions. 


» Les transitions du 1° ordre qui s'accompagnent d'une absorp- 
tion ou d'un dégagement de chaleur et qui autorisent Les phases 
à coexister en des proportions variables. 

» Les transitions du 2" ordre ne produisent aucun dégagement 
de chaleur, et n'autorisent pas Les deux phases à coexister. Les 
transitions conducteur normal — supraconducteur où parama- 
gnétique — ferromagnétique sont des transitions du second 
ordre. 


Les changements d'état du corps pur sont des transitions de phase 
du 1 ordre, et nous verrons qu'elles s'accompagnent d’une variation 
d'enthalpie ainsi que d'une variation d'entropie. On donne des noms 
spécifiques à ces transitions suivant la nature des phases initiale et 
finale (cf FiG. 61). 


sublimation 
————— —————— 


— Solide —— Liquide gaz > 
CR enthalpie croissante 


nn 


FIG. 6.11 : Les différentes transitions du corps pur. Notez que la transition entre deux variétés allotropiques n’a pas de nom. 


entropie croissante 


condensation 


Diagramme de phases - Il s'agit d'un diagramme qui représente les 
domaines de stabilité des différentes phases en fonction des condi- 
tions extérieures (pression, température, volume massique, concen- 
tration, etc.….). Par exemple la FIG. 6.2 représente le diagramme de 
phases du soufre en coordonnées p — T. Sur un tel diagramme, les 
frontières des différents domaines donnent les conditions de coexis- 
tence des différentes phases de part et d'autre de la frontière. 


Pressure (atm) 


40 60 80 100 120 140 160 180 200 
Temperature (°C) 


Equilibre liquide-vapeur 


Expérience d'Andrews 


Enfermons 1g de gaz dans une ampoule thermalisée à la température T. 
On peut faire varier Le volume du gaz grâce à une colonne de mercure que 
l'on pousse à l’aide d'un piston. Un manomèêtre mesure à chaque instant 


la pression p du gaz. Traçons l'évolution de la pression au fur et à 


mesure 


que le volume décroît. On obtient alors une isotherme, dite isotherme 


d'Andrews. 
Suivant la température, deux cas sont à distinguer : 


» SiT < T, (température critique), la pression augmente 


jusqu'à 


un pallier durant lequel deux phases coexistent : la vapeur et le 


liquide. La compression s'accompagne d'un enrichisseme 


nt en li- 


quide. Lorsque tout a été liquéfié, une diminution de volume en- 


traîne une augmentation brutale de la pression. 


p SiT > T., la pression augmente continüment sans appari 


palier ni de transition : c'est la phase hypercritique. 


IUT TNTINU Don] Diner Ron 
\ D \ 


Ù De ae Point critique ---T>T, 
> 0e — T< Te 


10? 


tion de 
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v (m?.kg”t) 


FIG. 6.4 : Isothermes d'Andrews de l'eau en échelle logarithmique. 
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FIG. 6.2 : 
Le solide 
lotropiqu 


FIG. 6.3: Di 


drews. 


Diagramme d'état du soufre. 
existe sous deux variétés al- 


es. 


spositif de l'expérience d'An- 
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2 : Rappel : cela suppose que la pres- 
sion ne soit pas trop importante et que 
l'on ne soit pas trop proche de la tran- 
sition de phase. En échelle logarith- 
mique une telle loi se traduit par une 
droite de pente -1 comme on peut le 
constater sur la Fig. 6.4. 


TAB. 61 : Quelques points critiques. 


Détaillons et interprétons les observations. Au début, le fluide se prè- 
sente sous une phase gazeuse. On parle de vapeur sèche. Dans ce 
cas, la variance vaut V = c+2—44 = 2. Choisissons comme variables 
intensives indépendantes, la température T'et Le volume massique vw. 
On peut donc écrire 

P— p(T,v) 


Par conséquent, le long d'une isotherme, la pression ne dépend que 
du volume massique. D'ailleurs, si la vapeur sèche se comporte comme 
un gaz parfait, on prévoit des isothermes hyperboliques, car 


nRT  RT  c' 
V Mv v 


À partir d'un certain volume massique, apparaît une première goutte 
liquide. Au fur et à mesure que l'on appuie sur le piston, le volume 
diminue car une partie du gaz passe dans la phase liquide occupant 
moins de place. Ce système où coexistent les deux phases liquide 
et vapeur, est appelé vapeur saturante. D'après la rêgle de Gibbs, 
V = 1 ce qui signifie que p = p(T) : l'isotherme est donc un pal- 
lier. Cette pression est appelée pression de vapeur saturante et sera 
notée Psat- 


Enfin, lorsque tout a été liquéfié, on se retrouve avec un système mo- 
nophasé et donc divariant (V = 2). La pression varie avec v et T°. Mais 
comme le liquide est quasi incompressible, l'isotherme est quasi ver- 
ticale pour la phase liquide. 


La courbe correspondant à l'ensemble des points où apparaît la pre- 
mière goutte liquide est appelée courbe de rosée, alors que la courbe 
où disparaît la dernière bulle de vapeur est appelée courbe d'ébul- 
lition. Expérimentalement, on constate que ces deux courbes se re- 
joignent en un point particulier dit point critique de coordonnées 
(v,.,p.). ILexiste une seule isotherme T = T, qui passe par ce point, 
de sorte que toutes Les isothermes T > T, ne présentent pas de pal- 
lier et donc pas de transition. Le système reste constamment dans 
une seule phase, appelée fluide hypercritique. 
Corps pur T,(°C) p,.(bar) vw, (cm gt) 


G 


CH —83 46,2 6.2 
CO; 31 74 22 
H, —240 13,0 32.5 
H,0 374 221 25 
He —268 2,3 144 
N 147 33,9 32 
O; —119 50,4 23 


Les coordonnées (T;.,p.,v.) du point critique ne dépendent que de 
la nature du corps pur (TAB. 61). 


Diagramme p—T 


Dans un diagramme pression-température, la courbe p.,.(T), délimite 
deux domaines : 


p>pa domaine de stabilité du liquide 
p<pa domaine de stabilité du gaz 


La frontière entre ces deux domaines correspond à l'équilibre liquide- 
vapeur et décrit une courbe croissante appelée courbe de vaporisa- 
tion. Elle est limitée par deux points : 


» le point critique C; 
» le point triple Y (voir plus loin). 


De ce fait, il est possible de passer continüment de l'état gazeux à 
l'état liquide sans rencontrer de transition en passant au delà du 
point critique?. 


La pression de vapeur saturante croît avec la température. On utilise 
souvent la loi empirique de Rankine 


[N Peat = à — T 
où a et 8 sont deux constantes empiriques qui dépendent de la na- 
ture du corps pur, et que l'on obtient facilement par régression li- 
néaire après avoir tracé In(p..…) en fonction de 1/7. 


Exercice - On donne quelques points situées sur la courbe de coexistence 
liquide/vapeur du méthanol dans l'intervalle 300 K à 350 K: 


Pression pa en bar 0,19 0,31 0,48 0,74 1,11 1,62 
Température T'en kelvin | 300 310 320 330 340 350 


Déterminer, à l'aide d'une régression linéaire, les paramètres a et 8 de la 
formule de Rankine qui s'ajustent le mieux à ces données. 


Rép. a = 13,4 et 8 — 453 x 10! K-1 


Pour l'eau, Duperray a proposé une formule relativement simple va- 
lable entre 100 °C et 200 °C : 


ji pa enatm 
= | avec 
L (05) / en °C 
On retiendra notamment que p., = 1atm à T = 100 °C. 


Diagramme complet 


Si nous partons d'un point dans le domaine de stabilité de l'état Li- 
quide et que nous le refroidissons de manière isobare, nous obser- 
vons, à partir d'une certaine température, l'apparition d'un germe so- 
lide : c'est le début de la solidification pendant laquelle la tempéra- 
ture reste constante. Cette température est dite température de soli- 
dification et ne dépend que de la pression puisque la variance vaut 1. 
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FIG. 6.5 : Courbe de vaporisation dans 
le diagramme p —T 


3 : Voir La vidéo située à 
l'adresse https://youtu. 
be/jMfDBOg8ibY?si= 
AIoZxSzMfQSqwaqJT 
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FIG. 6.6 : Diagramme  pression- 
température complet pour un corps 
pur ne présentant qu'une seule 
structure cristalline et dont la phase 
solide est plus dense que la phase 


liquide (cas courant). 


Corps pur Ty (°C) py (bar) 
CO; —56,6 5,2 
H; —259 70 x 107% 
H,0 0,010 6,1 x 107% 
N; —210 0,122 
0; —219 1,5 x 1075 


TAB. 6.2 : Points triples de quelques 


corps purs. 


En répétant l'opération pour différentes pressions, on peut tracer la 
courbe d'équilibre liquide-solide p{,, 4 = g(T) : c'est la courbe de 
fusion. Cette courbe est quasi verticale et présente en générale une 
pente positive. Dans ce cas, une augmentation de la pression d'un 
corps à l'état solide le stabilise, car le point représentatif de l’état 
du corps s'éloigne de la courbe de coexistence liquide/solide. À ce 
titre, l'eau fait figure d'exception puisqu'une augmentation de pres- 
sion peut entraîner la fusion de la glace du fait de la pente négative 
de la courbe de fusion dans le diagramme de l'eau. 


P x 
SOLIDE Point critique 
Ce 
[æ 
2 
2 l 
: | 
© LIQUIDE < | 
8 S/ : 
5 & | 
o D [ 
Li S I 
LT ! 
GAZ 
f 
Courbe de 
sublimation | 
l , 
7, Te T 


La courbe de fusion coupe la courbe de vaporisation au point triple 
Y. En ce point triple, les trois phases (liquide, vapeur et solide) co- 
existent et sont en équilibre thermodynamique de sorte que la va- 
riance vaut 

V=c+2-p=1+2-3=0 


Autrement dit, ce point ne dépend d'aucune variable. Il s'agit d’un 
point fixe caractéristique du corps pur (cf TAB. 6.2). 


À partir du point triple il faut considérer l'équilibre entre le gaz et 
Le solide. Il existe alors une frontière p,,,.{,, = h(T), dite courbe de 
sublimation qui sépare les deux domaines solide et gaz. 


IL est possible de rencontrer des frontières pour l'équilibre entre deux 
structures cristallines différentes comme c'est le cas dans le diagramme 
du soufre, FIG. 6.2. 


Les diagrammes p — T'et p — V sont en réalité des projections d'une 
surface d'état tridimensionnelle. En effet, chaque phase est décrite 
par une équation d'état f(p,V,T) = 0 ce qui se traduit par une sur- 
face dans l'espace p, V,T (cf. FIG. 6.7). 


Règle des moments 


Considérons un système diphasé, liquide/vapeur par exemple, en 
équilibre thermodynamique. Notons m, la masse de la phase liquide, 
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Pressure 


FIG. 6.7 : Surface d'état et ses diffé- 
rentes projections. 


et m, la masse de vapeur. Appelons x, le titre massique de la vapeur, 
x, celui de la phase liquide. Par définition, 


"=. ethiensû 1 
HA e len SÛUT ss + Ty = 
8 Me + My 8 £ 


Appelons v,, le volume massique du mélange. Celui-ci occupe donc 
un volume Vu = (my + my)vm. De même, 


» la phase liquide occupe Le volume V, = myvy, où v, est Le vo- 
lume massique de la phase liquide; 

» la vapeur occupe le volume V, = mçv, où v, est le volume 
massique de la phase vapeur. 


Vu que ces deux phases sont disjointes, les volumes s'ajoutent : 


Vu = (me + Mg) Un = Me Ve + Me Vg 
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Notez que si l'on dispose des volumes 
molaires au lieu des volumes mas- 
siques, on obtient un titre molaire au 
lieu d'un titre massique. Cependant, 
dans le cas du corps pur, titre mas- 
sique et titre molaire sont identiques. 


FIG. 6.8 : Détermination du titre en va- 
peur dans un diagramme de Clapey- 
ron. 


En divisant par (m, + m,), on obtient la loi 


Un — Vy _ AM 


Le = Q (61) 


ve— ve AB 


La relation (61) s'interprète comme un rapport de deux longueurs 
dans le diagramme p — V. En effet, si l'on note M le point représen- 
tatif du mélange, A celui du liquide saturant et B celui de la vapeur 
saturante, alors AM/BM donne le titre massique en vapeur : c'est la 
règle des moments. 


e Ÿ 


Ve Um Ve 


De manière générale, pour deux phases (1) et (2) en équilibre, on a 


. Um — Vo : 
æ, = ———<* avec v les volumes massiques 
Di V9 


Exemple : contenu d’une bouteille de butane 


Une bouteille de gaz de volume V = 30,6 L enferme m = 10 kg de butane 
(C:H10) partiellement liquéfié. On a Les données suivantes : 


> M(H)=10gmol et M(C) =12gmol 

» masse volumique du butane liquide à 25°C: p =573kgm* 

» pression de vapeur saturante du butane à 25 °C: p.. = 2,4bar 
» volume massique de la vapeur saturante à 25 °C: u, = 162L kg” 


Cherchons quelle est la proportion de liquide dans ce mélange à T = 
25 °C. Pour cela, calculons les volumes massiques des phases liquide et 
vapeur à la température T et à la pression de vapeur saturante corres- 
pondante. 


Pour la phase liquide, on a v, = 5 = 1,75 x 107Ÿ m° kg” —=1,75Lkg . 
Pour la phase gazeuse, on trouve dans les données v, = 162 Lkg ”. 


Calculons maintenant Le volume massique du mélange liquide-gaz : 


4 L 
Un = — = 3,06 Lkg 
m 
On constate que v,, € [u;v.] ce qui prouve que les phases vapeur et li- 
quide coexistent. Utilisons la règle des moments pour déterminer la frac- 


tion massique x en liquide : 


D 
ME — 99,2% 
Ve — Vg 


soit x— 


Um = TU + (1 — x) 


Autrement-dit, sur Les 10 kg de butane, 9,92 kg sont à l'état liquide, ce qui 
représente un volume V, = 9,92/573 = 17,3 x 107% m = 17,3 L. Ainsi, le 
liquide occupe 56,6% du volume disponible. 


6.2 Aspects énergétiques 


Chaleur latente 


Expérience 


Plaçons de la glace dans un calorimètre à la pression atmosphérique, 
puis apportons de l'énergie thermique (par effet Joule par exemple). Tra- 
çons l'évolution de la température en fonction de l'énergie apportée. On 
observe un palier à la température de fusion durant laquelle le mélange 
s'enrichit en liquide : c'est la fusion. 


La quantité d'énergie thermique qu'il a fallu fournir pour transformer inté- 
gralement la glace en eau liquide à la température de fusion est appelée 
chaleur latente de fusion. Si l'on procède à rebours, alors Le système cède 
la même quantité d'énergie durant la solidification. 


Définition - La chaleur latente L, , de changement d'état est le 
transfert thermique qu'il faut fournir pour effectuer un changement 
de phase (1) — (2), ceci à température constante et à la pression 
d'équilibre. Il s'agit donc d'une variation d'enthalpie : 


Li_y2(T) = HiÂT, Peq(T)) on Hi(T, Peq(T)) [en J] 

Les tables fournissent généralement Les chaleurs latentes massiques 
(en Jkg”*) ou molaires (en ]mol-*). La chaleur latente massique ne 
dépend que de la température puisque la pression de l'équilibre 
(1) = (2) est fixée par la température. 


Pour le corps pur, les chaleurs latentes de fusion, de vaporisation et 
de sublimation sont toutes positives : ces transformations puisent de 
l'énergie à l'extérieur. C'est par exemple ce qui explique pourquoi une 
bouteille de gaz en fonctionnement peu se recouvrir de givre. En ef- 
fet, dans la bouteille de gaz en fonctionnement une partie du liquide 
se vaporise ce qui puisent de l'énergie thermique à la bouteille, pro- 
voquant ainsi son refroidissement. Si l'air extérieur est humide, du 
givre peut se former sur la bouteille. 


Les chaleurs latentes de solidification, de liquéfaction et de conden- 
sation quant à elles correspondent aux valeurs opposées. Autrement 
dit, la solidification, la liquéfaction ainsi que la condensation s'ac- 
compagnent d'un dégagement de chaleur. 


fusion 
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—— 
chaleur latente Lis 


FIG. 6.9 : Évolution du profil de la tem- 
pérature au cours de l'expérience. 


Corps pur lus Lvap 
en k] kg ! 

CH, 59 511 
CH3CH,(OH) 108 855 
H,0 334 2264 
NH3 332 1369 

Pb 23,0 871 

Si 1790 12,8 x 10% 


TAB. 6.3 : Chaleurs latentes de fusion et 
de vaporisation pour quelques corps 


purs, à 1 bar. 
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FIG. 610 : Transformation du calori- 
mètre et son contenu. 


electrical connections 


liquid l 
dis … 


FIG. 6.11 : Dispositif pour mesurer la 
chaleur latente de vaporisation. 


Mesures de chaleur latente 


Chaleur latente de fusion - On peut déterminer la chaleur latente 
de fusion par calorimétrie. Prenons l'exemple de l'eau pour fixer les 
idées. Le protocole consiste à mettre une masse m, de liquide dans 
un calorimêtre. On attend que la température s'équilibre à une va- 
leur T, que l'on mesure. On ajoute ensuite une masse m, de glace 
de température T, < 7%, On mélange et on attend l'équilibre ther- 
mique. On se sera arrangé pour que les masses choisies permettent 
à la glace de fondre complètement. À La fin, on obtient de l'eau li- 
quide à une température T,, > T3... La mesure des températures et 
des masses permet de déduire la chaleur latente si l'on connait les 
capacités thermiques. 


Dans un premier temps, pour simplifier, imaginons le calorimêtre par- 
fait, c'est-à-dire adiabatique et de capacité thermique négligeable. 
Étudions la transformation du système formé par le calorimètre et 
son contenu. La transformation est monobare et adiabatique, d'où 


=0=AH 
Q, =0 
it D. 5 SEC AENIEEES es 

Fr. > sa ee 

P : | ce L 
4 \ adiabatique F 

| 

| 2 monobare < 


L'enthalpie étant une grandeur additive on a également 
AH — AH alorimètre F AH jquide + AH otide 


avec AH sorimètre — 0 puisque le calorimêtre est de capacité négli- 
geable. Le liquide se refroidit de T, à T,, de sorte que AHjqiide = 
MyCpe(Teq — T1). Quant à la glace, on peut toujours imaginer un che- 
min réversible qui amène la glace à la température de fusion, la fait 
fondre puis la réchauffe jusqu'à T,.. Ainsi, AHoide = MsCp,s(Tius — 
To)+Mslius + MsCp 2 (Leg — Trus). Finalement, le bilan d'énergie donne 


mm 
lus = pt (Tus Tea) a (Œ Tea) La Cps(l2 . ya) 
s 


Si Le calorimêtre présente une capacité thermique C il faut ajouter 
C 

le terme me = Lk 

Chaleur latente de vaporisation - On utilise Le dispositif de La FIG. 6.11, 

dans lequel on vaporise le liquide en apportant de l'énergie ther- 

mique par effet Joule, et on recueille cette vapeur dans un bécher 

après l'avoir refroidie grâce à un réfrigérant. Choisissons comme sys- 

tême l’ensemble formé par le ballon, le liquide et la résistance élec- 

trique alimentée en alternatif. Ce système subit une transformation 

monobare. 


En régime permanent, l'énergie électrique sert essentiellement à va- 
poriser le liquide. Faisons un bilan d'énergie entre les instants + et 


t+7 durant lesquels une masse m s'est vaporisée : 
AH = Watec + Q = AHhaton + Assistance + AH 
avec : 


» le travail électrique fourni Wu. = RL#T que l'on peut facile- 
ment mesurer; 

» Les pertes thermiques représentées par Q (Q < 0); 

> AHhion = AHesictance — 0 puisque le ballon et la résistance 
restent à la même température une fois le régime permanent 
établi; 

> Enfin AH = Map: 


On aboutit à la relation 
RLAT +Q = ml 


Cette équation présente deux inconnues : la chaleur latente £,,, et 
les pertes thermiques Q. On réalise alors deux expériences avec des 
valeurs différentes d'intensité électrique, mais en fixant la même du- 
rée r. Si l'on admet que Le terme Q ne change pas“, on trouve deux 
équations à deux inconnues dont la résolution permet de déterminer 
Q et La 


Entropie de changement d'état 


Le changement de phase s'accompagne d'un saut d'entropie que l'on 
peut relier à la chaleur latente. En effet, considérons un processus 
réversible isobare qui effectue une transition de phase à la tempéra- 
ture T' et à la pression p.,.(T). Le second principe donne 


5Q Q 
AS:-,2 = SaÛT, Pea(T)) — S1 (T, Pea(T)) T Î ne on Fa 
T=ce 
On en déduit, la relation 
AS;_2(T) = A Q (6.2) 


Cette relation implique que le signe de la chaleur latente est liée à 
celle de l'entropie de changement d'état. Si l'entropie augmente alors 
la chaleur latente est positive. Ainsi, un changement d'état vers une 
phase plus désordonnée absorbe de la chaleur 


Exercice - Les tables thermodynamiques donnent pour l'eau les informa- 
tions suivantes. 


TC) patatm) h,(g1) le (g 1) 
100 1 419 2676 


En déduire l'entropie massique de vaporisation de l'eau à 100 °C. 


Rép. Asya9(100 °C) = 6,05kJK-1 Kg. 
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4 : En effet, en vertu de la loi de 
convection (8.7), Les pertes sont pro- 
portionnelles à la durée et à la diffé- 
rence entre la température extérieure 
et celle du système. Cette dernière 
étant constante et égale à la tempéra- 
ture de vaporisation, Le flux thermique 
vers l'extérieur est constant 
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5: En effet, on a hÿ — hy = La > 0 
ce qui signifie que la phase liquide 
présente une enthalpie massique plus 
faible que la phase gazeuse à la même 
température. 


FIG. 6.12 : Diagramme des frigoristes de 
l'eau. Notez l'axe logarithmique verti- 
cal. 


Diagramme des frigoristes 


Nous avons rencontrés jusqu'ici différents diagrammes: le diagramme 
de Clapeyron (p—w), le diagramme d'Amagat (pV —p) et le diagramme 
p—T. Le diagramme des frigoristes est un diagramme d'état où ln(p) 
est en ordonnée et l'enthalpie massique h en abscisse. Ce diagramme 
est très utilisé dans l'étude des machines frigorifiques, d'où son nom. 


Par exemple, la FIG. 612 représente le diagramme des frigoristes pour 
l'eau. Le domaine limité par un trait discontinu correspond à l'équi- 
libre liquide/vapeur. À gauche, on trouve le domaine de stabilité du 
liquide”, et à droite celui du gaz. 


p (bar) 
A 
7<— 0. S 
se C 

10? } _ n 

ca \ 

/ : i 

Liq 2 Lig+Gaz !__|Gaz 

‘| 

/ (l 

101 | / isotherme 175 °C | 
100 Ti —> h (kJ/g) 


OS hy 1 15 2 hy25 he 3 

Sur ce diagramme, l'isotherme T = 175 °C est tracée. Le pallier AB 
correspond au domaine de coexistence des deux phases liquide et 
vapeur. Sa position verticale nous renseigne sur la pression de vapeur 
saturante (ici ps — 9 bar). Sa largeur nous renseigne sur la chaleur 
latente puisque 

AB = hg— hy = bap(T) 


On voit notamment que la chaleur latente diminue au fur et à me- 
sure que l'on s'approche du point critique jusqu'a s'annuler au point 
critique. 


L'enthalpie des phases condensées dépend faiblement de la pression 
de sorte qu’en première approximation k & A(T') pour le liquide pur. 
C'est pourquoi la branche isotherme de gauche est quasi-verticale. 
De même, si l’on se place à faible pression et loin du point critique, 
le gaz est bien décrit par le modèle du gaz parfait. Dans ce cas, en 
vertu de la seconde loi de Joule, l'enthalpie ne dépend que de la 
température et l'isotherme est alors également verticale. 


Dans le cas d'un mélange liquide/vapeur, si l'on connaît la position 
du système dans le diagramme, alors on peut en déduire la compo- 
sition du mélange à l'aide de la règle des moments que l'on a déjà 
rencontrée. En effet, de part l'additivité de l'enthalpie on peut écrire 


Huy = H,+H Soit (me +me) hu = Me ho + Mohe 


6.3 Quelques applications 


En divisant par la masse totale (m, + m,) et en utilisant x, = 1 —x%, 
on obtient 
hu = Tohg+ (1 — Te) he 


Et si l'on fait intervenir Les distances AM et AB (cf FIG. 612), on trouve 


Es ER = — 
EU h—h AB 


La rêgle des moments que l'on a déjà rencontrée se généralise. Si & 
est une grandeur extensive (énergie, enthalpie, entropie, volume) alors 
la grandeur massique g vérifie 


Qu = Th + (2%) 


6.3 Quelques applications 


Évaporation 


L'évaporation est un lent processus de vaporisation dont on fait cou- 
ramment l'expérience. Par exemple, le séchage du linge à l'air libre 
ou la thermorégulation des humains utilisent ce phénomène. 


Imaginons de l'eau à 20 °C dans une enceinte initialement vide dont le 
volume est supérieur au volume qu'occupe le liquide. En l'absence de 
pression extérieure, le liquide est manifestement instable. Très rapi- 
dement, des molécules d'eau passent à l'état vapeur ce qui augmente 
la pression extérieure. S'il y a suffisamment de liquide, le processus 
s'arrête lorsque la pression atteint la valeur de la pression de vapeur 
saturante, à savoir ici psg = 23 Mmbar. 


Cet équilibre est en réalité Le résultat de deux flux contraires qui se 
compensent : 


» Les molécules de la phase liquide ont une probabilité non nulle 
de passer dans la phase vapeur ce qui peut se résumer par le 
processus H20,, — H0 Cette probabilité est d'autant plus 
élevée que la température est élevée. 

» Les molécules de vapeur d'eau ont quant à elles la possibilité 
de migrer dans la phase liquide du fait des incessantes colli- 
sions avec l'interface liquide/vapeur. La probabilité de passer 
dans la phase liquide augmente ainsi avec la pression partielle 
en eau. C'est le processus 4,0, —H,0,, 


À l'équilibre ces deux processus se compensent, ce qui explique pour- 
quoi la pression d'équilibre ne dépend que de la température : 


H,0,; — 4,0% Psat = (T) 


Ouvrons maintenant l'enceinte de façon à mettre son contenu en 
contact avec de l'air sec à la pression atmosphérique. L'air emporte 
la vapeur d'eau ce qui diminue fortement la pression partielle en 
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FIG. 6.13 : Diagramme de l'eau. 


6: Dans ce cas, on dit que Le taux d'hy- 
grométrie relatif est de 100%. Un taux 
‘hygrométrie de 50% signifie que la 


(el 


t 


n 


pression d 
la moitié de la pression de vapeur sa- 


7: 
37 °C, car dans ce cas, le corps humain 


urante à 


surtou 


e peut p 


8 


ti 


e vapeur d'eau dans l'air est 


a température considérée. 
t si la température dépasse 


lus se refroidir par conduc- 


on thermique. 


: Les to 


urs de refroidissement des 


centrales thermiques et nucléaires 
s'appuient sur ce processus. 


vapeur d'eau et brise l'équilibre. On déplace ainsi l'équilibre vers la 
droite en éliminant constamment la vapeur d’eau : 


déplacement 
0 ————h}H 
d'équilibre 8 


Au fil du temps, la quantité de liquide diminue : c'est l'évaporation. 


Ce déséquilibre ne concerne que les molécules d'eau situées à l'inter- 
face entre Les deux phases ce qui explique pourquoi l'évaporation est 
un phénomène lent. Quant aux molécules situées au sein du liquide, 
vu qu'elles sont soumises à une pression liquide de 1 atm, elles sont 
dans un état stable à 20°C, comme l'indique le diagramme de La FIG. 
613. Cette évaporation s'accompagne d’une absorption de chaleur. 


point 
critique 


Cette énergie thermique est surtout prélevée au liquide qui se refroi- 
dit donc. C'est sur ce principe que repose la régulation thermique des 
humains induit par la transpiration. Cette régulation thermique sera 
d'autant plus efficace que l'air est sec. Dans une atmosphère humide, 
en revanche, le processus d'évaporation est ralenti, voire bloqué si 
l'air est saturé (pH,0 = p.+). Cela explique pourquoi une atmosphère 
humide et chaude est particulièrement difficile à supporter pour un 
être humain’. 


Ébullition 


Contrairement à l'évaporation, l'ébullition est un processus de vapori- 
sation qui se développe en volume et de façon beaucoup plus rapide. 
De ce fait, les échanges thermiques mises en jeu sont beaucoup plus 
importantsé. 


Imaginons un récipient contenant de l'eau liquide, posé sur une sur- 
face chauffante. Un gradient thermique s'installe alors entre le fond 
et la surface libre du liquide. Au sein du liquide la pression vaut sen- 
siblement p = 1atm de sorte que les premières bulles apparaissent 
au fond dès que p = pea(Tiona) C'est-à-dire dès que T;,,4 = 100 °C. 


Du fait de la poussée d’Archimêde, ces bulles entament une ascen- 
sion au cours de laquelle La température décroît ce qui fait Les fait 
disparaître. Pour qu'elles puissent atteindre la surface, il faut qu'il y 
rêgne une température au moins égale à 100 °C. Dans ce cas, la surface 
devient le siège de remous provoquée par l'éclatement des bulles : 
on dit qu'il y a ébullition. 
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De manière générale, la température d'ébullition est définie par la 
relation 


Psat(Leb) — Patm 


ce qui donne 7, = 100 °C pour l'eau Si pxm = 1atm = 1,013 x 
10° Pa. Puisque p...(T') est une fonction croissante de la température, 
on comprend pourquoi la température d'ébullition diminue quand 
on monte en altitude puisque la pression atmosphérique y est plus 
faible qu'au sol. 


L'ébullition est un processus complexe qui met en jeu les phénomènes 
de tension de surface, de convection, de coalescence et d'instabilité hy- 
drodynamique. Pour en savoir plus, voir [7] 


Stockage des fluides 


Si l'on veut stocker un fluide qui se présente à l'état gazeux dans les 
conditions usuelles de pression et de température, on a intérêt, pour 
limiter son encombrement, à le mettre dans un état Le plus condensé 
possible. Deux possibilités s'offrent à nous. 


» Réduire la température - Il s'agit de stocker Le fluide à l'état li- 
quide en diminuant sa température (chemin E, — E, sur la FIG. 
614). On Le conserve dans un conteneur cryogénique aux parois 
adiabatiques qui présente une petite ouverture afin d'assurer 
une pression constante (pour des raisons de sécurité). L'isola- 
tion thermique n'étant pas parfaite, une partie du liquide s'éva- 
pore ce qui limite Le temps de conservation. Cette technique est 
courante pour l'azote et l'oxygène. 


SOLIDE 


LIQUIDE 


L > 
se Te 


»> Augmenter la pression - On stocke le fluide sous haute pres- 
sion et à température ambiante dans une bouteille hermétique 
supportant les fortes pressions (chemin FE, — E, sur la FIG. 614). 
Si La température ambiante est supérieure à la température cri- 
tique, le fuide se trouve dans l'état hypercritique. Sinon le fluide 
est sous la forme d'un mélange liquide/gaz à la pression de 
vapeur saturante. Dans ce cas, on est tenté de diminuer le vo- 
lume massique pour stocker Le maximum de fluide, mais il faut 
prendre garde aux problèmes de sécurité. En effet, si le volume 
massique est inférieur au volume critique v,, une élévation ac- 
cidentelle de température de l'environnement peut entrainer 
la liquéfaction complète du liquide et une augmentation consi- 
dérable de la pression, d'où le risque d’explosion. Alors que si 


FIG. 6.14 : Différentes stratégies pour 
stocker un fluide a l'état gazeux dans 
les conditions usuelles 
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FIG. 615 : Effet d'une augmentation de 
température sur un mélange liquide- 
gaz selon que v est supérieur ou infé- 
rieur à v.. 


v > v,, une augmentation accidentelle de température entrai- 
nera la Vaporisation complète et une moindre augmentation de 
pression, le gaz étant compressible (FIG. 615). Les bouteilles de 
butane et de propane comme source de carburant domestique, 
ou les extincteurs à CO, utilisent cette technique. 


Liq 


MACHINES THERMIQUES 


L'étude des machines thermiques, qui historiquement est à l'origine 7-1 Théorie des machines . . 65 

de la naissance de la thermodynamique, est ici présentée comme Her a 65 

une conséquence des principes de la thermodynamique. La machine Rd os ss 

Lo et le moteur de Stirling permettront d'illustrer notre pro- TT 
Le 7.2 Étude d’une machine 

frigorifique ........ 69 

; : Principe .......... 69 

Version en ligne Calcul de l'efficacité ... 70 

femto-physique.fr/thermodynamique/machines-thermiques.php 7.3 Le moteur de Stirling . . . 71 

Description . ....... 71 

Calcul du rendement . .. 72 


71 Théorie des machines 


Généralités 


Une machine thermique est un dispositif qui permet d'effectuer des 

conversions d'énergie thermique en travail, de travail en énergie ther- 

mique et/ou des transferts thermiques d'une source à une autre. Ceci 

est réalisé grâce à un fluide! qui subit un cycle de transformations. Le 1: Le fluide sera notre système ther- 
cycle est : modynamique. 


» fermé, s'il n'ya pas d'échange de matière avec l'extérieur; 
» ouvert dans le cas contraire. 


Exemples 


Un réfrigérateur, une pompe à chaleur, un moteur à air chaud sont des 
machines thermiques en cycle fermé. 


Le moteur à combustion interne, le moteur à réaction sont des machines 
thermiques à cycle ouvert. 


On distingue deux types de machines thermiques : 


» les moteurs sont des machines qui fournissent un travail mé- 
canique global vers l'extérieur : W < 0; 

» Les récepteurs sont des machines qui reçoivent du travail afin 
de produire un transfert thermique dans un sens «non naturel » 
(du froid vers le chaud). 


Pour mesurer la performance de ces conversions d'énergie, on définit 


l'efficacité par Le facteur? 2: On parle aussi de facteur de perfor- 
mance. 
| : : 


énergie utile 
énergie couteuse 


| V) (71) 
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3: Rappelons qu'un thermostat est un 
système de suffisamment grande capa- 
cité thermique pour que tout apport 
ou retrait d'énergie thermique n'en- 
traîne aucune variation de sa tempé- 
rature. 

di Sa ( ) ie 


S 7 


FIG. 7.1 : Schéma énergétique d'une ma- 
chine monotherme. 


FIG. 7.2 : Schéma énergétique d'un mo- 
teur ditherme. 


Cycle monoherme fermé 


Considérons un fluide échangeant, au cours d'un cycle, une énergie 
thermique Q, avec un thermostat? de température T;, et un travail 
total W. On parle de cycle monotherme. 


Les bilans d'énergie et d'entropie effectués sur un cycle nous amène 
à écrire 
AU=0=Q,+W et AS=0= +82 Gi 
1 
En effet, comme le fluide revient dans le même état après un cycle, la 
variation de toute fonction d'état est nulle après un cycle. On en tire 
Q, <0etW > 0. Autrement dit, ça ne peut pas être un moteur. 


Principe de Thomson 


IL n'existe pas de moteur fonctionnant de manière cyclique qui 
produise du travail à partir d’une seule source de chaleur. 


Cet énoncé que l'on doit à William Thomson (Lord Kelvin) est complè- 
tement équivalent au second principe. 


Moteur ditherme 


Considérons un fluide qui, au cours d’un cycle de transformations, 
échange de l'énergie thermique avec deux thermostats. On note Q-le 
transfert thermique échangé avec une source froide de température 
T;, et Q. celui échangé avec une source chaude de température Tr > 
T;. On note W le travail total échangé au cours d'un cycle. 


Un bilan d'énergie et d'entropie donne: 


Qc Qf 
— Het 
W+Q+Q.=0 et T. % T. <0 
Par définition d'un moteur, la machine doit fournir du travail : W < 0. 
ILen découle deux relations d'ordre : 
Qr Q. 
EL eme 
Q.+Q;> 0 _et T. < T. 
c'est-à-dire 
TF 
0<Q+Q:<Q ZT 
€ 
En conclusion, la source chaude doit fournir de la chaleur (Q. > 0) et 
la source froide en absorber (Q; < 0). 


Le plus souvent, la source froide est l'atmosphère dont l'existence ne 
nous coûte rien. L'efficacité du moteur est alors définie par 


LAS 4 


TMmoteur — on = Q. V (72) 
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Ce rendement ne peut pas dépasser une valeur maximale fixée par 
la température des sources chaudes et froides. En effet, 


< 1 
Qc Qc Te 


Théorème de Carnot 


L'efficacité d'un moteur ditherme est maximale lorsque le cycle 
est décrit de façon réversible. Cette efficacité maximale, également 
appelée rendement de Carnot, ne dépend que des températures 
Je ET TE $ 

F 


< =1— 
TMmoteur = carnot ma 


Plus les irréversibilités sont importantes et plus l'efficacité s'éloigne 
du rendement de Carnot. 


Cycle de Carnot - Le cycle décrit par un moteur ditherme réversible 
est dit cycle de Carnot. Il est constitué de deux isothermes T: et 7; du- 
rant lesquels le fluide échange de l'énergie thermique, et deux adia- 
batiques réversible, c'est-à-dire deux isentropiques. 


: Diagramme de Watt 3 Diagramme T-S 
Â 
T. isotherme 
T; 


isotherme 


FIG. 7.3 : Cycle de Carnot représenté dans le diagramme p-V (diagramme de Watt) et Le diagramme T-S. Dans Le diagramme p-V, 
l'aire du cycle correspond au travail fourni par cycle. Dans le diagramme T-S l'aire du cycle correspond à Q. + Q+. 


Dans Le diagramme de Watt (diagramme p-V), Le cycle décrit un circuit 
dont l'aire représente le travail fourni durant un cycle. Ce cycle est 
décrit dans le sens horaire car 


Ÿ pdV =-W > 0 
cycle 


Dans le diagramme TS, Le cycle de Carnot décrit un rectangle dont 
l'aire représente la chaleur totale échangée. Ce cycle est décrit dans 
le sens horaire également car 


Ÿ TdS=Q.+Q:>0 
cycle 
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FIG. 7.4 : Schéma énergétique d’une 
machine frigorifique ditherme. 


4 : On peut noter que la source 
chaude reçoit plus de chaleur qu'on 
en extrait de la source froide, car Q;+ 
6: Gr0parle aussi de COP pour coeffi- 
cient de performance. 


6: Il s'agit du cycle de Carnot déjà dé- 
crit pour le moteur ditherme, à ceci 
près que le sens de parcours est anti- 
horaire car $ pdV < 0. 


FIG. 7.5 : Schéma énergétique d'une 
pompe à chaleur. 


Attention à exprimer les températures 
en kelvin! 


Récepteur ditherme 


On a les mêmes équations que pour un moteur ditherme à ceci près 
que W > 0 par hypothèse. On distingue deux types de récepteur : 


» la machine frigorifique dont Le rôle consiste à refroidir une source 
froide (Q- > 0); 

» la pompe à chaleur dont le rôle consiste à réchauffer une source 
chaude (Q. < 0). 


Machine frigorifique ditherme - Le fluide échange de la chaleur avec 
une source froide (le local à réfrigérer) et une source chaude (l'exté- 
rieur). Le bilan d'énergie et d'entropie donne 


Qc Qr 
=-W<0 et —+—<0 
Q$+ Q. < T. + T. < 


Par définition Q-; > 0 (la source froide donne de l'énergie au fluide). 
Par conséquent Q. < 0 : le fluide cède de l'énergie thermique à l'ex- 
térieur“. 


L'efficacité” d’une machine frigorifique est définie par 


X o 


Mfrigo — W (7.3) 


À l'instar du moteur ditherme, l'efficacité d'une machine frigorifique 
est maximale lorsque le cycle est décrit de manière réversible, et sa 
valeur ne dépend que des températures T- et 7; : 


Qf : 1 : 1 _T 
Qr Qc . Q./Qr 1 : Pete : AT 


max 
Mrigo 


Pompe à chaleur ditherme - Récepteur ditherme dont la source chaude 
correspond au local à chauffer. Par définition Q. < 0 (la source chaude 
reçoit de l'énergie de La part du fluide). Les principes de la thermo- 
dynamique aboutissent aux même conclusions que pour la machine 
frigorifique. Cependant, la définition de l'efficacité est différente : 


Q 
MPa — I@cl V 


_ (74) 


Là encore le facteur de performance est maximum lorsque les trans- 
formations sont réversibles. On laisse Le lecteur vérifier que 


T 
TAC — Ar 


Exemple 


Imaginons une pompe à chaleur ditherme fonctionnant en hiver de façon 
réversible. La température de la source froide est prise à 4°C et celle de 
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la source chaude à 20 °C. On trouve alors 


PT el 
TPACT AT — 204 


= 18,3 


Autrement dit, si l'on suppose que la machine est alimentée électrique- 
ment et que le rendement de conversion électromécanique est de 100%, 
alors 1 ] électrique permet d'apporter 18,3] thermique dans l'habitation : 
c'est 18,3 fois plus rentable qu'un chauffage électrique qui convertit 1] 
électrique en 1] thermique. 


En pratique le coefficient de performance d'une pompe à chaleur est de 
l'ordre de 3. 


7.2 Étude d’une machine frigorifique 


Les changements d'état sont mis à profit dans les machines frigori- 
fiques et les pompes à chaleur. L'utilisation d'un mélange liquide/gaz 
est particulièrement intéressante dans la mesure où l'évaporation ou 
la liquéfaction peuvent s'effecteur à température constante, ce qui 
permet d'obtenir des efficacités proches de l'efficacité maximale. 


Nous détaillons ici Le cycle simplifié d'une machine frigorifique. 


Principe 


Un fluide (ammoniac, isobutane, fréons, .) décrit un cycle au cours 
duquel il change d'état. Lors de la vaporisation dans l'évaporateur, le 
fluide absorbe de l'énergie thermique provenant du local à réfrigérer, 
ce qui permet de Le maintenir froid. Décrivons Le cycle thermodyna-  *"" ‘ LL 
mique décrit par le fluide (FIG. 7.7). 


Évaporateur a 


» Transformation AB: le fluide à l'état de vapeur sèche passe dans 
un compresseur qui augmente la pression du fluide. Cette com- ll 
pression peut être assimilée en première approximation à une nn || 
compression adiabatique réversible. La température augmente ‘si 
donc. 

» Transformation BC : la vapeur sèche passe dans le condenseur compresseur 
et cède de la chaleur à l'extérieur en se liquéfiant (Qgc). Suppo- 
sons que C se trouve sur la courbe de saturation (courbe d'ébul- 
lition). 

» Transformation CD : le liquide passe à travers un détendeur. 
On assimilera cette détente à une détente de Joule-Thomson  FI6.7.6: Schéma d'un réfrigérateur. 
qui conserve l'enthalpie. Cette détente produit une vaporisation 
partielle et un refroidissement. 

» Transformation DA : enfin, le mélange liquide/vapeur s'enrichit 
en vapeur dans l’évaporateur jusqu'à atteindre l'état de vapeur 
sèche, ce qui absorbe la quantité d'énergie thermique Q,x. Le 
cycle se répète ensuite. 
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FIG. 7.7 : Principe d'une machine frigo- 
rifique. 


Diagramme p — v du fréon R-22 


Local à réfrigérer 


A 


= compresseur 3 
flux œ a flux 
thermique = et D ad thermique 
ë E 


détendeur 


Calcul de l'efficacité 


Décrivons le cycle dans un diagramme p-v en échelle log, et dans un 
diagramme des frigoristes (FIG. 7.8). Le trajet AB est supposé adiaba- 
tique réversible. Si Le fluide est un gaz parfait, la loi de Laplace nous 
indique que le trajet AB est rectiligne de pente —7. En B on a de la 
vapeur sèche chaude. Le passage dans le condenseur, le refroidit à 
la température T. puis le liquéfie entièrement. Le passage dans le 
détendeur de Joule-Thomson conserve l'enthalpie : Le trajet est donc 
vertical dans le diagramme des frigoristes. On arrive sur un palier de 
température 7. Il est possible de connaître la composition du mé- 
lange à partir de la rêgle des moments. Enfin, le trajet DA referme le 
cycle en vaporisant complètement le liquide ce qui absorbe un éner- 
gie thermique Q+. 


Diagramme p — h du fréon R-22 


p (bar) 
x p (bar) x 
Ste. le, 
Liq |}! Lig+Gaz », Gaz Liq Liq+Gaz ‘Gaz 
| Tes N | 
d 5 & ; B(Ty 
10! FE 101 L 
[ À 
l , 1 
! l | 
f \ 1 1 
O0 | ù ; > o L / | 
pu Eu pau es vfmékgt) 10 ee — > h (KI/kg) 
1073 1072 1071 100 200 300 400 500 


FIG. 7.8 : Diagramme de Clapeyron et des 
les machines frigorifiques jusqu'en 2015 e 


frigoristes du Chlorodifluorométhane, un fluide couramment utilisé (appelé R22) dans 
n France. 


L'efficacité vaut, si les phases AB et CD sont adiabatiques : 


_ Qoa _ Qoa 
WW —Qnn — Qc 


7 


ce qui donne en termes d’enthalpie : 


Ainsi, l'efficacité d'une machine frigorifique se calcule aisément à 
l'aide d'un diagramme des frigoristes. On peut aussi la calculer à par- 
tir des chaleurs latentes et du titre massique x, de vapeur en sortie 
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du détendeur (point D). En effet, on a 


{ Ra —hn = Melvap (Tr) = m(1— La)Évap (Tr) 
hc—hg = MC (Le —16p+ Mia (T.) 


On en déduit, en utilisant 4Q(Te) = —lap(Te), 


= (= Zg)£vap(TF) 
lat) = Te)lvap(1F) T Cpg(TB — 1) 


Exemple 


Prenons les données correspondant au cycle de La FIG. 7.8 : T; = —7°C, 
De UC 7 CL) Ne ner 
1Jg 1K et x = 27%. Le calcul numérique donne alors y = 4,4. Autre- 


ment dit, 1] mécanique fourni, permet d'extraire 44 J thermique. 


Le coefficient de performance est inférieur à celui de Carnot donné par 
ponoe Er = 5,8. En effet, la machine décrite n'est ni ditherme (la 
température varie entre B et C), ni réversible (la détente de Joule-Kelvin 


est irréversible). 


Exercice - Quelle puissance thermique le frigo extrait à la source froide si 
le fluide circule avec un débit massique de 1 g/s? 


Rép. 154 W. 


7.3 Le moteur de Stirling 


Description 


En 1816, il y a plus de deux siècles, l'ingénieur Robert Stirling dépo- 
sa un brevet décrivant le principe d'un moteur à air chaud. De l'air 
enfermée dans une enceinte subit différentes compressions et dé- 
tentes à différentes températures. L'apport de chaleur n'est pas in- . | 
7 a ; LR ds ; 7: contrairement aux moteurs à com- 
terne’, mais externe, et peut être d'origine chimique (combustion),  bistion interne, où c'est la combus- 


solaire et même nucléaire. tion d’un carburant au sein du fluide 
qui produit un transfert thermique. 
Ce type de moteur fait l'objet de nombreuses recherches, et il n'est 


pas impossible que dans un futur proche ce moteur joue un rôle dans 
la production d'électricité à usage local, du fait de ses nombreux avan- 
tages : 


»> il présente un bon rendement; 
» il est silencieux du fait de l'absence de valves et de soupapes: 
» Sa maintenance est assez simple. 


Différentes configurations existent. Décrivons le moteur de Stirling 
dans une configuration dite +. 


De l'air est enfermé dans une enceinte hermétique et subit diffé- 
rentes transformations grâce à l'emploi de deux pistons qui exécutent 
des mouvements déphasés de 90°. 


72 | 7 MACHINES THERMIQUES 


TT 


FIG. 7.9 : Les différentes phases du cycle de Stirling (A : piston de refoulement, B : piston moteur). 


F1G. 710 : Cycle de Stirling décrit dans le 
diagramme de Watt (en trait continu Le 
cycle idéalisé, en pointillé Le cyle réel). 


» Le piston moteur (PM) actionne un volant d'inertie lequel est 
relié, via une courroie, à un générateur électrique ce qui permet 
une conversion d'énergie mécanique en énergie électrique. 

» Le piston de refoulement (PR) permet juste de déplacer l'air en 
la mettant en contact avec la source chaude ou en l'éloignant 
de celle-ci. 


L'air subit un cycle qui peut se décomposer en 4 phases: 


1. PR en bas. L'air est chauffé par la source chaude, ce qui pro- 
voque son expansion, et ce qui pousse le piston moteur vers le 
bas. Ainsi, le compartiment froid voit arriver de l'air chaud. Cette 
dilatation de l'air se fait quasiment à température constante. 

2. PM en bas. Le mouvement de la roue entraîne le piston de refou- 
lement vers le haut. Ici le volume ne varie pas, mais l'air chaud 
étant déplacé vers le bas, il y a refroidissement. 

3. PR en haut. Le piston moteur remonte, aidé par la baisse de 
pression. L'air subit une compression quasi isotherme. 

4. PM en haut. Le piston de refoulement descend ce qui amène de 
l'air froid dans le compartiment chauffé par la source chaude. 
La pression augmente de façon isochore. 


Ce cycle est dit régénératif car un régénérateur permet de stocker de 
la chaleur lors du passage du gaz chaud dans le compartiment froid 
(phase 2), puis de la restituer au gaz froid lors de la phase 4. C'est 
cette invention que l'on doit à Robert Stirling et qui rend son moteur 
efficace. 


Calcul du rendement 


Calculons le rendement du moteur en se basant sur le cycle idéali- 
sé décrit ci-dessus et en assimilant l'air à un gaz parfait d'exposant 
adiabatique + = 1,4. On considèrera que le cycle est décrit de façon 
quasi statique. 


Dans un premier temps, oublions le rôle joué par Le régénérateur. Par 
définition, Le rendement s'écrit 
IW] W 
dl — — 
Qecu Qi + Q4 
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PA 
Pmax visas M nent etats etre gere sens dien ra ar SR eneees sites 
‘ L 
72 
se GLS. 
Pmin + rQ3- 0 LE : 
ess FIG. 7.11 : Cycle de Stirling idéalisé avec 
L > CCS £ 
: les différents transferts thermiques 
Vin Vmax  V calculés. 


Le travail mécanique reçu par le fluide vaut 


w=-dpav=- | pdv- | »av = 
(1) (3) 


12 Vo 

max d min 
— nRT. | 140 nRT, | LA 
V. V V w 


min max 


Après intégration, on obtient 


WA = RR(T, — T) in (=) 


min 


Utilisons maintenant le premier principe pour déterminer les trans- 
ferts thermiques Q, et Q,. 


Q=AU -W, et Q, = AU, -W, 


AU, est nul car la température reste constante. W, est également nul 
car le volume est constant. Finalement, 


v, R 
Q1 + Qu = —-W, + AU, = nAT, ln ( pa | es AT 
min YT 


Finalement, on obtient 


. AT MOVE au Pain) 


77 Tin(a) + 47 


Exemple 


Un prototype de machine de Stirling pour véhicule hybride présente Les 
caractéristiques suivantes : 


> T.—937K. 

D T:=337K; 

SE = 2210 me 

SE = 6 0 ee 

» y = 1,4 (le fluide est constitué de diazote). 


On en déduit Re 
x In(2,2/1, 
m—= cu = 8% 
937 x In ( 22.) + 509 


En réalité, Le rendement théorique est meilleur car on a oublié de 
tenir compte du rôle du régénérateur. En effet, si l'on considère ce 
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régénérateur parfait, toute la chaleur perdue dans la phase (2) est 
récupérée durant la phase la phase (4) de sorte que la chaleur Q, ne 
nous coûte rien en réalité. Dans ce contexte, Le rendement vaut 
LUI 2 Tr 
PRE A = mp 
Qi Te 

Autrement dit, le rendement du moteur de Stirling est égal au rende- 
ment de Carnot 


Exemple 


Si l'on applique cette formule pour Le prototype précédemment décrit, on 
trouve nr = 64%. 


En pratique, le rendement réel est plus proche de 40% pour plusieurs 
raisons. 


» Le cycle réel est assez différent du cycle idéalisé. Les pistons ont 

un mouvement sinusoïdal plutôt que discontinu, et la compression, 

comme la détente, ne sont pas tout a fait isothermes. 

» De plus, le régénérateur ne restitue pas complètement la chaleur 

stockée durant la phase 2. 

» Enfin, la présence de frottements et de gradients thermiques dans 
‘enceinte produisent des irréversibilités qui dégradent le rende- 

ment. 
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La conduction (ou diffusion) thermique est un mode de transport 
thermique sans déplacement macroscopique de matière. Ce trans- 8.4 Bilan dans une conduite . 84 
fert s'effectue de proche en proche des parties chaudes vers les do Lo RSS 
parties froides, grâce à l'agitation thermique. CROIENT 54 2 


Citons quelques exemples que l'on rencontre au quotidien : 


» Le fer à repasser transfère de la chaleur aux tissus repassés par 
conduction; 

» la plaque électrique permet de chauffer une casserole d'eau 
par conduction; 

» la sensation de froid que l'on ressent au contact d'une règle 
métallique est produit par conduction thermique. 


La conduction thermique nécessitant la présence de matière, il est im- 
possible de transporter de la chaleur via ce mode de transfert dans le 
vide. 


Pour caractériser le transport thermique, on définit deux grandeurs : 
le flux thermique et Le courant thermique. 


» Le flux thermique ©, désigne la puissance thermique qui tra- 
verse une surface : 


ô 
ds = © 


M = Us 


© (81) 


»> La densité de courant thermique 7% mesure la répartition du 


. à Re : : FIG. 81: Le flux thermique est le flux de 
courant thermique dans un milieu. 74 est orienté dans le sens {à densité de courant thermique. 


du transfert thermique et || désigne le flux thermique par 
unité de surface (W.m-?). Plus généralement, le flux thermique 
traversant une surface (5) s'exprime en fonction de 74 : 


Q (8.2) 


du = /] 7x dS 
(S) 
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1: IL y introduit également les fa- 
meuses séries qui portent désormais 
son nom pour résoudre l'équation de 
la chaleur(8]. 


FIG. 8.2 : Le courant thermique est per- 
pendiculaire aux isothermes et dirigé 
du chaud vers le froid. 


Milieu Conductivité 
X[W.m- TK] 
Solide 
Aluminium 204 
Cuivre 386 
Argent 407 
Granite 1 
Marbre 2,5 
Verre 1,0 
Plexiglas 019 
Polyuréthane 0,03 
(d = 0,032) 
Liquide 
Eau 0,6 
Huile 0,1 
Mercure 8,4 
Gaz 
Air 0,026 


TAB. 81 : Quelques valeurs de conduc- 
tivité thermique à 20 °C. 


Loi de Fourier 


En 1822, Jean-Baptiste Joseph Fourier, publie son Traité analytique de 
la chaleur dans lequel il énonce la loi relative à la diffusion ther- 
mique! : 


A 
© (8.3) 
[W/m2] = [Wm-1.Kk1] x [km-!] 


où À est une constante positive appelée conductivité thermique. 


o! 
Ei 


courant therinique 


=: 
O: 
QE 


T, B<TD B<D 

Cette loi traduit le fait que le courant thermique est perpendiculaire 
aux isothermes et dirigé des parties chaudes vers les parties froides. 
Plus le gradient de température est important, plus le courant ther- 
mique l'est aussi. 


La conductivité thermique est caractéristique du milieu dans le le- 
quel s'effectue le transfert thermique. Plus la conductivité thermique 
est importante moins le milieu résiste au transfert thermique. 


Exercice - Une casserole de diamètre 20 cm contient 10 cm d'eau chauf- 
fée par contact à partir du fond de la casserole. Supposons le fond de 
la casserole à 100°C et la surface libre à 20°C. En ne considérant que la 
conduction comme mode de transfert thermique, estimer le flux thermique 
ainsi que le temps nécessaire pour amener toute l'eau à 100°C. On donne 


1=0,6W.m'.Kk-let ce, = 4180 J.K-T.kg 
Rép. Le flux thermique est de l'ordre de 
AT | . 20 — 100 : 
Dr SAT = —0,6 x ——— x 7 x 0,17 = 15W 


Si ce flux est converti en énergie interne, la durée At nécessaire pour porter 


toute l'eau à 100°C est telle que 


— At=7.10ts=20h 


nAt = mc,AT 


Comme on peut Le voir, le phénomène de conduction thermique est très 
lent. En pratique, le phénomène de convection accélère grandement le 
transfert thermique. 


Équation de la chaleur 


Cas unidimensionnel - Considérons le cas simple d'un milieu au re- 
pos soumis à un gradient thermique dans la direction (Ox). On note 
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Milieu au repos 
nt, t 3x + dx, t 
Ta, (RS Se 
(æ) ( ) 


x + dx 


T(x,t) la température à un instant + en un point M d'abscisse x. Cher- 
chons alors à établir l'équation qui donne l'évolution dans l'espace 
et le temps du champ de température à partir d'un bilan thermique 
effectué sur une portion de section S située entre les abscisses x et 
æ + dx. On adoptera les hypothèses suivantes. 


» Le milieu est au repos; la diffusion thermique est le seul mode 
transfert thermique considéré. 

» La capacité thermique massique c,,, la masse volumique p ainsi 
que la conductivité thermique À sont considérés constantes. 

» Le milieu n'est le siège d'aucune réaction chimique ni d'aucun 
processus produisant ou consommant de la chaleur. 

» Enfin, la pression extérieure est maintenue constante. 


Le premier principe de la thermodynamique appliqué à ce système 
entre les instants +# et t + dt donne 


H(t+ dt) — H(t) =6Q, 


où H est l'enthalpie de la portion étudiée. Le transfert thermique que 
reçoit Le système s'écrit 
: : dj 
8Qp = Dreçu dE = inf) S — fn(r + de) 5] dé = — TS dædt 
La température variant à priori dans le temps, l'enthalpie du système 
varie : 
dH 


dH = H(t+ dt) — H(é) = dé = | 


oH 
OT 


or 
| dt 
ch 


Or, par définition, OH JT}, désigne la capacité thermique à pression 
constant C,, du système : 


OH 
or, CPR 


où c, représente la capacité thermique massique. Le premier prin- 


cipe se réécrit donc 


ÔT __ dim 
Lo de | dt — x” dædt 
Si on ajoute à cela la loi de Fourier 7} = —)0T/ôxu, on trouve 
finalement 
OT A0 
—=—— (D 8.4 
Ôt pc, 0x? n° (8) 


Le champ de température vérifie une équation de diffusion unidimen- 
sionnelle dite équation de la chaleur. 


FIG. 8.3 : Bilan d'énergie dans un pro- 
blème à 1 dimension. 
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T T, <T; 


Pth 


FIG. 8.4 : Flux thermique traversant un 
mur. 


Cas tridimensionnel - Cette équation se généralise en trois dimen- 
sions. Si l'on conserve les mêmes hypothèses, on trouve 


O (8.5) 


2 2 2 
OT 1 nn GD) 


ot De, VO ie op 02? 


Le champ de température vérifie donc une équation aux dérivées par- 
tielles d'ordre deux. Son intégration fait alors apparaître des constantes 
d'intégration que l'on détermine grâce aux conditions initiales et aux 
limites. 


l'équation de la chaleur brise la symétrie t/ — + ce qui traduit l'irréversi- 
bilité des phénomènes de transfert thermique. 


Conditions aux limites 


Résoudre l'équation de la chaleur consiste à déterminer Le champ de 
température dans un espace sachant que l'on connaît les condi- 
tions initiales ainsi que les propriétés sur la frontière 90. Dans la 
pratique on distingue différents cas. 


1. Le système est en contact parfait avec un thermostat de tempé- 
rature T, : à chaque instant on a la condition aux limites 


T(MD=T, VMe 0 


2. Le système est solide et présente une surface de contact avec 
un autre solide. Si Le contact n'est pas parfait, la température 
n'est pas continue. Cependant le flux thermique est continu. 

3. Le système est parfaitement calorifugé c'est-à-dire entouré d'une 
paroi adiabatique. Dans ce cas, 


Hn(M,t)-n%t=0 vVMeën 


4. Le système présente une paroi en contact avec un fluide : La loi 
de Newton relative à La convection impose alors une condition 
sur Le flux thermique (voir plus loin). 


Résistance thermique 


La résistance thermique est une notion trés utilisée dans le bâtiment 
car elle indique le pouvoir isolant d’un matériau. 


Imaginons un mur homogène d'épaisseur e, de conductivité thermique 
soumis à un gradient thermique. Par ailleurs, admettons que le mur 
ait des dimensions suffisamment importantes devant son épaisseur 
pour considérer que le problème ne dépend que de la profondeur x. 
Le champ de température est alors noté T'(x, t). Le but est d'obtenir Le 
flux thermique qui traverse Le mur en régime permanent, lorsqu'une 
paroi est maintenue à la température T, et l'autre à la température 
7. 


8.1 Phénomène de diffusion thermique 


En régime permanent, ÔT /ôt — 0 de sorte que l'équation de la cha- 
leur se ramêne à 


d?T dT 
der —_— + à — T(x) = Cr +C 


Les conditions aux limites imposent 


I 
5 


hi C2 


ne = 
T(e) = T, on C, = _ 


Finalement le champ de température varie linéairement avec la pro- 
fondeur : 


T(x) =T, + 


T, —T 
2 1e 
e 


Le champ de température étant déterminé on peut obtenir la densité 
de courant thermique ainsi que le flux thermique traversant le mur: 
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dT AT —T) 
Th = —À=—U, = 2 Ta 
Jth dx * e æ 
_. | | FIG. 8.5 : Profil de température dans un 
On constate d’une part que la densité de courant thermique est uni- mur. 


forme : les lignes de courant thermique sont donc parallèles et les 
isothermes sont des plans parallêles aux parois. D'autre part, la pré- 
sence du signe - indique que, conformément aux principes de lather- 
modynamique, le transfert s'effectue du chaud vers le froid. Si l'on 
considère une surface (S) du mur, Le flux thermique qui traverse cette 


surface vaut NT, _T,) 
bn = Îf 7-8 - DS 
(s) “ 


où S$ est l'aire de la surface. Le flux thermique est alors proportion- 
nelle à l'écart de température entre les parois. La notion de résistance 
thermique découle de l'analogie que l'on peut faire avec l'électricité. 
De la même manière que la résistance électrique d'un conducteur 
ohmique est Le rapport de la différence de potentiel imposée sur le 
flux électrique (intensité électrique) qui Le traverse, la résistance ther- 
mique est le rapport de la différence de température sur le flux ther- 
mique : 


T,—T, = Rd avec Rin = [KW] |© (86) 


_ 
\S 


De part cette analogie avec la loi d'Ohm, il en découle les tradition- 


Grandeurs Électriques Thermiques EM PAPIOSIES 
Grandeur transportée charge q transfert thermique Q 

Flux intensité Z flux thermique + 

Densité de courant % Jah 

Conductivité To À 

Loi de la conduction 3e = 0E = —7o VV Han =-AVT 

Gradient U=V -V, AT =T; -T, 

Résistance R=U/I Rt = AT/&4# 


nelles lois de composition des résistances : 


thermo- 
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» quand plusieurs milieux sont traversés par le même flux ther- 
mique on peut leur associer une résistance thermique équiva- 
lente 

hu ÿ R, (résistances en série) 
12 


» quand plusieurs milieux sont soumis à la même différence de 
température, on peut leur associer une résistance thermique 
équivalente R,, telle que 


1 1 4 . 
—_—— — — (résistances en parallèle 
Req > R; - 


Exercice - Considérons un double vitrage constitué par deux lames de verre 
d'épaisseur e séparées par une lame d'air statique d'épaisseur e. Notons À 
la conductivité du verre. Sachant que le verre est quarante fois plus conduc- 
teur que l'air, comparer la résistance thermique d'un double vitrage avec 
celle d'un simple vitrage. 


Rép. La résistance thermique d'un simple vitrage s'écrit R, = e/X\$. Dans 
le cas d'un d'un double vitrage il y a trois résistance en série : 


€ € € 
Ro = — + =42R 
SX V0 À L 


D'après ce calcul, on diminue d'un facteur 42, les pertes thermiques en 
remplaçant un simple vitrage par un double vitrage. 


8.2 La convection 


Loi de Newton 
Définition 
La convection est un mode de transfert thermique qui implique 


un déplacement collectif de fluide. La matière fluide chaude, en 
se déplaçant, cède de l'énergie aux parties plus froides. 


On distingue deux types de convection. 


La convection naturelle est induite lorsque c'est le gradient de tem- 
pérature qui provoque le mouvement du fluide. Le chauffage par un 
convecteur électrique repose sur ce principe: l'air chaud au voisinage 
du convecteur étant moins dense que l'air environnant, il entame un 
mouvement ascensionnel du fait de la poussé d'Archimêde. Cette as- 
cension aspire de l'air froid qui va pouvoir se réchauffer au contact du 
convecteur mais permet aussi à l'air chaud d'échanger de l'énergie 
avec l'air situé en hauteur. De ce fait, l'air en mouvement se refroidit 
et donc retombe. Cette circulation en rouleau produit une homogé- 
néisation (partielle) de la température beaucoup plus rapide que la 
conduction. 


La convection forcée est provoquée par une circulation artificielle 
(pompe, turbine) d'un fluide. Par exemple, dans un sèche-cheveux, un 


courant d'air est soufflé par un ventilateur au travers d’une résistance 
électrique chauffante : l'air est chauffée par convection forcée. 


Par définition, la convection est évidemment absente dans le vide. On 
pourrait croire qu'elle l'est également dans les solides. En réalité, tout 
dépend de l'échelle de temps sur laquelle on décrit le phénomèêne. 
Par exemple, Le manteau terrestre est vu comme un solide (densité 
d = 3,5) à l'échelle de l'année mais présente les caractéristiques 
d'un fluide sur des échelles de temps géologiques. On ne pourrait pas 
comprendre la vitesse à laquelle la Terre se refroidit ni la tectonique 
des plaques sans le phénomène de convection mantellique. 


Ridge 
* |  Lithosphere 
DNS 


Trench 


| ie refroidissement | 


à 


Loi de Newton - Le phénomène convectif est difficile à modéliser car 
ce transport thermique est étroitement lié au type d'écoulement. Le 
traitement rigoureux nécessite trois bilans (masse, quantité de mou- 
vement et chaleur) et débouche sur des équations aux dérivées par- 
tielles couplées en général très complexes. On préfère souvent recou- 
rir à des lois phénoménologiques telle que la loi de Newton. 


Loi de Newton 


Au voisinage d'un solide de température de surface T:, un fluide 
en mouvement à la température 7; reçoit une densité de courant 
thermique 

7 = AT -Th (8.7) 


où h désigne le coefficient de transfert thermique (en W.m-2.K-1) 
et ñ la normale dirigée vers l'extérieur de la surface solide. Le co- 
efficient À dépend surtout des propriétés de l'écoulement dans la 
couche limite située entre le solide et le fluide. 


Analyse dimensionnelle 


Des lois d'échelle issues de l'analyse dimensionnelle et de résultats 
d'expérience permettent de calculer le coefficient de transfert en fonc- 
tion de la géométrie du problème. 


Prenons par exemple le cas d’un simple échangeur cylindrique de dia- 
mètre intérieur D dans lequel circule un fluide de masse volumique p, 
de viscosité », de conductivité thermique À et de capacité thermique 
massique c,. Lorsque le fluide s'écoule à une vitesse moyenne 5, un 
échange convectif a lieu avec l'intérieur du tuyau. Appelons h le coef- 
ficient de transfert associé et cherchons à le relier avec les propriétés 
du fluide par une analyse dimensionnelle. 
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FIG. 8.6 : Exemples illustrant la convec- 
tion naturelle (© Wikipedia). 


FIG. 8.7 : Convection dans un échan- 
geur cylindrique. 
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TAB. 8.3 : Grandeurs physiques impli- 
quées dans le problème. 


Grandeur p v D n À Cp h 


Dimension | ML-$ | LT | L | ML-TT- | MLT-36-1 | [27-16-1 | MT 6-1 


On cherche une relation entre n = 7 grandeurs qui mettent en jeu 
k = 4 dimensions indépendantes. En vertu du théorème IT, il existe 
n — k =3 grandeurs adimensionnées liées entre elles. 


Théorème II 


Le théorème II ou théorème de Vashy-Buckingham est le théo- 
rème fondamental de l'analyse dimensionnelle. Supposons que 
nous cherchions une relation entre n grandeurs physiques g;-;, , 
que l'on considère pertinentes pour décrire un phénomèéne. No- 
tons k le nombre de dimensions fondamentales utilisées par ces 
grandeurs (k < 7). 

ILexiste alors (n — k&) produits sans dimension notées 7, tels que 
inst) = 


On peut effectivement construire trois nombres sans dimension : 


TD _. 2h 
» Le nombre de Reynolds R, — rss qui caractérise l'écoulement 
1 


, et qui joue un rôle important en mécanique des fluides[9]. 
[9] : ROUSSEL (2011), Dynamique des 


C 
fluides visqueux » Le nombre de Prandtl P. = +. Plus le nombre de Prandtl est 


élevé, plus la diffusion de masse domine devant la diffusion de 
chaleur. 


hD 
» Le nombre de Nusselt N, = ——. Plus Le nombre de Nusselt 


est important plus le transfert par convection domine devant 
le transfert par conduction. 


D'après le théorème II, on a 


Ni=f(BP) — h=Sf(R,P) | (88) 


La fonction f peut être déterminée de façon empirique ou numérique. 
Par exemple, pour les fluides usuels et lorsque le régime turbulent 
est établi, on obtient 


N,=0,023R08P/3 si P >0,5 (8.9) 
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Exercice - De l'eau à 8°C circule à la vitesse de 1 m.s-! à l'intérieur d'un 
tube en acier de diamètres 20/27 mm. l'écoulement est-il turbulent? Cal- 
culer le coefficient de transfert convectif interne. Pour l'eau à 8°C, on 
donne : p — 998 kg.m ; À = 0,571 W.m-!.K°; ©, — 4180 J.kg "KT et 
n = 1,39.107* Pass. 


Rép. Le nombre de Reynolds vaut R, — ae = 14,4.10* > 2000. l'écoule- 


ment est donc turbulent. D'après la loi (8.9) on trouve 


N,=0,023R£%P//% avec P.—10,2 soit AN, = 106 


u 
Finalement, le coefficient de transfert interne vaut 


À 2 
h= SN =3,02kW.m 2 K 7 


Retour sur la résistance thermique 


Lors du calcul de la résistance thermique d'une cloison fait précé- 
demment, on a supposé que le mur était en contact parfait avec les 
milieux extrêmes. En pratique il arrive plus souvent que Le mur soit en 
contact avec des fluides en mouvement. Dans ce cas, la température 7 
des parois (notées Toi et T2) ne coïncide plus avec la température 
du fluide. Si l'on note À, et h, les coefficients de transfert associés 
aux transferts convectifs en x = 0 et en x = e, on obtient une nou- 
velle expression de la résistance thermique à partir de la continuité SZ 
du flux thermique : Too | 
T e 


—T 
Pth = hkS(T Co T,1) — h2S(Tr2 = T:) = a avec R= 1S u — 


FIG. 8.8 : Influence de la convection sur 
le profil de température. 


En utilisant Ti —T, = (Ti T1) + (Ti — T2) + (T2 — 12), On trouve 


CR 1 1 
A no he 


Ti — T2 = Rhin avec Rin = 


La résistance thermique augmente quand les transferts convectifs 
diminuent. C'est pourquoi, une lame d'air statique est plus isolante 
qu'une lame d'air en mouvement. 


Exercice - Reprendre l'exercice sur le double vitrage page 80 en te- 
nant compte de la convection. Pour les calculs on prendra h, = h; = 
10W.m2K TT, 1X=1WK-!.mlete = 4 mm. 


Rép. Calculons la résistance thermique pour 1 m? de vitre. La résistance 
thermique d'un simple vitrage vaut 
e 1 


1 
R | | = 0,20 KW-!.m 2? 
TE "hS 


Alors que pour le double vitrage elle vaut 


R,=42 4 4 LL _o37kWm2202r 
in: Ve D SDS. 


Comme on le voit, la présence de la convection change significativement 
les choses puisque les pertes thermiques ne sont réduits que d'un facteur 
2 au lieu de 42 obtenu sans tenir compte de la convection. 
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8.3 Le rayonnement 


Définition 
Le rayonnement décrit Le transport d'énergie via la propagation 


d'onde électromagnétique. Ce transfert d'énergie est toujours pré- 
sent, même dans le vide. 


L'expérience montre que tout corps porté à une température T' émet 
un rayonnement électromagnétique dit rayonnement thermique dont 
l'intensité augmente avec la température. 


Loi de Stefan-Boltzmann (1879) - Les corps qui rayonnent Le plus sont 
ceux qui absorbent le plus. Pour un corps parfaitement absorbant 
(dit corps noir) de température T, la puissance rayonnée par unité 
de surface du corps s'écrit 

dé 


ds = oT# avec o—5,67.10 8 W.m_2.K-* 


où T est exprimée en kelvin et « la constante de Stefan-Boltzmann. 
En réalité, un corps n'est jamais complètement absorbant. On parle 
de corps gris lorsque l'absorption du corps est indépendante de la 
longueur d'onde. Dans ce cas, on montre que la puissance rayonnée 
par unité de surface s'écrit 

do 


dE avec O<e<l 


e est un coefficient empirique appelé émissivité. 


Évidemment, en plus de rayonner de l'énergie, un système matériel 
absorbe également l'énergie rayonné par son environnement. On peut 
montrer que le flux thermique surfacique net produit pas un corps de 
température T dans un environnement de température T, s'écrit 


d 


RE CRU © (810) 
ds Û 


8.4 Bilan thermique dans une conduite 


Relation générale 


Considérons un fluide en écoulement stationnaire dans un système 
de conduites. Au cours de l'écoulement Le fluide échange du travail et 
de la chaleur avec son environnement. Il s'agit ici d'établir La relation 
exprimant le bilan thermique. 


Pour simplifier Le raisonnement, nous faisons les hypothèses suivantes: 


» l'écoulement est permanent; 

» le problème est unidimensionnel; en d'autres termes les gran- 
deurs physiques sont supposées uniformes sur la section de la 
conduite et variables le long de la conduite. 
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Machine hydraulique 


“À Transfert thermique : @. 


Désignons par # la portion de fluide située entre les sections A et 
B à l'instant t. À l'instant { + dt, ce système fermé se retrouve entre 
les sections À’ et B’ Le régime d'écoulement étant stationnaire, la 
masse qui traverse la section À pendant dt est la même que celle qui 
traverse la section B: 


dm = pavadé Sa = pevedt S5 = Dh dt 


Ce qui définit Le débit massique D,,. Appliquons à F le premier prin- 
cipe de la thermodynamique entre les instants # et £ + dt: 


AU + AË,+AE,=W+Q (811) 


où le travail des forces de pesanteur a été exprimé par une variation 
d'énergie potentielle de pesanteur’. La variation d'énergie interne 
s'écrit 


Ut + dt) —U(t) = U*P(t + dt) — Ut) 
= VAE + dé) + UPB(E + de) = DA (8 — UE) 


l'écoulement est stationnaire de sorte que U*P(4+ dt) = UP(#). Ain- 
Si, 

U(t + dt) —U(t) = UPB — UM = dm(ug — ua) 
où u désigne l'énergie interne massique (J/kg). De la même manière 
on a 


; nl 
E(t+ dt) — E,(t) = EPB — À — 7 dv uv?) 
et 
Eblt + dé) — €, (t) = EPP — ES = dmg(zs — 24) 


Quant au travail reçu, il se décompose en un travail des forces de 
pression s'exerçant en À et B ainsi que le travail mécanique éventuel- 
lement échangé par des machines hydrauliques (turbines, pompes). 
Si l'on appelle ? la puissance mécanique transférée à F (P > 0 pour 
les pompes et ? < 0 pour les turbines), on a 


W = Pdt + paSs X vadt — PeSB X vedt 


Enfin, si l'on note 64, Le flux thermique reçu par #, le bilan d'énergie 


FIG. 8.9 : Bilan dans une conduite. 


2: Ona W(P)=-A€ 
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L'enthalpie H est le potentiel thermo- 
dynamique défini par H = U + pV 
avec U l'énergie interne du système. 
En rapportant à l'unité de masse on ob- 
tient l'enthalpie massique 


(811) se réécrit 


dm(us — un) + <dm(vs — v$) + dmg(z8 — za) 


—= Pdt + DaiSa X vadt — PeSB X vedt + Pndé 


Par ailleurs, le produit vS s'identifie avec le débit volumique soit 
Dh/p. Si l'on divise par dt, on trouve 


D D 1 
Da (ue + un :) 7 (vè v£) + g(2e — 4)| = P + dm 
PB PA 


On voit apparaître dans le terme de gauche, le terme u + p/p qui 
n'est rien d'autre que l'enthalpie massique, que nous noterons h. 
Pour conclure le bilan prend la forme suivante : 


2 
DnA (h+%+u) 14, RQ (812) 


Cette relation est souvent appelée, premier principe industriel. 


Exercice - Que devient la relation précédente dans le cas d'un écoulement 
permanent incompressible et isotherme d'un fluide parfait (sans viscosité 
ni conductivité thermique)? 


Rép. Le fluide étant parfait son écoulement ne dissipe pas d'énergie : il 
n y a donc pas de transfert thermique. Par ailleurs, l'énergie interne mas- 
sique -en tant que fonction de la température et de La masse volumique- 
est constante pour une évolution isotherme incompressible. Ainsi Ah — 
A(p/p) = Ap/p. En multipliant l'équation bilan (812) par p/D,, = 1/D,, on 
obtient 


2 


1 . 
(p + PU +P9 2) : (rs 


1 P 
9 T 


pu + pq 4) À D 


On retrouve l'équation de Bernoulli qui traduit en fait la conservation de 
l'énergie mécanique. 


v 


Application : transfert thermique d’un échangeur 
Définition 
Un échangeur est un système qui permet d'effectuer un transfert 


thermique d’un fluide chaud vers un fluide froid sans qu'il y ait 
contact direct entre ces deux fluides. 


Exemples : radiateur d'automobile, condenseur d’une colonne à 
distiller, etc. 


Cela consiste en général à faire passer un fluide chaud dans un cy- 
lindre creux et un autre (dans le même sens ou a contre sens) au- 
tour. Supposons que le fluide chaud rentre à la température T.. dans 
l'échangeur et ressorte à la température T!, et qu'il circule avec un dé- 
bit massique D, Quant au fluide réfrigérant, supposons qu'il rentre 
à la température T,, et qu'il sorte avec un débit massique D}, à la 
température T,.. Cherchons à exprimer Le transfert thermique & que 
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reçoit le réfrigérant entre l'entrée et la sortie de l'échangeur lorsque 
le régime permanent est établi. Pour cela il suffit d'appliquer le bi- 


.—> PDP; fluidefroid _ Py__ fluide froid 


— D, fluide chaud — D, fluide chaud 


lan thermodynamique (812) sur Le fluide froid entre l'entrée et la sor- 
tie. En général, la section est constante et l'écoulement suffisamment 
lent pour que l'on puisse considérer l'écoulement incompressible de 
sorte que v — CY. En effet, la conservation du débit massique im- 
plique 


pus = Cie v = Cie 


Par ailleurs, on suppose que Le tuyau est horizontal (ou, ce qui revient 
au même, que les effets de la pesanteur sont négligeables) d'où gz — 


Ce. Ainsi, 
—. 
A ( + se) = 0 


De plus on suppose que le transfert thermique axial est complête- 
ment négligeable devant le transfert radial & que l'on cherche à dé- 
terminer. Le fluide n'échangeant pas de travail avec une quelconque 
machine pendant son parcours dans l'échangeur on a P = 0. Compte 
tenu de toutes ces hypothèses, Le bilan thermodynamique donne 
D Ah} = ®. Le fluide sort de l'échangeur avec une température dif- 
férente de celle qu'il a en entrée, mais également avec une pression 
différente. Ainsi rigoureusement on a 


T2,p2 
Ah cd dT + _ dp 
T. P 


1P1 


Cependant, la dépendance en pression est Le plus souvent négligeable 
devant la dépendance en température. De plus, par définition, 0h /ÔT 
représente la capacité thermique massique €, ;. Finalement, D,Ah = 
& donne 


D;c, (Ta —-Tn) = 
(kg/s).(J/Kkg/K)K_ = W 


Cette relation permet donc d'obtenir le transfert thermique en fonc- 
tion de quantités facilement mesurables. 


O (813) 


FIG. 810 : À gauche : échangeur co- 
courant. À droite : échangeur contre- 
courant. 


3 : Notez que cet argument est en 
contradiction avec l'hypothèse selon 
laquelle Les grandeurs sont uniformes 
sur une section de la conduite. En effet, 
un transfert thermique radial implique 
un gradient thermique radial. La rela- 
tion (812) reste malgré tout valable à 
condition de remplacer les grandeurs 
par des grandeurs moyennées sur la 
section dite grandeurs de mélange. 
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Attraction d’un diélec- 
Illustrons notre propos avec les trois fonctions déjà rencontrées jus- ÉIQUE 44m 84 a 97 
qu'ici, à savoir $, U et H. D'après les principes de la thermodyna- 
mique appliqués à une transformation infinitésimale réversible, on 
peut écrire 


6Q"Y 
T 


du =6Q"-pdV +YdX et dS = 


d'où l'identité thermodynamique 


4! _P Y 
ds = = dU - LL 7 IX 


avec X une variable extensive autre que le volume dont la variation 
intervient dans le travail échangé!. La formulation précédente signifie 1: IL peut en exister plusieurs, auquel 


que les variables naturelles pour l'entropie sont U, V et X : cas le travail s'écrit 8W®" = —pdVv + 
: dX;. Nous choisissons d'en 
2S 0S 2S envisager une seule pour ne pas alour- 

S(U,V,X) implique ds = — dU + — dV+— dX  dirles notations. 


oÙU V,X OV U,X OX U,V 


Par identification, on en tire 


1 08 p _ 08 Y_ 08 
dd À © °° 


Ces équations sont les équations d'état du système. Comme on le voit, 
toutes les propriétés d'intérêt découlent de la fonction S{U,V,X). 


Exemple 


Soit un système dont l'entropie s'écrit 


3 U V 
S(U,V) = 5nRln (&) +nRIn (5) + SU, Va) 
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2: De manière générale, la transforma- 
tion de Legendre est l'opération sui- 
vante : 

of 


fa, y, 2) — f(x, y,2)—-x Ôx 


LS 


où la variable X — of 


est conju- 
Zz 


guée à la variable x. Cette opération 
permet de permuter les variables x et 
X 


3: F pour free energy. 


avec n la quantité de matière, ici fixée. De cette fonction on peut en tirer 
les Variables conjuguées à l'énergie interne et Le volume : 


1 _ OS] _3nR : p _ OS] _nR 
T OU, 2U hs 


On en déduit U = nRT et pV = nRT : on reconnaît les équations 
caractéristiques d'un gaz parfait monoatomique. 


Dans l'exemple précédent, on a traité l'énergie interne comme une 
variable d'état et l'entropie comme une fonction d'état. l'inverse est 
tout aussi possible : 

OU OU OU 


U(S,V, X) implique dU = PT _ dS+ OV _ dv + DX _ dx 


à identifier avec dU = T dS — pdV +Y dX.Il en découle 


OU OU ty OU 


ToSlex 277 lex 7 2Xle |? 9? 


Évidemment, Le contenu physique de ces équations est le même que 
celui des equations (91). C'est uniquement Le choix des variables in- 
téressantes qui impose la fonction à utiliser. 


Demandons-nous maintenant quelles sont les variables naturelles 
associées à la fonction enthalpie H = U + pV. Pour cela, il suffit de 
différentier et d'utiliser l'identité dU = T dS — pdV +Y dX : 


dH=dU+pdV+Vdp=TdS+VdP+Ydx 


Ainsi les variables naturelles sont $, p et X. La connaissance de la 
fonction H(S,p, X) permet d'en tirer Les propriétés suivantes : 


_ 0H 
_ 0$ 


_ 0H 


p,X op Sd 


_ 0H 


T = = 
OX |5,p 


Y Q (9.3) 


Transformation de Legendre 


Comme on vient de le voir, la transformation 
U — U+pV 


permet de passer du jeu de variables (S,V,X) à un nouveau jeu 
(S,p, X). Cette procédure qui consiste à retrancher le produit de deux 
grandeurs conjuguées (ici p et V) est appelée transformation de Le- 
gendre et permet de permuter les variables d'intérêt. Par exemple, 
si l'on préfère utiliser La température T' plutôt que l'entropie S (sa va- 
riable conjuguée) comme paramètre de contrôle, on définira la fonc- 
tion d'état 


Rec © (9.4) 


Fest l'énergie libre et s'exprime en joule. Sa détermination en fonc- 
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tion de T, V et X, permet d'obtenir toutes les propriétés macrosco- 
piques du système. En effet : 


dF=dU-TdsS-SdT=-SdT -pdV +YdX 


et par conséquent, 


OF OF OF OF 
a EE as = FT — 


Souvent, on contrôle l'état du système par sa température T et sa 
pression p. Dans ce cas, la fonction à privilégier est 


CÉSAR PE © (95) 


La fonction G(T',p, X) est appelée enthalpie libre“, et joue un rôle 4: On dit aussi fonction de Gibbs, d'où 
fondamental en chimie. Sa différentielle s'écrit son symbole G. 


d&=Vdp-SdT+Ydx 


d'où les relations 


0G 0G 0G 
— ce Re 
Op T,X OT p,X OX T,p 


Relations de Maxwell 


Les fonctions thermodynamiques (S,U, H,F et G) sont des fonctions 
d'état, de sorte que leurs différentielles sont des différentielles to- 
tales exactes. Rappelons qu'en vertu du théorème de Schwarz, on 


a 
ôa 


dy 


_ ôb 


a(æ, y) de + ba, y) dy = df(e,y) + 5] = 


y 


L'égalité des « dérivées croisées » appliquée aux fonctions thermody- 
namiques apporte des informations supplémentaires et constitue les 
relations de Maxwell. 


Exemple 


Un fluide obéit aux deux lois de Joule quand son énergie interne et son 
enthalpie ne dépendent que de la température (la quantité de matière 
n étant fixée). Montrons que ce fluide, s'il est décrit par les variables 
(p, V,T) se comporte comme un gaz parfait. 


Commençons par exprimer la différentielle dS en optant pour le jeu de 
variables (U,V): 


1 _P 
dU =TdS — pdV > ds = AdU+xd 


v 


Le théorème de Schwarz implique 


ô(1/T) 
oV 


_ 0(p/T) 
oU 


U je 


L'énergie ne dépendant que de T, fixer U revient à fixer T,, et par consé- 
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5: Pour cela il faut utiliser l'enthalpie : 
dH = 65Q'"% + V dp d'où 


ôH 
5Q'® = a ar+( 
ôT |, 


OH 


Ôp 


-v) dp 
T 


quent 
aQ/T)| p 
TT a ce qui donne ei (9.6) 


Utilisons maintenant les variables (A, p) : 


1 V 
dH=TdS+Vdp — d8=>dH——dp 


On en déduit une autre relation de Maxwell : 


DO) _. 
op 0H 


H 
Compte tenu de la deuxième loi de Joule, on a 
V 


Eu d'où T = #2) (9.7) 


O(1/T) 
Ôp 


En prenant le rapport des relations (9.6) et (97), on obtient 


Vei(V) =ppa(p)  V(V,p) 


relation qui n’est vérifiée que si Les deux membres sont constants. On en 


tire donc l'équation d'état 
p cie 
TR 
Et puisque pour tout fluide, on a lim, ÇçpV = nRT, cela signifie que 


Ce = nR et pV = nRT.Il s'agit donc d’un gaz parfait! 


9.2 Coefficients calorimétriques 
Définition 


Considérons un système homogène de composition invariable dont 
l'état macroscopique est bien décrit par les variables p, V et TT, les- 
quelles sont liées par une équation d'état f(p, V,T) = 0. 


Exprimons le transfert thermique reçu 6Q'% Lors d’une transforma- 
tion infinitésimale réversible en fonction des variations dT' et dV. En 
vertu du premier principe, on a 


OU OÙ 
6Q'" — dU dv = dT + dv 
@ re OT |, ( E ) 
On reconnaît la capacité thermique isochore C!, dans le premier terme 
différentielle du second membre. Le deuxième terme est noté /dV. 
Ainsi on écrira 


6Q=C,dT+£dV | © (9.8) 


En optant pour les variables indépendantes (T',p), on obtiendrait® : 


6Q=C,dT+kdp © (9.9) 


Attention, ces formes différentielles ne sont pas des différentielles 
totales exactes, car il ne s'agit pas de la différentielle d’une fonction 
mais de l'expression d'un transfert d'énergie infinitésimal. 
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Les quatre coefficients C,, C,, £ et k sont les coefficients calorimé- 
triques du système, et dépendent a priori de la pression et de La tem- 
pérature. 


Notez que £, contrairement aux autres coefficients, est une grandeur in- 
tensive. 


Relations entre les coefficients 


Partons de 6Q'"% = C, dT +4{dV, et décidons d'utiliser les variables 
(T,p). On doit donc exprimer dV en fonction de dp et dT à l'aide 
d'une différentiation : dV = (OV/OT| )dT + (OV /dpl,) dp. Réécri- 
vons le transfert thermique : 


6Q'°Y _ (c. + £ ov 


ov 
dr +t dp 
OT b dp ly 


Par identification avec (9.9), on entire 


ov 
CO 


et ETES 
p Op lr 


Ainsi, les quatre coefficients calorimétriques ne sont pas indépen- 

dants. On peut les calculer à partir de deux d’entre eux et de l'équa- 

tion d'état de la substance étudiée. En général, on opte pour les ca- 

pacités thermiques isobares et isochores C,, et Ci les autres coeffi- 6: Voir Chapitre 4 
cients s'en déduisant. 


Relation de Mayer 


Les principes de la Thermodynamique imposent une relation supplé- 
mentaire entre Les coefficients thermiques C, et C;. Pour cela, il faut 
traduire que S et U sont des fonctions d'état. Exprimons dS et dU 
en fonction des variables T' et V en faisant intervenir les coefficients 
calorimétriques C!, et £: 


6Q'Y C 


v l l _ 
dS=—=-#dr+ dv et dU=0,dT +(£—7)dV 


Appliquons le théorème de Schwarz : 


OC,| _ O(L—p) dE 1 OC, _ O(L/T) 

OV Ir OT 7 T ÔVr OT ” 
En identifiant 0C,/ôV|,, on en tire la relation 

OL Op OL ; ze. 

Le EL rl, “hi oT |, 


Le coefficient calorimétrique £ est donc entièrement déterminé par 7: C'est aussi le cas de k. En procédant 
l'équation d'état”. de la même manière avec les fonctions 
5 et H, on aboutit à k = -T #| 
p 
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Précédemment nous avons montré que 


OV 
Ce — Cy — L ÔT : 
ILen découle la relation 
Op| OV 
CET pl, rl, 


Le membre de droite ne dépend que de l'équation d'état. En général 
on l'exprime en fonction du coefficient de dilatation « et de la com- 
pe ISONNIÈRNE xr- En effet, on a |, = aV'et y = a/Xr 
d'où la relation de Mayer 


_ VT 
XT 


(910) 


Démonstration 


Rappelons que si les variables p, V et T sont reliées par une équation 
d'état f(p, V,T) = 0, alors on a les identités mathématiques suivantes : 


œ] 0] Li à ] 0) Er] 
OVIr dl OVIr T1, dl, 
def 1 ov def __1 ov ê 
Sachant que a © ÿ |, et xr = —% = on obtient 
GA =aV et Ê =. 
ÔT |, OT y  Xr 


Exercice - Vérifier que la relation de Mayer (910) aboutit à la formule 
C,-C,=nR 
dans le cas des gaz parfaits. 
Pour résumé, la mesure de la capacité thermique C, et des coef- 


ficients thermoëlastiques à et x, permet d'obtenir C!, et tous les 
autres coefficients calorimétriques. 


La température et la compressibilité sont deux grandeurs positives pour 
un système en équilibre thermodynamique. Par conséquent, on a tou- 
jours €, > C,. 


9.3 Exemples d'application 


Détente de Joule Gay-Lussac d’un gaz réel 


Revenons sur la détente de Joule Gay-Lussac où un gaz se détend 
dans le vide de façon adiabatique. Nous cherchons à prévoir la va- 
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riation de température qui accompagne cette transformation. Rappe- 
lons que cette détente irréversible est isoénergétique : AU = 0. 


Gaz à VIDE Gaz 
PV T Pa: Vo, Do A6 


R 


/. L he 


Imaginons un processus réversible infinitesimal qui fait varier Les va- 
riables d'état du gaz (T, V) de (dT', dV), puis exprimons Les deux prin- 
cipes de la thermodynamique : 


dU = 6Q'""-pdV =C,dT+(£—-p)dV et ds = F dT+ ss 


Une détente de Joule Gay-Lussac se caractérise donc par 


T; Zz 
AU=0=/}) ©, ar + | (£—p)dV (911) 
v, 


Ti 1 


Cette relation permet de calculer la variation de température en fonc- 
tion de V, et V, si l'on connaît l'équation d'état du gaz. 


Prenons l'exemple d'un gaz bien décrit par le modèle de van der 
Waals : 


(o+ =) (V — nd) = nRT 


avec (a, b), deux paramètres positifs dépendant de la nature du gaz. 
En traduisant le fait que dS et dU sont des différentielles totales 
exactes on a trouvé 


oo] SEP) pere 
OV y OT |, ÔT ly 
Commençons par calculer £ : 
ôp nR . n’a 
ÆT LT = RE 
Al Pas AE PTS 
Par ailleurs, l'autre relation donne 
oc, O(n?a/V?) 
w | — ST : =0 — C,(T) 


La capacité thermique d’un gaz de van der Waals ne dépend que de 
la température. La relation (911) devient 
Ts V 

AU = 0 = CD dr + | — dv 

Ti 14 


En pratique, la température varie si peu qu'il est légitime de considé- 


FIG. 91 : Détente de Joule Gay-Lussac. 


Rappelons que le calcul de AU peut 
s'effectuer selon n'importe quelle 
transformation partant de l'état initial 
et aboutissant à l'état final. 


n est ici fixé. 
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8 : L'hélium est une exception. En fait, 
une analyse microscopique permet de 
prévoir que la détente de Joule Gay- 
Lussac produit un réchauffement si la 
température initiale est suffisamment 
élevée, montrant ainsi les limites du 
modèle de van der Waals[4]. 


Enceinte à la température T' 


FIG. 9.2 : Rayonnement thermique à 
l'intérieur d'une enceinte thermalisée. 


9: La densité d'énergie électromagné- 
tique est liée au champ électromagné- 
tique par üem = à€0E? + Eee. Notez 
que cette quantité est bien homogène 
à une pression puisque 1] mm = 1Pa. 


Ici, le lecteur peut vérifier que le théo- 
rème Schwarz est de facto respecté. 

Si l'on avait supposé uem(V,T), la 
règle de Schwarz nous aurait donné 
Uem(VT) = pal) + pa(T). Mais 
COMME Uem = 0 à T' = 0 alors néces- 
sairement em ne peut pas dépendre 
de V. 


rer C,, constant. On en déduit 


n'a { 1 1 
T; — TT, = 
Fr € (z %) 
On prévoit ainsi que la détente de Joule Gay-Lussac s'accompagne 


d'un refroidissement puisque a et ©, sont positifs. Ce refroidissement 
est observé chez la majorité des gaz dans les conditions normalesè. 


Exercice - Une mole de CO, à 20 °C et 1 atm voit sa température diminuer 
de 0,27 °C lors d'une détente de Joule Gay-Lussac. Sachant que Le volume 
final est double du volume initial, estimer le paramètre a pour le dioxyde 
de carbone. On prendra C',,, = 28,7JK°1. 


Rep. a = 0,37 m° mol ” 


Rayonnement thermique 


Une enceinte matérielle maintenue à la température T présente une 
cavité de volume V. La matière, du fait de l'agitation thermique, êmet 
un rayonnement qui, à l'intérieur de la cavité, ne cesse d'interagir 
avec la surface interne de sorte qu'au bout d'un certain temps, le 
rayonnement est en équilibre avec la matière. Du point de vue ther- 
modynamique on peut traiter le rayonnement comme un fluide de 
volume V, de température T' et dont l'énergie interne U est de na- 
ture électromagnétique. Un rayonnement électromagnétique trans- 
porte également une quantité de mouvement de sorte que ce rayon- 
nement exerce une pression de radiation p sur les parois. On montre 
en Électromagnétisme que cette pression p est reliée simplement à 
la densité volumique d'énergie? u., via la relation 


1 


P — 3 em (T) 


On admettra que u.. ne dépend que de T. 


Munis de ces résultats, voyons comment les principes de la thermody- 
namique permettent de trouver les relations p(T),U(T,V)et S(T,V). 
Écrivons l'identité thermodynamique 


1 
dU =TdS-pdV avec P = aüem(T) 


De plus, l'énergie interne s'écrit U(T,V) = Vusn(T). Différentions 
cette dernière relation : 


dU = uem(T) dV + V duen(T) = uem(T) dV + Vuln(T) dT 


oÙ un(T) est la dérivée de au. (T) par rapport à T. En substituant 
dans l'identité thermodynamique, on arrive à 


4 Uem(T) 
3 T oo ‘à 


el 
3 


dS(T,V) = 
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En vertu du théorème de Schwarz, on doit avoir 


Aüem Vu 
o 3T —_ @] T 
OT OV 
T 
. Aus T — / … UL 4 À ns . 
ce qui donne F5 Tem _ Tem Soit em — T' Après intégration, 
Uem 
on aboutit à 
de ie (912) 


avec a une constante que la thermodynamique ne permet pas de 
calculer'°. Finalement, un rayonnement thermique présente les pro- 
priétés suivantes. 


» Son équation d'état s'écrit p — saT*. Notez que contrairement 
à un gaz moléculaire, la pression du rayonnement thermique 
est indépendante du volume. 

» Son énergie interne vaut U = Vu,,, = a VT. 

» Enfin, son entropie se déduit de 


dS = 


1 _P __ 4a 3 2 
FU + TV = 3 (T# dV +3VT*? dT) 


4 Fe 
On remarque de dS — —d (VT) d'où 


4 
S(T,V) = TS + cie 


Attraction d’un diélectrique 


Considérons une lame diélectrique de permittivité e,, d'épaisseur e 
insérée entre Les armatures d'un condensateur plan de même épais- 
seur. On note x la longueur de diélectrique situé entre les arma- 
tures. Soumis à une tension électrique U,, le condensateur produit 
un champ électrique qui polarise le diélectrique. Chaque portion du 
diélectrique gagnera en stabilité en se dirigeant Là où le champ est 
Le plus fort. Autrement dit, La lame subit une force électrostatique f 
que l'on cherche à déterminer. 


diélectrique 


L + > 
x 


Prenons comme système l'ensemble {diélectrique+armatures} et dé- 
crivons celui-ci à l'aide des variables x, U, et la température T. Pour 
maintenir le diélectrique en équilibre, un opérateur extérieur doit 
exercer une force extérieure f°*t = f mais de sens opposé. Lors d’un 
déplacement infinitésimal réversible, le système reçoit un travail mé- 
canique 

OWinéca = Eu dx = —-fdx 


10 : Un calcul de physique statistique 
donne 


4 
7? kB 


_- 2 —16 —4 —3 
a= pers © 7:6 x 10715] K 4m 


FIG. 9.3 : Attraction d'une lame diélec- 
trique partiellement insérée entre Les 
armatures d'un condensateur plan. 


98 | 9 CONSEQUENCES MATHÉMATIQUES DES PRINCIPES 


Ce déplacements'accompagne d’une variation de la capacité du conden- 
sateur de sorte que la charge des armatures varie également. Appe- 
lons q la charge de l'armature positive portée au potentiel V, et —q 
celle de l’armature opposée portée au potentiel V_. Lors d’une va- 
riation dg de la charge de l'armature positive, le condensateur reçoit 


11: Notez que cet travail se met bien l'énergie électrique! 

sous la forme Y dX avec Y une gran- 

deur intensive et X d - _ _ 
le ensive e une grandeur ex 6Waec = dqV. — daV_ = dau, 


Ainsi la formulation différentielle des deux premiers principes s'écrit 


Les forces de pression ont été volon- 6Q"°Y 

tairement omises car on considère les T 

volumes du diélectrique et du conden- , : , 

teur Nanables L'expression dU = TdS — f dx +U, dg montre que les variables natu- 
relles de l'énergie interne sont (S, x, q). On préfère généralement la 


température T' à l'entropie $, ce qui nous pousse à définir l'énergie 


libre F de U — TS dont la différentielle se met sous la forme : 


dU =6Q""— fdr +U,dq et dS = 


dF(T,x,q) = —SdT — f dx + U, dq 


où la force f dépend a priori de T, x et q. Appliquons le théorème de 
Schwarz : 
of 


0q 


Le OU, 
Ox 


DT q,T 


[10] : ROUSSEL (2016), Conducteurs élec- Par ailleurs, on sait[10] que l'équation d'état d’un condensateur se 

triques met sous la forme q = C(x,T')U,, avec C(x, T) la capacité du conden- 
sateur fonction de la géométrie (donc de x) et de La permittivité rela- 
tive €, du matériau (donc de T'). La relation devient 


of 


of __g OC(x,T) 
0q 


7 C2 Ox 


a T Te: 


Cette relation peut s'intégrer facilement : 


1 oC 
T = 7 | À T 

CRD = a Gel À + e(T2) 

Enfin, on sait que la force disparaît lorsque le condensateur est dé- 


chargé (q = 0). Par conséquent, 
Î(T,x,0)=0 soit (T,x) =0 
La force électrique se résume alors à 


l oGh.; 


= 5 œl° 


(T8 0) 
Allons plus loin en considérant Le diélectrique partiellement à l'inté- 
rieur de condensateur et en négligeant les effets de bords. Dans ce 


cas, on peut considérer que le condensateur est l'association de deux 


Rappelons que les capacités  condensateurs montés en parallèle : 
s'ajoutent dans ce cas [11]. 
EpE AT 


c= | eoa(L — x) 
e e 


9.3 Exemples d'application | 99 


On en déduit la force 


avec x, la susceptibilité électrique du matériau. 


Notez que le mouvement de la lame dépend des contraintes imposées. Si 
l'on fixe La tension électrique et la température, la lame est uniformément 
accélérée, car la force est constante. Si le condensateur est électrique- 
ment isolé (q est fixé), la force décroît au cours du mouvement comme 


1/C2. 
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Grandeurs physiques et symboles 


mathématiques 


Constantes physiques définies par Le SI (valeurs exactes) 


Constante de Planck 

Vitesse de la lumière dans le vide 
Fréquence hyperfine du H3Cs 
Charge élémentaire 

Constante de Boltzmann 

Nombre d'Avogadro 

Constante des gaz parfaits 


Efficacité lumineuse 


Autres constantes physiques 


G 


€o 


Ho 


Me 


mp 


ma 


Constante gravitationnelle 
Permittivité diélectrique du vide 
Perméabilité magnétique du vide 
Masse de l'électron au repos 
Masse du proton au repos 


Masse du neutron au repos 


Grandeurs physiques 


a 


XT 


Coefficient de dilatation thermique isobare (K-!) 


Coefficient de compressibilité isotherme (Pa-1) 


Chaleur latente massique (J.kg”1) 


Efficacité d'une machine thermique (sans unité) 


6,626 070 15 x 1074] Hz! 
299 792 458 ms! 

9 192 631 770 Hz 

1,602 176634 x 10° C 
1,380 649 x 1072 JK-1 
6,022 140 76 x 1023 mol 
8,314 462618] K-1 mol ” 


683 LmW! 


6,67430 x 10-11 m3 kg 52 
8,85418781 x 10-12Fm-1 
1,256637062 x 1075 Hm-1 

9,10938370 x 10-31 kg 
1,672621923 x 10-27 kg 


1,674927498 x 10727 kg 


Facteur calorimétrique ou exposant adiabatique (sans unité) 


Énergie cinétique (J) 

Variance (sans unité) 

force, résultante des forces (N) 
Champ de pesanteur (N.kg”1) 


Vitesse (m.s-1) 


UÙ À © © 


< = 


e 


Masse volumique (kg.m-ÿ) 


Célérité des ondes sonores (m.s—1) 


Capacités thermiques isochore et isobare (J.K-!) 


Capacités thermiques massiques (J.K-1.kg-1) 
Capacités thermiques molaires (J.K-!.mol-1) 
Densité (sans unité) 

Débit massique (kg.s-!) 

Débit volumique (m3.s-1) 

Enthalpie (J) 

Enthalpie massique (J.kg-1) 


Enthalpie molaire (J.mol-1) 


ntensité électrique (A) 

Chaleur latente (J) 

Masse molaire (kg.mol-!) 

Masse (kg) 

Nombre de particules (sans unité) 
Quantité de matière (mol.) 
Densité de particules (m3) 
Pression (Pa) 

Transfert thermique (J) 
Résistance électrique ({) 
Entropie (J.K-1) 

Surface (m?) 

Entropie massique (J.K-1.kg-!) 
Entropie molaire (J.K-!.mol-1) 
Température (K) 

Temps (5) 

Énergie interne (]) 

Énergie interne massique (J.kg”!) 
Énergie interne molaire (J.mol-!) 
Volume (m5) 


Volume massique (m°.kg-1) 


Ve Volume molaire (m°.mol-1) 
Travail (J) 


x Fraction molaire (sans unité) 


Symboles mathématiques 


= Relation de définition 


u Égal en ordre de grandeur 

A> B A très grand devant B 

A <& B A très petit devant B 

7 Moyenne d'ensemble 

dg Dérivée première par rapport au temps 

DE Dérivée n-ième par rapport au temps 

(y - Dérivée partielle de S par rapport V, les variables U et X étant maintenues constantes 


J AM) dé Circulation de À Le long du circuit C 


[£A(M) ds Flux d'un champ vectoriel A 
JSF FM) dr Intégrale de volume 
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Preface 


Ce cours s'intéresse à l'électrocinétique, c'est-à-dire à l'étude de la répartition du potentiel et du courant 
électrique au sein d'un circuit électrique. On distinguera les régimes stationnaires des régimes variables 
que l'on placera dans le cadre de l'approximation des régimes quasi-stationnaires. 


Ce cours s'adresse plus particulièrement à des étudiants de premier cycle universitaire ou élèves des 
CPGE. Les candidats au CAPES ou à l'Agrégation peuvent y trouver également matière à réflexion. 


J'ai essayé le plus possible d'illustrer Les différentes notions par des exemples ou de simples exercices. 
Mais pour un entraînement plus poussé, j'invite Le lecteur à se procurer l'eBook suivant : 


+ Électrocinétique - 60 exercices et problèmes corrigés. 


disponibles à l'adresse payhip.com/femto 


Remarque : ce recueil est en cours d'élaboration ce qui explique la présence de certains chapitres encore 
inactifs. 


Jimmy Roussel 
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ÉTUDE DES RÉSEAUX 
ÉLECTRIQUES EN RÉGIME 
CONTINU 


Comment courants et potentiels électriques se répartissent au sein 
d'un circuit électrique ? C'est à cette question que ce cours entend ré- 
pondre, sachant qu'on limitera notre propos aux réseaux électriques 
linéaires en régime continu. En effet, ces réseaux ont le bon goût de 
mener à des équations simples à résoudre. 


Version en ligne 


https://femto-physique.fr/electrocinetique/ 
etude-des-reseaux-electriques.php 


11 Lois de l’électrocinétique 


Les lois de l'électrocinétique ou lois de Kirchhoff! se résument en 
deux lois : la loi des nœuds et la loi des mailles. 


Introduction 


Un réseau électrique (ou circuit électrique) est un ensemble d'élé- 
ments présentant des propriétés électriques, reliés entre eux par des 
conducteurs que l'on considérera parfaits (conductivité infini). Les 
lois de l'électricité permettent de trouver la façon dont les courants 
et les potentiels électriques se répartissent au sein de ce circuit. 


Lorsque les grandeurs électriques (tensions et intensités électriques) 
ne varient pas dans le temps, on parle de régime continu; le régime 
variable désigne la situation contraire. 


En régime variable, les fluctuations de courant se propagent à une 
vitesse proche de la vitesse de La lumière. Pour des circuits de taille 
raisonnable, la durée de propagation r est très petite devant le temps 
caractéristique T des fluctuations (période du signal s'il est pério- 
dique). IL est alors légitime de négliger r devant T'; c'est ce qu'on 
appelle l'approximation des régimes quasi-stationnaires. 


Approximation des Régimes Quasi Stationnaires (ARQS) 


Nous admettrons que les lois des régimes permanents restent va- 
lables en régime variable si l'on peut considérer les phénomènes 
de propagation négligeables. Notamment, dans une branche d'un 
circuit, à un instant donné, le courant a la même intensité en tout 
point. 
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1 : Gustav Robert Kirchhoff (1824- 
1887) : physicien allemand qui énonça 
Les lois relatives au courant électrique 
dans les circuits alors qu'il était encore 
étudiant. On lui doit surtout des avan- 
cées en spectroscopie. 
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Convention récepteur 


À 


dipôle B 


O—> 


——0 


< 


u= Vi -VR 


Conven 


A . 
i 


tion générateur 


dipôle B 


©O—- 


-—0 


u=VB-Va 


F1G. 11 : Les différentes conventions 


Un dipôle électrocinétique est une partie d’un circuit qui peut être 
reliée au reste du circuit par deux fils. On décrit le comportement d'un 
dipôle par sa relation courant-tension (i — f(u)) dans une convention 
précisée. Il en existe deux: 


- dans la convention récepteur, si Le courant algébrique est orien- 
té dans le sens AB, alors u = Va — V3; 

- dans la convention générateur, si Le courant est orienté dans le 
sens AB, alors u = V3 — Vi. 


Dans ce chapitre nous limitons notre propos à l'étude de dipôles élec- 
trocinétiques dont la relation entre u et à est, soit linéaire, soit affine 
(à = a x u+b). En effet, l'objectif est avant-tout de se familiariser avec 
les méthodes de résolutions. 


Loi des nœuds 


Dans chaque branche d'un réseau électrique, on définit un sens po- 
sitif (Le choix est arbitraire!) du courant et une intensité algébrique 
i. Sii > 0, le courant circule dans le sens positif; si à < 0, le courant 
circule dans le sens opposé. 


Un nœud est la rencontre d'au moins trois conducteurs électriques. 
Considérons n branches de conducteurs liées par un nœud N. Définis- 
sons 1,, l'intensité algébrique du courant de La k° branche. La loi des 
nœuds traduit la conservation de la charge en régime stationnaire et 
exprime le fait que la charge ne peut pas s'accumuler en N:le courant 
électrique qui arrive en N doit être compensé par le courant qui sort. 
Cette loi, rigoureusement vérifiée en régime continu, est admise en 
régime variable dans le cadre de l'approximation des régimes quasi- 
stationnaires. 


Loi des nœuds 


En chaque nœud d'un circuit, on a Ÿ ei, = 0 où €, = +1 quand 
il 
Le courant est entrant et où €, = —1 dans le cas contraire. 


Exemple 


Considérons le schéma ci-contre. La loi des nœuds exprimée en N donne 
D = St = Le 


ce qui traduit bien le fait que le courant qui arrive en N est égale au 
courant qui en sort. 


Loi des mailles 


Le transport électrique est assuré grâce aux forces électrostatiques. 
On peut dés lors définir un potentiel électrique en chaque point du 
circuit. Lorsque le potentiel électrique est le même partout, Le réseau 
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est à l'équilibre et n'est le siège d'aucun courant électrique. En re- 
vanche, lorsque le potentiel électrique n'est plus uniforme, Le conduc- 
teur n'est plus à l'équilibre ce qui génère un courant électrique (qui 
tente de rétablir l'équilibre). Aux extrémités d'une branche il existe 
alors une tension qui dépend du courant électrique et de la nature 
du dipôle traversé par ce courant. Il est traditionnel de représenter 
une tension wg = V1 — V, par une flèche allant de B vers A. 


Les tensions qui règnent dans un circuit obéissent à quelques contraintes 


physiques. En effet, si l'on parcourt un circuit fermé (on parle de 
maille) en partant d'un nœud N pour revenir à ce même nœud, on 
doit trouver une tension nulle en vertu du caractère conservatif du 
champ électrique ($ E + dé = 0). Autrement dit, si l'on décompose le 
circuit © en n branches adjacentes on aura : 


SV u=0 


k=1 


où u, est la tension qui rêgne aux extrémités de la 4° branche. Cette 
loi est à appliquer si toutes les tensions sont orientées dans Le même 
sens, ce qui n’est pas toujours la cas à cause des différentes conven- 
tions choisies pour les dipôles, c'est pourquoi on retiendra la rêgle 
suivante : 


Loi des mailles 


Prenons une maille et choisissons arbitrairement un sens de par- 
cours. Visitons toutes les branches de la maille et associons un 
coefficient e, = +1 à la tension rencontrée lorsqu'elle est orien- 
tée (sa flèche représentative) dans le sens de parcours et un co- 
efficient e, = —1 lorsque la tension rencontrée est orientée dans 
l'autre sens. La loi des mailles se traduit alors par 


nm 
Jeux =) (11) 
il 


Exemple 


Dans le circuit ci-contre, appliquons la loi des mailles en parcourant la 
maille dans le sens indiqué. On trouve 


1 X uge + 1 X Us — 1 X Uac = 0 SOÏt Ua = Ua + Ugc 


On retrouve d'ailleurs une loi identique à celle de Chasles propre aux 
vecteurs. 


IL existe une indétermination du potentiel; ceci reste vrai au sein d’un ré- 
seau électrique. Cependant, une convention souvent rencontrée consiste 
à poser l'origine du potentiel au niveau du pôle - de l'alimentation. Ce 
potentiel de référence est appelée masse du circuit. 


Un équipement sous tension présente, en général, une connexion phy- 
sique avec la terre. Elle permet de protéger l'utilisateur et également 
d'évacuer les courants induits par la foudre. Cependant, il ne faudrait 


A Ë dipôle B 
O— O 
Uas = Va — Va 


FIG. 1.2 : Représentation d'une tension 


Uac 


FIG. 1.3 : maille d’un circuit orientée par 
le sens de parcours positif indiqué. 
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TAB. 11 : Puissance électrique : quelques ordres de grandeur. 


électronique | lampe de poche 
W 


aW-mW 


2 : James Watt (1736-1819) : ingénieur 
britannique, dont les améliorations 
sur la machine à vapeur furent une 
étape clé dans la révolution indus- 
trielle. 


consommation des français en hiver | centrale électrique | moteur TGV 
100 GW GW MW 


pas confondre ligne de terre et ligne de masse, car le potentiel de la 
terre n'est pas nécessairement constant et sa fonction est uniquement 
liée à la sécurité. 


= 


ligne de masse ligne de terre 


Puissance reçue par un dipôle électrocinétique 


On appelle P(t) la puissance électrique reçue à l'instant + par un 
dipôle électrocinétique. La puissance électrique se mesure en watt 
(symbole : W) en hommage à James Watt? et on rappelle que 


WE Le 


Entre + et t + dt, la quantité de charge dg = i(t) dt arrive en une ex- 
trémité du dipôle (point A) pendant que la même quantité - nous 
sommes en régime stationnaire ou quasi-stationnaire - en sort par 
l'autre extrémité (point B). Cette quantité de charge possède une 
énergie électrique &,(A) = dgV, en À et €,(B) = dqVA en B. Remar- 
quons qu'entre À et B l'énergie des charges n’a pas changé du fait que 
la distribution des charges et du potentiel est la même entre t ett+dt. 
Autrement dit, d'un point de vue énergétique, tout se passe comme 
si l'on avait transporté la charge dq de A en B. Pendant ce transport 
la charge perd une énergie potentielle dgVA — dqaV, qu'elle cède inté- 
gralement au dipôle. Celui-ci reçoit donc une quantité d'énergie 


ôW = dqV, — dqVa = it) uag(t) dt (12) 


Puissance électrique reçue par un dipôle 


La puissance électrocinétique reçue (l'énergie reçue par unité de 
temps) par un dipôle D à l'instant t, soumis à une tension u(t) et 
traversé par un courant d'intensité i(t) vaut, en convention récep- 
teur, 

P(t) = u(t)i(t) d) 


Si P(t) > 0, le dipôle absorbe effectivement, à l'instant t, de l'éner- 
gie électrique. On dit que le dipôle a un caractère récepteur. Cette 
énergie reçue par le dipôle est soit stockée, soit convertie sous 
une autre forme (effet Joule dans une résistance, énergie méca- 
nique dans un moteur). 


Si P(t) < 0, Le dipôle fournit effectivement de l'énergie électrique; 
on dit que le dipôle à un caractère générateur (ex : batterie). 
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1.2 Phénomènes résistifs 


Loi d’ohm - effet Joule 


Comme on l'a vu en électromagnétismel1], un conducteur ohmique [1]: RousseL (2016), Conducteurs élec- 
obéit à la loi d'Ohm triques 
Loi d'Ohm 


u(t) = Ri(t) [Convention récepteur] (1.4) 


où R désigne la résistance du conducteur ohmique dont la valeur 
dépend de la géométrie et de la conductivité du matériau conduc- 
teur. 


Rappelons que R s'exprime en ohm (symbole Q). La caractéristique 
à = f(u) est donc une droite passant par l'origine. 


è 


D 
v 
À 9 | "vu FIG. 1.4 : Schéma et caractéristique 
u d'un conducteur ohmique. 


Un circuit uniquement composé de résistances ne peut pas produire 
de courant. On dit que le conducteur ohmique est un dipôle linéaire 
passif. Par exemple, si l'on branche deux résistances ensemble, la loi 
des mailles donne re 
s 1 

U, + Uo = 0 Ÿ 


sens de parcours 


soit 


RiitRoi=0 — i=0 


Aucun courant ne circule et par conséquent tous les conducteurs sont 
au même potentiel. On retrouve une des propriétés des conducteurs 
à l'équilibre. 


FIG. 1.5 : Réseau constitué de deux ré- 
sistances 


La puissance reçue par un conducteur ohmique vaut 


DER Ra ON © (15) 


Le conducteur ne peut que recevoir de l'énergie électrique, sans pou- 
voir en fournir. On parle alors de récepteur électrique. En revanche 
cette énergie électrique est convertie essentiellement sous forme de 
chaleur si Le conducteur n'est pas thermiquement isolé. En effet, si 
le conducteur est maintenu à température et pression constantes, Le 
premier principe de la thermodynamique donne, pendant la durée 
dr 


AH = Qp + Waec = Qp + Jr# dt = 0 Q, - [re dt 


Notez qu'en général le conducteur 
voit sa température varier, ce qui fait 


Cette dissipation de l'énergie électrique sous forme de chaleur porte augmenter son enthalpie (AH = 
le nom d'effet Joule. Cet effet est mis à profit dans les bouilloires J'mc, dT). Dans ce cas, une partie de 


cr l'énergie électrique sert à augmenter 
ElECITIQUES par EXEMPIE. l'énergie interne du conducteur et à le 


dilater. 


6 | 1 ÉTUDE DES RÉSEAUX ÉLECTRIQUES EN RÉGIME CONTINU 


Association de résistances 
Tout dipôle constitué uniquement de résistances équivaut à une ré- 
sistance équivalente R,.. Intéressons-nous à deux configurations simples. 


Résistances en série - On dit que des résistances sont en série Lors- 
qu'elles sont traversées par le même courant électrique. Appelons à 


; Re Rx; : Reg 
OT ns : ss >—O — O— O 
<——— <— <— <—— 

U; Ur UN u 


FIG. 1.6 : Conducteurs ohmiques en série. 


FIG. 1.7 : Conducteurs ohmiques en pa- 


rallèle. 
; À R 
<——— <——— 
U] U2 
< 
m 


FIG. 1.8 : Pont diviseur de tension 


l'intensité du courant. On a 


N N 
k=1 k=1 


Par conséquent, on obtient 


F4=) # (1.6) 


k 


Résistances en parallèle - On dit que des résistances sont associées 
en parallèle lorsqu'elles sont soumises à la même tension. Appelons 


Yi Yix in i 


u| R Re RN = u| Req 


u la tension commune. On a 


On trouve donc 


On pourra retenir par exemple que : 


- deux résistances en parallèle équivalent à un conducteur de 
Rio | 

R +R 

> NV résistances identiques R en parallèle équivalent à un conduc- 
teur de résistance R/N. 


résistance Reg = 


Ponts diviseurs 


Considérons deux résistances R, et R, en série soumises à une ten- 
sion globale u. 


1.3 Modélisation linéaire d'un dipôle actif | 7 


En vertu de la loi des mailles, on a u = u, +us = (R,+R,)i. La tension 
aux bornes de chaque résistance u, — R,i est alors une fraction de 
la tension u 


Rx 


= ie = ; 
Re à k OÙ © (1.8) 


Ur 


On parle alors de montage diviseur de tension. 


On considère maintenant deux résistances R, et R, en parallèle ali- 
mentées par un courant global :. Définissons les conductances G, = 
1/R,, exprimées en siemens (symbole : S). Le courant traversant cha- 
cune des résistances a pour intensité i, = Gyu et u = (G; + G)i. En 
conséquence, on obtient 


Gr 


HR GrLC. = lou ? © (1.9) 


Le courant se répartie au prorata des conductances et l'on parle de 
montage diviseur de courant. 


Exercice - On considère le montage ci-dessous. Calculer l'intensité du cou- 
rant 1. 


ni. 


Rép. i = u/(3R). 


1.3 Modélisation lineaire d’un dipôle actif 


Contrairement aux dipôles passifs, les dipôles actifs produisent une 
tension en circuit ouvert. On distingue les sources (piles, alimentation 
stabilisée, batteries en utilisation...) et Les récepteurs (électrolyseurs, 
batteries en charge, moteurs électriques). 


Source de tension 


Une source de tension permet aux charges de «remonter» le poten- 
tiel grâce à l'existence d'un champ électromoteur au sein de la source. 
Ce champ électromoteur produit une tension, dite force électromo- 
trice (f.é.m) que nous noterons e. 


La caractéristique d'une source de tension idéale s'écrit en conven- 
tion générateur : 
u=e Vi 


où e est la force électromotrice (fé.m) de La source de tension. 


à Ri 
>- 
Â 
O—— BR —0 
a 
l2 
FIG. 1.9 : Pont diviseur de courant 
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FIG. 110 : Source idéale de tension : 
schéma et caractéristique 


F6. 111 : Source réelle de tension : 
schéma et modélisation linéaire. 


e/2r efr 
FIG. 112 : Puissance produite en fonc- 
tion du courant débité. 


FIG. 113 : Source de courant idéale : 
schéma et caractéristique. 


OÙ 


Pour tenir compte des pertes par effet Joule d’une source de tension, 
on modélise la source par une source idéale en série avec une résis- 
tance r dite résistance interne. La caractéristique s'écrit alors : 


u=e—ri | Q (110) 


IL ressort de cette caractéristique que la source de tension acquiert 


î î 
—— À 


(D ” 


un comportement quasi-idéal à la condition que ri & e : le courant 
débité par la source doit rester faible. C'est ce que l'on obtient lorsque 
que l'on branche un voltmétre aux bornes de la source : la résistance 
interne du voltmêtre étant très grande, Le courant débitée est quasi- 
nul de sorte que Le voltmètre indique la f.6.m de la source. Par ailleurs, 
lorsque l'on court-circuite la source en reliant ses deux bornes (u = 
0), on trouve un courant de court-circuit 


ic = e/fr 


Du point de vue énergétique, la puissance délivrée par la source de 
tension vaut P = ui — ei — ri?. Ainsi, la puissance atteint une valeur 
maximale lorsque à = e/2r. Une source réelle de tension délivre donc 
une puissance maximale 


Source de courant 


Le rôle d'une source de courant est d'imposer un courant constant 
indépendamment de la tension qui rêgne à ses bornes. Une source 


î î 


1.3 Modélisation linéaire d'un dipôle actif | 9 


de courant idéale aura la caractéristique suivante : 
i=% Vu 
où à désigne Le courant électromoteur (c.6.m). 


Pour tenir compte des pertes par effet Joule d'une source de courant 
réelle, on la modélise par une source idéale en parallêle avec une 
conductance interne g. La caractéristique s'écrit alors : 


on À 


4] |: 


un 1 
1—i9—gu avec ne, 


où g est la conductance interne (r la résistance interne). On note- 
ra qu'une source de courant se rapproche d'une source de courant 
idéale quand sa conductance interne g — 0 (r — c). 


La puissance fournie par une source de courant réelle vaut P = ui — 
ui —gu?. Suivant le dipôle que charge la source de courant, la tension 
et donc la puissance délivrée varie. La courbe ci-contre montre que 
lorsque u = i,/2g la puissance atteint une valeur maximale 


Représentations de Thévenin et Norton 


Considérons une source de tension réelle dont la modélisation Li- 
néaire est donnée par u = e — ri. Cette caractéristique peut se ré- 
écrire à — e/r — gu avec g = 1/r. En d'autres termes, une source de 
tension réelle peut s'interpréter comme une source de courant de 
c.é.m à, = e/r et de conductance g = 1/r. Ainsi, toute source linéaire 
présente deux représentations possibles : 


+ la modélisation de Thévenin correspondant à une source de 
tension idéale en série avec une résistance: 

* la modélisation de Norton correspondant à une source de cou- 
rant idéale en parallèle avec une conductance. 


On passe d'une représentation à une autre en retenant l'équivalence 
Thévenin-Norton suivante : 


T 


g=1/r 1 
1 = 6 
io = e/r 


FIG. 114 : Source réelle de courant : 
schéma et caractéristique. 


P x 
Pmax F----2 


io/2g 0/9 


FIG. 115 : Puissance fournie par une 
source de courant en fonction de la 
tension à ses bornes. 


FIG. 116 : Équivalence Thévenin- 
Norton. 


10 | 1 ÉTUDE DES RÉSEAUX ÉLECTRIQUES EN RÉGIME CONTINU 


Récepteur actif 


Étudions Le cas d'une batterie chimique. On distingue deux comporte- 
ments : la décharge ou la charge. Lorsque la batterie se décharge, elle 
est alors source d'énergie et est modélisée par une source de tension 
de fé.meet de résistance interne r. On a en convention générateur 


u=e—ri et P=ei-ri >0 


En fonctionnement générateur, la puissance fournie est positive et le 
sens du courant est dictée par la polarité de la source. 


—<— —— En revanche, lorsque la batterie est en charge, le courant est dans 

- l'autre sens. Dans ce cas, le dipôle reçoit de la puissance : on dit qu'il 

CNE TE — u S'agit d'un récepteur actif et e est désigné par Le terme force contre- 
1 e]() électromotrice (f.c.é.m). En convention récepteur, on écrira donc 


FG. 117 : Batterie en charge. u=e+ri 


et la puissance fournie à la batterie vaut 
P=ei+ri 


Une partie de cette puissance (ri?) est dissipée par effet joule et 
l'autre partie (ei) est convertie en énergie chimique. On peut d’ailleurs 
définir un rendement de conversion 


P convertie __ € 
Pfournie e+ri 


7 — 


Finalement, une batterie est une source de tension qui peut fonction- 
ner, soit en générateur, soit en récepteur, la polarité étant fixé par la 
borne + de la batterie. On parle alors de récepteur réversible. Les ac- 
cumulateurs, les électrolyseurs ont ce comportement. 


IL existe cependant des dipôles actifs dont le comportement est tou- 
jours récepteur quel que soit Le sens du courant. La polarité de la 
f.c.ê.m est toujours orientée à contre sens du courant. On parle de ré- 
cepteur non réversibles (ou non polarisés). Le moteur à courant conti- 
nu en est un exemple. 


Loi de Pouillet 


Imaginons une maille constituée de dipôles actifs (en représentation 
de Thévenin) et de résistances. Appelons RÀ la somme de toutes les 


Casoui>O0O:u—=e+ri Casoüi<O:u—=—-e+ri 


RC URI RC 0: 


ê 


F1G. 118 : Moteur à courant continu 


1.4 Méthodes de résolution 11 


résistances (résistances internes inclues). Imposons un sens positif 
du courant et notons à l'intensité algébrique du courant qui circule 
dans la maille. Notons e, les fé.m (orientées dans le sens positif) 
et e,, les fc.é.m (orientés dans le sens contraire). La loi des mailles 


permet d'écrire 
Je ec —Ri=0 
k 


Ce qui donne la loi connue sous le nom de loi de Pouillet : 


= ns 


© (111) 

R 
Exercice - Une source de tension continue, de fé.m e = 15 V, charge une 
batterie de fc.é.m e’ = 12 V. Déterminer le courant de charge à à l'aide de 


la loi de Pouillet. 


Rép. à = 50 mA 


1.4 Méthodes de résolution 


Utilisation de la loi des mailles 


Dans un réseau constitué de b branches et n nœuds, il y a N = b—n+1 
courants indépendants. En effet, les b courants circulant dans les b 
branches vérifient n — 1 relations (lois des nœuds). Il nous faut donc 
N relations pour déterminer ces inconnues. Ces relations sont obte- 
nues en appliquant la loi des mailles dans N mailles indépendantes 
associées aux caractéristiques des dipôles. On obtient alors un sys- 
tême d'équations à résoudre. 


Méthodologie 


1. Parcourir toutes les branches du réseau en définissant les 
courants algébriques et en appliquant le plus possible la loi 
des nœuds à chaque fois que l’on rencontre un nœud. 

2. Compter le nombre N de courants inconnues puis choisir N 
mailles avec un sens de parcours. 

3. Écrire N lois des mailles en utilisant Les caractéristiques des 
dipôles. Notez que si une branche contient une source de 
courant, l'intensité électrique dans cette branche est alors 
déterminée, mais la tension aux bornes de la source est 
alors une inconnue. 

4. Résoudre le système d'équations. 


Cette méthode présente l'avantage de déterminer toutes les gran- 
deurs électriques et s'applique à tous les réseaux électriques. Si Le 
circuit contient uniquement des dipôles linéaires, Le système d'équa- 
tions obtenu est alors linéaire, ce qui facilite sa résolution. 


50 Q 


5Q 5 Q 


5v(l) DV TT 


FIG. 119 : Charge d'une batterie. 
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Exemple 


TAA 50 5Q 


D (D ei 


5Q 


FIG. 1.20 : Circuit étudié. 


À l'aide des lois de Kirchhoff, déterminons l'intensité du courant à dans le 
circuit ci-contre. 


Commençons par définir tous les courants. Appelons à, le courant qui 
traverse le dipôle (20 V, 5 Q). En parcourant tout le réseau, on s'aperçoit 
qu'il n'y a que deux courants inconnues : à et à, (notez qu'il y a une 
source de courant qui impose la valeur de l'intensité du courant dans 
une branche). Il suffit donc de deux relations pour les déterminer. On 
choisira les mailles représentées en couleur sur la figure. 


TAA 


La loi des mailles donne alors 


DU 5i — ON By + Bi — 20 
5 He =) 5i = 0 Gi, 10i —= 10 


En sommant les deux relations, on trouve 15i = 30, soit i = 2A. 


Équivalence Thévenin-Norton 


l'inconvénient majeur de la méthode précédente est qu'elle néces- 
site de résoudre un système de N équations, même si l'on ne cherche 
qu'une seule grandeur électrique; le risque d'erreur de calcul peut 
devenir important. 


Pour remédier à ce défaut, on peut utiliser de façon judicieuse l'équi- 
valence électrique entre une source de tension réelle et une source 
de courant réelle. En associant les résistances quand c'est possible 
et en répétant plusieurs fois la transformation Thévenine Norton, on 
peut simplifier une partie du réseau électrique étudié, et donc dimi- 
nuer le nombre de mailles. Quand le but est de calculer Les grandeurs 
électriques relatives à une branche particulière, cette méthode est à 
envisager. 


Exemple 


Reprenons l'exemple précédent en remplaçant les sources de tension par 
leur représentation de Norton. 


TAX TAA AA Ï 6 AA \ 


e Es EDsa 5Q | | = ia 5Q 


1.4 Méthodes de résolution 


En associant les sources de courant ainsi que les résistances, on aboutit 
à un simple diviseur de courant. La formule du diviseur donne alors 


1/5 


= 6—2A 
2/5+1/5 ” 


i 


Théorème de superposition 


Imaginons un circuit constitué de n sources de tension de fé.m e, et 
de m sources de courant de c.ê.m 1,4. Si Les autres dipôles sont pas- 
sifs, ce sont ces sources actives qui sont responsables de l'apparition 
de courants et tensions électriques au sein du réseau. On peut dire 
en toute généralité que l'intensité à d'une branche s'écrit 


à = f(e1,.…., Ep dg1r..s om) avec f(0,0,...,0) = 0 


Par ailleurs, sitous les dipôles sont linéaires, alors la fonction f vérifie 
la propriété de linéarité suivante : 


f(e:, tes En» 101» DE ; 0m) De Fe 0, see 405) + (0, €), 0, ces 305) 
+... + f(0,0,..., 0,4%) 


Autrement dit, il suffit d'allumer une seule source, calculer l'effet pro- 
duit dans la branche étudiée, puis recommencer en changeant de 
source, etc. La somme des effets donne alors l'effet obtenu lorsque 
toutes les sources agissent simultanément. 


Théorème de superposition 


Dans un circuit constitué de dipôles linéaires, l'intensité circulant 
dans une branche (resp. la tension d'une branche) est égale à la 
somme algébrique des intensités (resp. tensions) produites par 
chaque source supposée seule active, les autres étant éteintes. 


dépendantes. 


Pour éteindre les sources on procédera ainsi. 


- Source de tension éteinte : on remplace la source de tension 
idéale par un fil (e = 0). 

- Source de courant éteinte : on remplace la source de courant 
idéale par un interrupteur ouvert (à, = 0). 


Exemple 


Reprenons l'exemple qui nous sert de fil rouge dans cette partie, et appli- 


13 


Le théorème de superposition exige de 
pouvoir allumer une seule source, ce 
qui suppose que les sources sont in- 


quons le théorème de superposition afin de calculer l'intensité 5. 1A4 5Q 50 


Commençons par allumer seulement la source de courant. On obtient un _ 
diviseur de courant. sv}(| 


Dani 


5Q 


1AÏ V1 FIG. 1.21 : Circuit étudié. 


C) 5102 5Q 5Q 
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FIG. 1.22 : Le théorème de Millman per- 
met d'exprimer le potentiel du nœud 
N en fonction des potentiels V4. 


La formule du diviseur donne immédiatement l'intensité que l'on recherche: 


1/5 1 
= 12 
NÉE EE 


li 


Éteignons la source de courant et allumons la première source de tension. 
2i9 
© > : = 
ÿ?2 V?2 
5Q 
U:5Q 5Q 
sv]() 
(e) 


Les deux résistances en parallèle étant identiques, elles sont traversées 
par le même courant (noté i,). La source débite donc un courant d'inten- 
sité 25, et la loi des mailles donne 


: 1 
==) = Soin — 3 A 


Enfin, allumons seulement la dernière source. 


G - ; 

is} V?3 
5Q 
56) U35Q 


2v](D) 


Pour les mêmes raisons que précédemment, La source débite un courant 
double de celui qui traverse les résistances en parallèle. La loi des mailles 
donne 


: 4 
Uz = 20 —5(2i3) = 53 soit à = 34 


Finalement, le courant produit lorsque toutes les sources sont allumées 
vaut 


Théorème de Millman 


Considérons un nœud N auquel sont reliés n conducteurs ohmiques 
de résistances R;(k = 1..n). On choisit un potentiel de référence 
(V = 0) et l'on note V, le potentiel électrique de l'autre borne de R4. 


1.4 Méthodes de résolution 


Démonstration : Le théorème de Millman est en réalité une réécriture de 
la loi des nœuds en termes de potentiels. D'après la loi d'ohm, Le courant 
de la branche k entrant en N a pour intensité 


. LG W 
le — R, 


La loi des nœuds »], à, = 0 aboutit au théorème de Millman. 


Exemple 


Appliquons le théorème de Millman afin de déterminer l'intensité à de la 
figure ci-contre. Pour cela, fixons la masse (potentiel nul) au niveau de la 
borne - des sources de tension, et plaçons N au nœud commun aux trois 
résistances. 


5Q 5Q 
5VO { © OV 


51 


020 V 


Le théorème de Millman donne immédiatement 


__1/5x0+1/5x20+1/5x5+1 
1/5 + 1/5+1/5 


" 10V 


et la loi d'Ohm, i = # = 2A. 


v? 


FIG. 1.23 : Circuit étudié. 


Ce théorème, que l'on doit à Jacob Millman, est assez utile dans les 


circuits présentant des amplificateurs linéaires intégrés. 


15 
N 
5Q 5Q 
© HO * 


CONDENSATEURS ET BOBINES 


Jusqu'à présent, pour expliciter les lois de l'électricité en régime conti- 21 Condensateur électrique 17 


nu, nous avons introduit des dipôles linéaires dont la caractéristique nu DIS en Les ne 7 
; ; sn he a. Énergie emmagasinée .. 18 
est de type affine. Il existe d’autres dipôles linéaires dont la caractéris- Re 
. ne es, h . Association de condensa- 
tique est de type integro-differentielle; le condensateur et la bobine Eure 19 
inductive en sont les représentants. Condénsaeitiel .: 50 
2.2 Bobine d’induction . . .. 20 
. . Phénomène d'induction . 20 
Version en ligne Auto-induction ...... 22 
: | | Energie magnétique ... 22 
https://femto-physique.fr/electrocinetique/ Bobine réelle ....... 23 
condensateurs-et-bobines.php 
21 Condensateur électrique 
Le condensateur idéal 
On a vu en électromagnétismel1] qu'un condensateur est l'associa- [1]: RousseL (2016), Conducteurs élec- 


tion de deux conducteurs en influence totale, appelés armatures. Sou-  triques 
mis à une tension électrique constante U, le condensateur accumule 

au niveau de ses armatures des charges électriques de signe opposé 

(Q et —Q) telles que Q = CU. On admettra cette relation également 

vérifiée en régime variable. 


u(t) 


FIG. 21 : Schéma électrique du conden- 
sateur idéal. 


On a donc en convention récepteur 


Le comportement du condensateur idéal obéit au principe de super- 
position. En effet, si à, est La réponse à la tension «, et à, celle à la 
tension w.,, alors à, +1, est la réponse à La tension u(t) = u,(t)+u,(t). 
En ce sens, le condensateur est un dipôle linéaire. 
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q(t) 
‘0 " Te 


FIG. 2.2 : Montage étudié. 


Exercice - Soit un condensateur avec les conventions électriques sui- 
vantes : 


Donner les relations entre u et q, à et q ainsi que u et i. 


En régime continu, toutes les grandeurs étant stationnaires, la Loi (22) 
devient à = 0. Par conséquent, Le condensateur se comporte comme 
un interrupteur ouvert en régime continu. 


Exemple 


Soit le montage ci-contre. À # = 0 on ferme l'interrupteur K pour permettre 
à la source de tension de charger le condensateur. Que vaut la charge 
capacitive une fois le régime continu établi ? 


Pour répondre à la question il suffit de remplacer le condensateur par un 
interrupteur ouvert. 


0 2 


On obtient alors un montage diviseur de tension. La tension aux bornes 
du condensateur vaut 


R e 
D ro 


ce qui donne une charge capacitive q = Ce/2. 


Énergie emmagasinée dans un condensateur 


On rappelle qu'un condensateur idéal stocke une énergie électrique 


1 : qd 


Le condensateur chargé agit comme un réservoir d'énergie qu'il peut 
fournir au reste du circuit. La puissance que reçoit un condensateur 
idéal s'écrit à av 
: u E 
P = ui — Cu De" 
Lorsque l'énergie stockée décroit, P < 0 : le condensateur se dé- 
charge en fournissant de l'énergie au reste du circuit, agissant ainsi 


comme un générateur. 


Exercice - Calculer l'énergie emmagasinée dans un condensateur de capa- 
citée C = 1uF charge sous la tension constante U = 30 V. 
Rép. Why = 0,45 m). 


21 Condensateur électrique 19 


Le fait que le condensateur stocke une énergie sous forme électro- 
magnétique a une conséquence importante en électrocinétique. Vu 
que l'énergie d’un système ne peut peut pas varier de façon discon- 
tinue, la charge et la tension d'un condensateur doivent varier conti- 
nüment. 


À retenir 


La charge électrique d’une armature de condensateur évolue de 
façon continue au cours du temps. Cette propriété est aussi véri- 
fiée par la tension aux bornes du condensateur. 


Association de condensateurs 


Association en parallèle - Soient deux condensateurs de capacité 
C, et ©, montés en parallèle. On suppose que ces condensateurs 


î 
> 


(@; O— 
Yèr Yi9 Yi tra 
qi q2 
u mm) 0) C2 + u mn eq 
-q1 “Q2 L 
qi — Q FIG. 2.3 : Deux condensateurs associés 
o o en parallèle. 


sont suffisamment éloignés pour pouvoir négliger toute influence 
mutuelle (ce qui est fréquemment réalisé). Exprimons l'énergie em- 
magasinée : 

1 1 1 

Wa = = Cu? + Cou? = = (C, + Chu? 

2 2 2 
Par conséquent, l'ensemble est équivalent à un condensateur de ca- 
pacité Ce = C1 + C2 Soumis à la tension commune u. Cette proprié- 
té se généralise aisément : N condensateurs montés en parallèle et 
sans influence mutuelle équivalent à un condensateur de capacité : 


N 
GE on © (24) 


Association en série - Considérons deux condensateurs de capacité 
C, et C, montés en série. Appelons à l'intensité du courant qui les 


_ à Cz Si qi = Q , es 
HE = fe 
qi —q 2 —Q2 qi —q1 _ 
< <  ——_—— FIG. 2.4 : Deux condensateurs associés 
il u2 U en série. 


traverse. La conservation de la charge implique que 


… du  dg 
= > — — —_ = cie 
"dt — dt BA 


la quantité de charge q — q, représente la charge répartie sur la liai- 
son conductrice entre les deux condensateurs. Supposons la liaison 
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eh 
& + 


FIG. 2.5 : Fabrication d'un condensateur 
plan réel. 


ut) 


FIG. 2.6 : Modélisation d'un condensa- 
teur réel. 


initialement neutre : q, = q) = q. Dans ce cas, l'ensemble est équi- 
valent à un condensateur portant une charge q et une capacité Ce. 
En effet, l'énergie de l'association s'écrit 

1 g 1 1 g 1 1 1 
_ | AVEC —— = — + 

2C; 


10 20 Ca 


We 


On peut étendre cette démonstration à un nombre quelconque de 
condensateurs. Ainsi, N condensateurs associés en série, sans in- 
fluence mutuelle et tels que les liaisons inter-armatures soient neutres, 
se comportent comme un condensateur de capacité 


lo (25) 


Condensateur réel 


Pour réaliser un condensateur peu encombrant, on enroule généra- 
lement deux rubans métalliques (aluminium ou étain) jouant le rôle 
des armatures, que l'on sépare par deux rubans isolants (papier pa- 
raffiné, plastique). La présence de cet isolant, dit diélectrique, a pour 
effet d'augmenter la capacité du condensateur formé suite au phé- 
nomèêne de polarisation électrique. En revanche, le comportement 
d'un tel condensateur s'écarte un peu de l'idéalité pour deux raisons 
essentielles. 


1. La tension est en général limitée. En effet, il existe un champ 
électrique qu'il ne faut pas dépasser au risque de détruire le 
diélectrique placée entre les armatures du condensateur (exis- 
tence d’un champ disruptif). 

2. ILexiste un courant de fuite à travers le diélectrique du fait de la 
conductivité finie de ce dernier. Par exemple, lorsqu'un conden- 
sateur chargé est abandonné en circuit ouvert, on constate que 
sa charge diminue au cours du temps. 


Pour modéliser cette fuite, on introduit la notion de résistance de 
fuite. Aussi on représente un condensateur réel par l'association en 
parallèle d'un condensateur parfait de capacité C'avec une résistance 
de fuite R.. Son ordre de grandeur varie entre le MQ et la centaine de 
MQ. 


2.2 Bobine d'induction 


Introduction à l'induction magnétique 


Le phénomène d'induction électromagnétique, découvert par Faraday 
en 1831, a une grande portée industrielle puisqu'il permet de conver- 
tir une énergie mécanique en une énergie électrique et vice-versa. 
Décrivons le principe à l'aide de l'expérience suivante. 


Expérience 


Mettons en mouvement un aimant au voisinage d'un cadre conducteur 
reliée à un galvanomètre (détecteur de courant). On observe l'existence 
d'un courant induit par le mouvement de l'aimant. Plus précisément, on 
constate que l'intensité du courant dépend de la façon dont on déplace 
l'aimant. 


» Si l'on approche l'aimant de façon à ce que le champ magnétique 
augmente au voisinage de la spire, le courant électrique qui ap- 
paraît circule dans un sens tel qu'il produit un champ opposé au 
champ magnétique imposé par l'aimant. 

> à l'inverse, quand l'aimant s'éloigne de façon à ce que le champ 

magnétique diminue, Le courant électrique induit circule de façon 

renforcer le champ magnétique imposé. 

e sens du courant dépend du sens de l'aimant et du mouvement 

mais dans tous les cas, Le courant induit créé un champ magnétique 

qui s'oppose à la variation du champ magnétique imposé par le 

m 


Y 
— Q 


’ 


ouvement de l'aimant. 
> Ce phénomène est amplifié par la vitesse du mouvement et par la 
puissance de l'aimant. 


Répétons la même expérience en remplaçant l'ampèremètre par un volt- 
mêtre. Dans ce cas, on note que le mouvement de l'aimant induit éga- 
lement une tension d'autant plus importante que le mouvement de l'ai- 
mant est rapide. La polarité de la tension induite dépend du sens de 
l'orientation de l'aimant. 


La première expérience montre que la spire se comporte comme un 
aimant dont l’action sur l'aimant consiste à le freiner dans son mou- 
vement. On en tire la loi de modération suivante : 


Loi de Lenz 


Dans un circuit fermé, la variation de flux magnétique produit un 
courant induit dont les effets s'opposent aux causes qui lui ont 
donné naissance. 


Dans la deuxième expérience, le circuit ouvert n’est plus le siège d’un 
courant mais voit apparaître à ses bornes, une tension électrique. Le 
circuit se comporte alors comme une source de tension deféme, dite 
force électromotrice induite. Quantitativement, on montre que 


= | © (2.6) 


Cette loi, dite loi de Faraday, fait intervenir Le flux magnétique @3 à 
travers le circuit. Rappelons que 


Dp = Îl BrdS  [Wb] 


Sa valeur, exprimée en weber (Wb), dépend de la forme du circuit et 
du champ magnétique mais en aucune manière ilne dépend du choix 
de la surface S s'appuyant sur le circuit. Comme d'habitude, x est le 
vecteur unitaire localement normal à la surface S et dont Le sens est 
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FIG. 2.7 : Induction 
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LL 
UT — 

FIG. 2.8 : Représentation d'une bobine 

idéale. 


1: On dit aussi inductance propre 


FIG. 2.9 : Joseph Henry (1797 - 1878). 


lié au sens positif du circuit via la règle du tire-bouchon. 


Auto-induction 


On parle d'auto-induction quand la source de champ magnétique à 
l'origine du phénomène d'induction dans un circuit est produit par 
le circuit même. 


Considérons une bobine, c'est-à-dire un enroulement de fil électrique. 
Lorsque cette bobine est traversée par un courant électrique, celui-ci 
produit un champ magnétique ainsi qu'un flux magnétique @%, dit 
flux propre, à travers la bobine. Étant donné que le champ magné- 
tique créé est proportionnel à l'intensité à du courant (d'après la Loi 
de Biot et Savart), on peut écrire 


de = Li 


où L désigne le coefficient d’auto-inductance!. La grandeur L s'ex- 
prime en henry (symbole : H) en hommage à Joseph Henry. Lorsque 
le courant varie au cours du temps, la bobine se comporte comme 
une source de f.ê.m e — —L$ en convention générateur. Ainsi, la ca- 
ractéristique d'une bobine idéale s'écrit, en convention récepteur : 


d : 
dr = LT [convention récepteur] | © (2.7) 


dt 


Pour les mêmes raisons que le condensateur, la bobine inductive 
respecte le principe de superposition, et de ce fait est un dipôle li- 
néaire. 


Notez qu'en régime continu, le courant étant stationnaire, la carac- 
téristique (2.7) aboutit à u, = 0. Autrement-dit, la bobine peut être 
remplacée par un fil conducteur parfait une fois le régime continu 
atteint. 


Rigoureusement, tout montage électrique présente une auto-inductance, 
ne serait-ce que parce qu'il faut former une boucle pour refermer Le cir- 
cuit. 


Énergie emmagasinée dans une bobine 


La puissance électrique que reçoit une bobine parcourue par un cou- 
rant électrique s'écrit 


Par définition, l'énergie stockée par une bobine idéale W,, est l'éner- 
gie qu'elle est susceptible de libérer lorsque l'on coupe son alimen- 
tation (i = 0). 


W =- fra j Cr iyer = Li? 
Lo T Jude ni. 
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Cette énergie ne dépend pas de la façon dont on coupe l'alimentation. 
Ainsi, on dira qu'une bobine idéale alimentée par un courant élec- 
trique emmagasine une énergie sous forme magnétique qui vaut 


Comme pour le condensateur, l'énergie qu'emmagasine la bobine ne 
peut pas évoluer par saut. Aussi l'intensité du courant doit varier 
continüment. 


À retenir 


l'intensité du courant qui traverse une bobine évolue de façon 
continue au cours du temps. 


Bobine réelle 


Dans la pratique, le fil formant la bobine est résistive. C'est pourquoi, 
on modélise une bobine réelle en ajoutant en série une résistance r, 
appelée résistance interne de la bobine. Généralement, cette repré- 
sentation convient à basse fréquence. 


Ébbe tua bobine réelle bobine réelle 
PRIE AIDEAE (basse fréquence) (haute fréquence) 
cb D r : L r 

C 


FIG. 210 : Modélisations d'une bobine. 


À moyenne et haute fréquence, deux phénomènes parasites appa- 
raissent : 


1. en régime variable, Le courant ne se distribue plus de façon uni- 

forme dans le conducteur : c'est l'effet de peau. Ce phénomène 

produit une augmentation de la résistance r avec la fréquence?. 2: On peut montrer que r augmente 
2. un effet capacitif se produit entre les différentes spires de la bo-  2Vecle carré de la fréquence. 

bine. On modélise ce phénomèéne en ajoutant un condensateur 

en parallèle (FIG. 210). 


RÉGIMES TRANSITOIRES 


Jusqu'ici nous avons étudié des circuits électriques en régime continu, 
pour lesquels toutes les grandeurs électriques restent stationnaires. 
Mais que se passe-t-il lorsque l'on passe d'un régime continu à un 
autre ? Ce chapitre répond à la question. 


Version en ligne 


https://femto-physique.fr/electrocinetique/ 
regimes-transitoires.php 
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Régime transitoire 


Imaginons par exemple un circuit constitué d'une source de tension 
continue et d’une résistance. Ajoutons un interrupteur. Ce dernier 
étant initialement ouvert, on décide de le fermer à l'instant & = #4. 
Que prévoient les lois de Kirchhoff, et qu'observe-t-on en réalité ? 


Lorsque l'interrupteur est ouvert, Le courant ne peut pas circuler : 
I=Ù Vi<t 


La fermeture de l'interrupteur autorise le courant à circuler, et Les lois 
de Kirchhoff imposent 


e—Ri=0 soit i= = Vt>to 
Le courant passe donc brutalement de la valeur nulle à la valeur e/R. 
Or, une observation attentive montre que la transition entre les deux 
régimes continus n'est pas instantanée, et suit une certaine évolu- 
tion. Ce régime est appelé régime transitoire. La durée caractéris- 
tique de ce régime est appelé temps de relaxation et sera noté r. 
Dans l'exemple discuté ici, l'origine du régime transitoire est lié au 
fait que le circuit présente une auto-inductance que l'on a négligé 
dans la mise en équation. Nous verrons plus loin que lorsque l'on 
tient compte de cette self-inductance, les lois de Kirchhoff rendent 
bien compte de l'existence de ce régime transitoire. 


En résumé 


Un régime transitoire est le régime d'évolution d'un système qui 
n'a pas encore atteint son régime permanent. Il se caractérise par 
une durée caractéristique 7, appelée temps de relaxation!. 
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FIG. 31 : Montage étudié. 


régime 
transitoire 
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FIG. 3.2 : Régime transitoire observé à 
l'ouverture de l'interrupteur. 


1: On dit aussi constante de temps. 
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2 : Par exemple constitué de conduc- 
teurs ohmiques, condensateurs et bo- 
bines. 

3 : Une tension, une intensité, une 
charge électrique... 


4 : Que l'on trouve généralement en 
recherchant une solution de la même 
forme que f(t). 


5: Si l'équation caractéristique admet 
une racine multiple r, d'ordre p, la so- 
lution contient un terme de la forme 
P(t)e'ot où P(t) est un polynôme 
d'ordre p. 


En électricité, la durée du régime transitoire est en général très courte, 
de sorte qu'à peine a-t-on allumé les appareils que Le régime permanent 
est déjà établi. On doit alors utiliser un appareil de détection où de visua- 
lisation (un oscilloscope par exemple) présentant un temps de réponse 
plus court que la durée du régime transitoire à observer. 


Aspects mathématiques 


Considérons un dipôle électrique passif et linéaire?alimenté par une 
source de tension où de courant variable. 


Imaginons que l'on suive l'évolution d'une grandeur électrique que 
nous décidons de noter y(t). Dans le cadre de l'ARQS, les lois de Kirch- 
hoff permettent d'obtenir une équation différentielle de la forme 


aoy(t) + a V0 Lt cu = f(6) (31) 


où f(t) et les coefficients a, sont connues. Cette équation présente 
deux termes. 


> Le terme de gauche est caractéristique des éléments qui com- 
posent le dipôle. Si a, Æ 0, on dit que le dipôle est d'ordre 
n. 

> Leterme de droite est lié à La présence du générateur. On parle 
de terme d’excitation. 


On établit en mathématique que la solution de l'équation différen- 
tielle est la somme 


y(E) = Yo(t) + y (E) 
> yp(t) est une solution particulière de l'équation complète“ qui 
représente le régime forcé. 
» Yo(t) est la solution générale de l'équation homogène (32) 


aoy(t) + av ee. a, 0 =0 (32) 


yo(t) représente Le régime Libre, c'est-à-dire La réponse du cir- 
cuit en l'absence d'excitation 


Le régime libre se met sous la forme y,(t) = Ae'* où r est un nombre 
réel ou complexe solution de l'équation caractéristique 


ag + A7 + ao? +. + ar" = 0 


Si Les n racines sont distinctes”, Le régime libre s'écrit 
nm 
Yo(t) = » FEU 
k=1 


On détermine les n constantes d'intégration 4, en imposant les condi- 
tions initiales à la solution complète y(t). Celles-ci doivent respecter 
les rêgles de continuité que l'on rappelle : 
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Règles de continuité 


> Dans une branche contenant un condensateur, la tension 
capacitive est une fonction continue du temps; 

> Dans une branche contenant une bobine d'induction, l'inten- 
sité électrique est une fonction continue du temps. 


Du fait des effets dissipatifs toujours présents dans un dipôle passif 
réel, Le régime libre s'amortit. On définit alors le temps de réponse 


T. du dipôle comme le tempsf à partir duquel Le régime forcé est 6: Sa valeur dépend du critère que 
établi : l'on choisit pour décider que le régime 
ë ‘ libre devient négligeable. 

Yo (I y) VÉ>T, 


Par la suite, on illustre avec trois exemples; deux dipôles du premier 
ordre et un du second ordre. 


3.2 Décharge d'un condensateur 


Montage étudié 


Considérons un circuit constitué d'une source réelle de fé.m e,, d'un 
condensateur de capacité C, d'un conducteur ohmique de résistance 


R et d'un inverseur K. On commence par charger le condensateur en k 
basculant K de manière à mettre en contact la source de tension et le 07 
condensateur. Le condensateur se trouve alors chargé et stocke ainsi i(t) 
la quantité de charge q(t) 

do — C'Eo Ed : q(é) LE. 
À t = 0, on bascule K. Le condensateur se décharge alors dans la résis- T 


tance. Avant d'étudier le régime transitoire, analysons les conditions 


aux limites de ce problème. HG. 3.3 : Montage RC. 


> Juste après l'inversion de K, il y a continuité de la tension capa- 
citive. On en déduit 


ue(0T)=ug(07)=e et 4(0*) — ten) _ 2 


> Une fois le régime forcé (ici continu) établi, toutes les grandeurs 
sont stationnaires. On a donc 


g(t)=C® = i(t)=0 et uc(t) =0 quand t— 00 
C 


Régime transitoire 

Cherchons l'évolution de la tension capacitive u,.(t) et du courant de 
décharge {(t). 

Lorsque l'on a basculé l'interrupteur, Le circuit obéit à la loi des mailles: 


dg _ duc 


uc(#) — Rift) =0 avec if) = = 0 
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€o 


La tension u vérifie donc l'équation différentielle du premier ordre 
suivante : 


RE + € = 0 avec T=RC |© (33) 


On voit immédiatement, par analyse dimensionnelle de l'équation 
différentielle, que r représente une durée. Les solutions sont de la 
forme uQ(t) = Ae-t/T. On détermine À grâce à la condition initiale 
uc(0) = €, ce qui donne À = e,. Finalement, la tension uw, évolue 
au cours du temps suivant la loi 


du e 
t)=ee #7 et 16) =-C—€ = Leo-t/r 
uo(t) = 60 D =-C HE = À 
La tension capacitive décroït exponentiellement jusqu'à s'annuler au 
bout d’un certain temps conformément à ce que l'on avait prévu dans 
l'analyse des conditions aux limites. 


AUC No 


processus de condensateur eo/R processus de condensateur 
décharge déchargé décharge déchargé 


FIG. 3.4 : Évolution de La 


T 5T “a 5T 


tension capacitive et du courant de décharge. 


Le temps caractéristique de cette décharge peut s'obtenir en prenant 
l'intersection de la tangente à l'origine avec la valeur finale uw, = 0. 
ILest facile de montrer que cette intersection a lieu lorsque t = 7. La 
durée r — RC donne ainsi un ordre de grandeur de la durée de la 


décharge. 
Remarque : dans l'industrie on utilise A EE 
souvent le temps de réponse à 5% qui Le temps de relaxation d’un dipôle RC vaut r = RC: On retiendra 


vaut 37 (e-? 5%). 


que la charge (ou la décharge) d'un tel dipôle peut être considéré 
terminée après une durée T, = 57. 


On voit donc qu'une grande résistance ralentit le temps de décharge 
du condensateur. 


Le courant de décharge, quant à lui, n'est pas constant lors de ce 
processus. Maximum à t = 0* (i,,, = e/R), il décroit avec le même 
temps de relaxation que la tension. Notez que le courant n'est pas une 
fonction continue puisqu'il subit une discontinuité entre t = 0 ett — 
0”. En effet, en basculant l'interrupteur K sur la branche contenant la 
résistance, on met brutalement la résistance sous tension (e,) ce qui 
impose un courant initial e,/R. 


Bilan d'énergie 


D'un point de vue énergétique, l'énergie stockée sous forme élec- 
trique W, = Cu? décroît avec un temps de relaxation rx = 7/2. 
En effet, la conservation de l'énergie se traduit par 


d(1/2Cuç?) F uc? 
dé R 


——————., 7 
puissance stockée puissance dissipée 


En remplaçant u.? par 2W,/C on trouve l'équation donnant l'évolu- 
tion de l'énergie emmagasinée par le condensateur : 

dWy 2 ”. 
L'énergie initialement emmagasinée par Le condensateur est complé- 
tement dissipée par effet Joule après une durée de l'ordre de 57,4. On 
peut Le vérifier par un calcul direct de l'énergie dissipée : 


[ Ri°(t) dé = [ &0” g-2t/r dé= lce,? 
À nn À 2. 


L'énergie dissipée ne dépend pas de la résistance. C'est la durée de la 
dissipation qui en dépend. 


3.3 Circuit RL 


Montage étudié 


Considérons un circuit constitué d'une source de fé.m e, en série 
avec une résistance r, (si la source présente une résistance interne 
alors celle-ci est incluse dans r,) qui, dans un premier temps ali- 
mente une bobine idéale. Au bout d’un certain temps, un courant per- 
manent s'établit. Dés lors, la bobine se comportant comme unfil, on 
voit immédiatement que le courant s'établit à la valeur à, = es/ro. 


À l'instant & = 0, on bascule un interrupteur K de sorte que la bobine 
se trouve en contact avec une résistance de charge R. On oriente le 
courant dans le sens qui correspond au sens réel du courant 4. 


La continuité du courant qui traverse la bobine impose 


i(0+)= 2 d'où u,(0*) = —Ri(0+) = —Êe, 


To To 


Lorsque le régime permanent est établi, toutes les grandeurs sont 
stationnaires et la bobine se comporte comme un fil. On a donc 


ur(t)=0 et it) =0 quandt oo 


On prévoit donc un régime transitoire durant lequel la tension aug- 
mente et le courant diminue. 
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To K 


HD Æl: 


FIG. 3.5 : Montage R-L. 


Si la bobine présente une résistance 
interne r, il suffit de remplacer dans 
les calculs ro par ro +r. 
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Si la bobine présente une résistance 
interne r, il faut écrire r = L/(r +R). 


Régime transitoire 


Cherchons l'évolution du courant et de la tension inductive u;(t) à 
partir de & — 0. La loi des mailles implique 
| di 
uy(t) + Ri(t) =0 avec uj(t) = LT 


ce qui donne, en posant 7 = L/R, 


LOSC pourt>0 |© (3.4) 
CET 


Les solutions de cette équation différentielle du premier ordre sont 
de la forme à — Ae-t/T, On détermine la constante d'intégration à 
l'aide de La condition initiale :(0*) = e,/r. ILen sort 

di 


; _ 60 —t/T __ — €o —t/T 
t) = e e t)=L = — e 
ee tu =LS _ 


Tension et courant relaxent exponentiellement avec une constante 


de temps 7 = L/R. La mesure de ce temps caractéristique peut 
permettre de mesurer la self-inductance d'une bobine par exemple. 


À retenir 


Le dipôle RL présente un temps de relaxation 7 = L/R. 


5T 


FIG. 3.6 : Évolution du courant et de la tension inductive. 


Dans les anciens véhicules, l'allumage 
du moteur à explosion reposait sur 
l'amplification d'une telle surtension. 


Contrairement au courant, la tension inductive subit une disconti- 
nuitée au moment du basculement de l'interrupteur. Cette surtension 
peut devenir relativement importante si R > ro. 


Bilan énergétique 


Comme pour le dipôle RC, l'énergie magnétique stockée initialement 
dans la bobine W, = £Li? décroît avec un temps de relaxation rx = 
r/2. La conservation de l'énergie électrique s'écrit 


d(1/2Li2 

Le) RE =0 
dt Anne à 

——— puissance dissipée 


puissance stockée 


En remplaçant #? par 2W,,/L on aboutit à l'équation décrivant l'évo- 
lution de l'énergie magnétique stockée dans la bobine : 


dw 2 
ru + We — 0 + W3 —= Wii et/Te 


Là aussi, l'énergie stockée est complètement dissipée par effet Joule 


puisque 

(ee CO 2 1 

À Ri?(t) dt = : eo g-2/r dt = -Liè 
0 0 ro 2 


3.4 Oscillateur RLC 


Montage RLC série 


Alimentons un circuit constitué d'une bobine d'induction d'auto-inductance 


Len série avec un condensateur de capacité C'et d'un conducteur oh- 
mique de résistance R. Un interrupteur permet de mettre en contact 
la source continue de fé.m e, avec le dipôle RLC. Nous supposons 
qu'avant de fermer l'interrupteur, le condensateur est déchargé. 


On inclut dans R la résistance interne de la bobine et de la source, ainsi 
que la résistance des fils. 
Quelles sont les conditions aux limites du problème ? 


* Juste après la fermeture de l'interrupteur, la continuité de la 
tension capacitive et du courant traversant la bobine, impose 


i(0*)=0 et ug(0*) = 0 


> Une fois le régime permanent établi, les grandeurs électriques 
sont stationnaires, et l’on peut remplacer la bobine par un fil. 
On a alors pour t — 


g(t)=Cc® =ift)=0 et uc(t) =e0 


Mise en équation 


La loi des mailles donne pour t > 0 


di 


dt 


es 


pe (3.5) 


Choisissons d'étudier la tension capacitive u,.(t). Celle-ci obéit donc 


à l'équation-différentielle 


dus duc 2 2 2 
de + 2À de 0 Uo = io €0 avec 7 
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«D 


FIG. 3.7 : Montage RLC série. 


10 ‘ 


FIG. 3.8 : Circuit pour & > O. 
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R=R,/5 


FIG. 3.9 : Régime pseudo-périodique. 


TI RC 


FIG. 310 : Régime apériodique. 


équation canonique d’un oscillateur harmonique amorti de pulsation 
propre &, et de coefficient d'amortissement X, soumis à une excita- 
tion constante. 


Avant d’'expliciter la forme des solutions, remarquons que le compor- 
tement de cet oscillateur ne dépend que de deux paramètres : À et 
w, qui sont homogènes à l'inverse d'un temps. On peut donc former 
deux temps caractéristiques 


nr 


1 
n=—=VvVLC et 7, = —R 


wo 


ir 


Une solution particulière est u(t) = e,, et les solutions de l'équation 
homogène se mettent sous la forme u,(t) = Ae”t avec r solution de 
l'équation caractéristique du second degré 


2 +2Xr + uw? = 0 


Le discriminant À = 4 (À? —w,?) a son signe qui dépend de la valeur 
de la résistance. En effet, si l'on définit R.=2,/L/C,ona 


A<O sS R<R et A>0O si R>R. 


R. est la résistance critique de l'oscillateur RLC série. 


Régimes transitoires 
Suivant le signe du discriminant, et donc la valeur de la résistance, 
on distingue trois régimes transitoires différents. 


Régime pseudo-périodique : R < R.- Dans ce cas, le discriminant de 
l'équation caractéristique est négatif et les racines sont complexes: 


Tr = —À + iw avec uw? = 2 


La solution réelle est de la forme 
uc(t) = 4e * cos (wt +) + € 


La tension capacitive oscille donc avant de se stabiliser à sa valeur 
imposée par le générateur. l'amortissement des oscillations est ca- 
ractérisée par la constante de temps 7, = 2L/R. Plus la résistance est 
faible, plus longue est la durée du régime transitoire. Dans ce régime, 
c'est La bobine qui impose son temps de réponse au système. 


Les oscillations amorties se caractérisent également par une pseudo- 
période 7’, durée entre deux maxima successifs, qui est aussi La pé- 
riode de cos(wt + 4) : 


27 27 


ü Vay-» 


Régime apériodique : À > R. - Le discriminant de l'équation carac- 
téristique est positif et Les solutions sont réelles : 


ri =—À+ 4/22 uw? 


La solution s'écrit 
uc(t) = Ae#t+Bet+te, avec r, <0 


Les deux racines étant négatives, chaque exponentielle tend vers 0 
lorsque & — © : l'oscillateur atteint l'équilibre sans osciller et d’au- 
tant plus lentement que l'amortissement est fort. L'exponentielle la 
plus lente impose son temps de relaxation. On montre’ que si l'amor- 
tissement est fort, c'est le condensateur qui impose son temps de 
réponse. 


Régime critique : R — R. - Le discriminant de l'équation caractéris- 
tique est nulle et la racine est double : r = —w,. La solution s'écrit 
alors 

uc(t) = (A+Btje “t+e, 


L'oscillateur atteint l'équilibre sans osciller (on dit qu'il n° y a pas 
dépassement). Dans ce cas, les deux constantes de temps 7, et 7, 
sont identiques et correspondent au temps de relaxation du dipôle. 
On montre que le régime critique permet d'atteindre le régime for- 
cé Le plus rapidement possible sans dépassement. Autrement dit Le 
temps de relaxation d'un circuit RLC est minimum en régime critique 
et vaut 


Aspects énergétiques 


Multiplions par i(t) la loi des mailles (3.5) : 


di(t) 
dé 


_ rdc 
7 dt 


epilt) = Ri(t) + L—<i(t) +uçilt) avec i(#) 


Faisons intervenir l'énergie emmagasinée sous forme électromagné- 
ï —. À T2 1 2. 
tique We = 5 Li + ;Cuc*: 


eni(t) = Ri(t)” + es 


équation qui traduit la conservation de l'énergie. En effet, la puis- 
sance fournie par la source de tension (e,i) est pour une part dissi- 
pée par la résistance (R1?) et pour une autre stockée dans la bobine 
et Le condensateur (dW,3/dt). 


L'énergie totale fournie par la source pendant le régime transitoire 
vaut 


W: — Le epi(t) dt — eo A co dt — CA [g(oo) _ g(0)] — Cep? 


à la fin, une partie de cette énergie se retrouve stockée (notamment 
dans Le condensateur) : 


3.4 Oscillateur RLC 
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7 : La constante de temps de l'expo- 
nentielle la plus lente vaut r = 1/r,| 


avec r, = —À+4/À2 — w92. Pour À > 


w, un développement limité donne 


r, & —wp?/2X soit r & RC. 


uc 


€o + 


L 
T1 = T2 


FIG. 3.11 : Régime critique. 
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Autrement dit, l'énergie dissipée par effet Joule vaut 
1 2 
Wüiss = Wi—-Wzp = 37€0 


50% de l'énergie fournie par la source est irrémédiablement perdue, 
ceci quelle que soit La durée du régime transitoire. 


RÉGIME SINUSOÏDAL FORCÉ 


On étudie dans ce cours les circuits électriques linéaires en régime 
sinusoïdal forcé. Dans ce cas, il est intéressant d'introduire Le concept 
d'impédance complexe. Les lois de l'électricité se transforment alors 
en équations algébriques simples à résoudre. 


Version en ligne 


https://femto-physique.fr/electrocinetique/ 
regime-sinusoidal.php 
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Généralités sur les signaux périodiques 


Un signal temporel y(t) constitué par un motif de durée T qui se 
répète à l'identique, est dit périodique, et T représente la période 
du signal. Mathématiquement, le signal vérifie 


yC+T)=y(t) Vt 


ILest facile de voir que si T est une période, alors 2T l'est également. 
C'est pourquoi, par convention, la période est la plus petite valeur 
possible de T telle y(t + T) = y(t) pour tout t. 


Le nombre z de périodes dans une seconde s'appelle la fréquence et 
s'exprime en hertz (Hz), en hommage à Hertz! : 


D AV) (41) 


Les appareils de mesure électrique (voltmètre, ampèremètre, oscillo- 
scope, etc.) permettent d'accéder à différentes grandeurs. 


> La Valeur continue représente la grandeur moyenne du signal : 


1 T 
1-7] y(e) dt 


> La valeur crête-à-crête correspond à l'écart entre la valeur maxi- 
mum et la valeur minimum : 


Upp — max(y) — min(y) 


+ La valeur efficace ou valeur RMS? représente la racine de la 
moyenne du carré du signal : 


Yrms = V Y? 
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FIG. 41 : Caractéristiques d'un signal 
périodique. 


1 : Heinrich Hertz (1857-1894) : phy- 
sicien théoricien, il réussit la pre- 
mière émission et réception d'ondes 
radio en 1887, sur une distance de 20 
mêtres donnant du même coup une 
preuve de la validité de la théorie 
électromagnétique de Maxwell. Dans 
les milieux scientifiques, il est consi- 
déré comme le découvreur de la ra- 
dio. C'est la raison pour laquelle on a 
donné le nom d’ «ondes hertziennes » 
aux signaux radio et pourquoi l'uni- 
té de la fréquence vibratoire -appelée 
«cycle» au départ- a été remplacée 
par «hertz». 


2: Acronyme anglais pour Root Mean 
Square 
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3 : sous certaines conditions mathé- 
matiques peu restrictives en électrici- 


te 


—A + 


FIG. 4.2 : Signal sinusoïdal. 


y(E) 4 kAt> 


FIG. 4.3 : Déphasage. 


Dans la suite, on se limite aux signaux sinusoïdaux. En effet, Le théo- 
rème de Fourier stipule? qu'un signal périodique de fréquence v se 
décompose, en sinus et cosinus de fréquences multiples de la fré- 
quence z : 


y) = ag + J ax COS(2r kvt) + b, Sin(2r kvt) 
k=1 


où ay représente la valeur moyenne (sa composante continue) et 
ax COS(2r kvt) + b, Sin(2x kvt) la k° harmonique. Si l'on connait tous 
les coefficients a, et b,, appelés coefficients de Fourier, on peut re- 
construire complètement le signal périodique. Or, puisque l'on étu- 
die des réseaux linéaires, si l'on connaît leur comportement vis à vis 
d'un signal sinusoïdal quelconque, on est capable de connaître, par 
combinaison linéaire, la réponse vis à vis de n'importe quelle signal 
périodique, ce qui justifie l'étude de la réponse en régime sinusoï- 
dal. 


Le signal sinusoïdal 


Un signal sinusoïdal y(t) s'exprime par 
y(t) = A coS(wt + d) 


A désigne l'amplitude, La phase (en radian) et w la pulsation (en 
rad/s). Le signal est bien périodique puisque l'équation 


COS(wt + D +wT) = COS(wt +) Vt 


admet comme solution 


Q (42) 


27 


Par ailleurs, on voit sur Le graphe qu'un signal sinusoïdal ne présente 
pas de composante continue (7 = 0). La valeur crête-à-crête donne 
immédiatement l'amplitude car y, = 24. Enfin, on peut calculer la 
valeur efficace à partir de la définition. Pour tout signal sinusoïdal on 
trouve 

A 


Yrms — V2 V (4.3) 


Déphasage entre deux signaux sinusoïdaux - La phase est une gran- 
deur qui dépend du choix de l'origine des temps; autrement dit, la 
phase est arbitraire. En revanche, le déphasage entre deux signaux 
sinusoïdaux caractérise le décalage entre les deux courbes sinusoï- 
dales et ne dépend pas du choix de l'origine des temps. Considérons 
par exemple deux signaux sinusoïdaux : 


y, = ACOS(wt) et y, = BCos(wt +) 


Les phases respectives de y, et y, sont @, = 0 et D = ©. 


41 Signaux périodiques 


37 


p = 7/2 
y 
E 
b=T p = 5/4 p = 37/2 
me Y 
X X 


—b 


FIG. 4.4 : Deux signaux sinusoïdaux déphasés de 4 en mode XY. 


Le déphasage de %, par rapport à y, vaut D — D, = ®. Si o > 0 on 
dit que y, est en avance sur y,, Sinon w, est en retard sur y,. Pour 
mesurer @ il suffit de déterminer le décalage entre deux sommets 
par exemple. En effet, d'après l'expression de y, on voit que le signal 
atteint son maximum en t — 0, alors que y, atteint son maximum en 
t = —2. Ainsi si @ > 0, le signal y, est décalé vers la gauche et atteint 
son maximum avant le signal y, : il est donc en avance. La relation 
entre le déphasage et Le décalage temporel est donné par 
27 
p = T x At 

Visualisation en mode XY - Lorsque l'on injecte un signal sinusoïdal 
sur la voie X d'un oscilloscope et un autre sur la voie Y, puis que l'on 
commute l'oscilloscope en mode XY, on obtient une courbe paramé- 
trique d'équation 


X(t) — acos(wt) 
—  bCOS(wt +) 


IL s'agit de l'équation paramétrique d'une ellipse circonscrite dans un 
rectangle 2a x 2b et dont l'excentricité e varie avec 6 (FIG. 4.4). Cette 
représentation permet de repérer aisément la situation où les deux 
signaux sont en phase (9 — 0) ou en opposition de phase (9 = +). 


Exercice - Un générateur délivre une tension sinusoïdale u, (t) de fréquence 
100 Hz de valeur efficace 5,0 V. Un autre générateur délivre une tension si- 
nusoïdale de même fréquence, de tension crête-à-crête 4,8 V et en avance 
de 90° sur u,(t). En considérant que la phase à l'origine de u,(t) est nulle, 
donner les expressions mathématiques des deux tensions. 


Rép. u;(t) —=7,1cos(200rt) et u,(t) = 2,4c0s(200Tt + x/2) 
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FIG. 4.5 : Représentation de Fresnel 
d'un signal sinusoïdal et d'une somme 
de deux signaux sinusoïdaux. 


En électricité on convient de rempla- 
cer le nombre complexe i par j pour 
éviter toute confusion avec l'intensité 
électrique. 


Représentations d’un signal sinusoïdal 


Représentation de Fresnel - Considérons un signal sinusoïdal y(t) = 
À coS(wt + b). On peut représenter cette grandeur sous la forme d'un 
vecteur dit phaseur ou vecteur de Fresnel. Il s'agit d'un vecteur faisant 
un angle wt+@ avec l'axe des abscisses et une longueur À. l'intérêt de 
cette représentation réside dans Le fait que la somme de deux signaux 
sinusoidaux s'obtient en sommant vectoriellement les vecteurs de 
Fresnel. Le déphasage entre deux signaux correspond alors à l'angle 
entre les vecteurs de Fresnel. 


A Cos(wt + b) A CoS(wt + b) + À’ cos(w't + D) 


Représentation complexe - Il existe une autre représentation très 
utile : on peut considérer que y(t) est la partie réelle d'un nombre 
complexe : 


y(t) = Re(y(t)) avec y(t)=Aebité) et ÿ = 1 


On dira alors que y{t) est le nombre complexe associé au signal si- 
nusoïdal. On peut l'écrire sous la forme 


y(t) = Aeïlwt) avec A=Aeït | © (Li) 


Le nombre complexe À est appelé amplitude complexe. Lorsque l'on 
connaît l'amplitude complexe d’un signal on peut en déduire l'ampli- 
tude du signal réel ainsi que la phase via les relations 


A=|A] et #=arg(4) 


Pour deux signaux sinusoïdaux y, et y, d'amplitude complexe À; et 
À , le déphasage de y, par rapport à y, vaut: 


A2 
6 = arg(42) — arg(A,) = arg | 
el 
L'intérêt de la notation complexe réside dans la simplification des 
calculs différentiels. Par exemple dériver un sinus revient à multiplier 
par jw le nombre complexe : 
dy(t) 


——>—©° + 7 
dt " 


Établissement du régime sinusoïdal forcé 


Pour illustrer ce que représente le régime sinusoïdal forcé, prenons 
l'exemple d'un circuit RLC série alimenté par un générateur basse fré- 
quence (GBF) délivrant une tension sinusoïdale de pulsation w. Ce 
signal d'excitation s'écrit e(t) = E coswt. 


Observons l'évolution du signal d'excitation sur la voie 1 d’un oscillo- 
scope (CH1) et La tension capacitive sur la voie 2 (CH2). 


La loi des mailles donne 


e(t) — Ri(t) 18 uc(t) =0 avec i(t) — duc 


ce qui donne, après avoir posé w, = TG etQ= 21/2, 


duc wo duc 


de *Q -wp?ug =uwp2ECos(wt) pour t>0 


Du point de vue mathématique, la solution se compose de deux termes. 


> Le premier terme correspond à la solution de l'équation homo- 
gène et représente le régime libre d'un oscillateur. Ce régime 
est transitoire puisqu'il se dissipe au bout d’un certain temps. 

> Le second est une solution particulière de La forme À cos(wt+). 
Il représente le régime sinusoïdal forcé. Ce régime ne se dissipe 
pas contrairement au régime transitoire; il est entretenu par la 
source. 


tension 


CH2 | 


régime transitoire 
t=0 temps 


La FIG. 4.7 montre l'établissement du régime forcé, c'est-à-dire La dis- 
parition du régime transitoire au détriment d'un régime sinusoïdal 
permanent de même fréquence que l'excitation. On note la présence 
du régime transitoire par l'apparition d'interférences entre deux si- 
gnaux non synchrones (de fréquences différentes). En effet, avec un 
grand facteur de qualité, Le régime transitoire fait apparaître des os- 
cillations faiblement amorties de fréquence voisine de la fréquence 
propre qui se superpose au régime sinusoïdal forcé. 


Régime sinusoïdal forcé 


Lorsque le régime transitoire s'est dissipé, toutes les grandeurs 
électriques oscillent de façon sinusoïdale à la même fréquence 
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CH1 


&(N) 


FIG. 4.6 : Montage RLC. 


FIG. 4.7 : Établissement du régime sinu- 


soïdal (paramètres 


Q = 10). 


:w = 0,35w, et 
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que l'excitateur (fréquence imposée par le G.B.F). On s'intéresse 
aux propriétés électriques des circuits une fois ce régime sinusoï- 
dal installé. 


4.2 Notion d'impédance et d'admittance 


Définitions 


Supposons un réseau linéaire constitué de sources sinusoïdales de 
même fréquence v. Une fois Le régime transitoire dissipée, un régime 
sinusoïdal de fréquence , s'installe dans toutes les branches du ré- 
seau. 


On adopte la représentation complexe : notons U l'amplitude com- 
plexe associée à la tension et Z l'amplitude complexe associée à l'in- 
tensité. Par définition, l'impédance d'un dipôle passif linéaire s'écrit 


=R+;X |© (45) 


où R désigne la résistance et X la réactance. Z se mesure en ohm (Q). 
Notez que la notion d'impédance n'a de sens que pour un dipôle pas- 
sif linéaire en régime sinusoïdal. On définit également l'admittance 


du dipôle, qui vaut 


def 1 
Y = = 
Es Z 


=G+jS 


où G désigne la conductance et S la susceptance. Y se mesure en 
siemens (S ou (71). 


On peut déterminer l'impédance d'un dipôle passif linéaire en Le sou- 
mettant à une tension sinusoïdale puis en effectuant les mesures 
de la tension efficace, de l'intensité efficace ainsi que du déphasage 
entre Le courant et la tension électrique. En effet, d'après (4.5), on a 


ZI= 2" et argZ)=0, 0, | © (26) 


rms 


Exemples 


On retiendra les impédances des trois dipôles passifs linéaires sui- 
vants : 


Conducteur ohmique | Bobine | Condensateur 
| di | du 
u(t) = Ri(t) u(t) = L Fri) it) =C 0 
u = Ri u = jLwi i = jCwu 
: 1 
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On remarque que le conducteur ohmique n'introduit pas de dépha- 
sage entre la tension et le courant puisque l'impédance d’une résis- 
tance est réelle et se confond avec sa résistance. En revanche la bo- 
bine et Le condensateur introduisent un déphasage de 7/2 : on dit 
que courant et tension évoluent en quadrature de phase. Dans le cas 
de la bobine idéale, c'est la tension inductive qui est en avance de 
r/2 par rapport au courant alors qu'aux bornes d'un condensateur 
idéal, la tension capacitive est en retard de 7/2. 


HE mn RCE 


FIG. 4.8 : Impédances : représentations de Fresnel. 


Lois d'association 


En régime sinusoïdal forcé, à chaque grandeur électrique (courant, 
tension) correspond une grandeur complexe associée. L'écriture de 
la loi des mailles et celle des nœuds aboutit à des équations algé- 
briques dans C. En conséquence, les formules d'association des ré- 
sistances s'étendent aux impédances complexes : 


en série, Zeq = SZ et en parallèle, Ye = SE © (47) 


Exemple - La bobine réelle 


On alimente une bobine réelle à l’aide d'une source de tension sinusoï- 
dale u(t) = E cos(wt). Cherchons comment s'exprime l'intensité du cou- 
rant électrique en régime forcé. On note r la résistance interne de la bo- 
bine et Z sa self-inductance. 


Tout d'abord, la bobine réelle se modélise par une résistance r en série 
avec une bobine idéale de self inductance L. Son impédance s'écrit donc 


Z=7r+jLw 


La définition de l'impédance permet d'obtenir l'intensité du courant en 
notation complexe : 

u E eïvi 

LR r + jLw 


soit 
(r — jLuw)eivi 


= 


E 
r2 + (Lw)? 
On obtient l'intensité en prenant la partie réelle de 5. Sachant que j = 
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dAŸ= Se [r coS(wt) + Lwsin(wt)] 


Méthodes de résolution d’un réseau linéaire en régime 
sinusoïdal forcé 


Dans un réseau linéaire en régime sinusoïdal forcé, toutes les gran- 
deurs sont sinusoïdales. On peut remplacer chaque dipôle passif par 
son impédance et Les sources par les grandeurs complexes associées. 
Les équations de Kirchhoff (loi des noeuds + loi des mailles) expri- 
mées à l'aide des grandeurs complexes associées, donnent alors des 
équations algébriques : 


Jeu, =0 loides mailles et S_exix =0 loides nœuds 
k k 


Les problèmes sont donc identiques à ceux rencontrés en régime 
continu, à ceci près que les grandeurs recherchées sont des nombres 
complexes, caractérisées par une amplitude (le module) et une phase 
(l'argument). 


Exemple 


Considérons le circuit ci-contre alimenté par un générateur basse fré- 
quence réglé sur 50 Hz. La valeur efficace de la tension u(t) appliquée 
vaut 1000 V. Cherchons les valeurs efficaces des courants électriques dans 
chaque branche sachant que R, = 40kQ, R, = 320 kQ et C = 25nF. 


En parcourant toutes les branches et en appliquant systématiquement 
loi des nœuds, on s'aperçoit qu'il y a deux inconnues en courant: 4, et i.. 
IL suffit d'écrire deux lois des mailles, par exemple : 


a Ze + R 
{ a 7m 
LENS EN L = ZRihiRRe 
Ze 1 D) IR 


Sachant que Z. = 1/jCw, on trouve 


À = Lee Wen : u 
T (R+R)+5RRO0 7 (R+R) +5RR C0 


On obtient les amplitudes en prenant les modules de ces nombres com- 
plexes. En divisant par 42 on trouve les valeurs efficaces. On obtient 


1+(R,Cw)? 
I = = 7,21 
1rms Ve +R, )2+ MRC Ur 7, m 


et 


1 
Love U... = 2,7 mA 
PO on) Ton) 


Pour le courant à, qui traverse le condensateur, on a 


a es u 
ON PTE ERA CES 


4.3 Puissance en régime sinusoïdal forcé 


D'où l'on tire 
R,Cw 


T 
VAR Se R,}? Sr (R, RCw)? 


crms — 


Us = 6,7 MA 


4.3 Puissance en régime sinusoïdal force 


Puissance absorbée par un dipôle linéaire 


Alimentons un dipôle linéaire passif par une tension sinusoïdale u(t). 
En régime sinusoïdal forcé, le courant d'alimentation d'intensité i(t) 
est également sinusoïdal. Écrivons 


u(t) = V2U,n CoS(wt) et i(t) = V21,% coS(wt — D) 


avec @ le déphasage de la tension par rapport au courant. Exprimons 
la puissance ? reçue par le dipôle. À partir de l'identité cos a cos b = 
1/2[cos(a + b) + cos(a — b)], on obtient 


P(t) = u(t) it) = Une lrmslCOS D + COS(2wt — p)] 


La puissance instantanée oscille à la pulsation 2w autour de Un COS à. 
Ce terme représente la puissance moyenne injectée dans le dipôle, 
où puissance active. 


Définition 
La puissance active est la puissance électrique moyenne reçue 
par Le dipôle : 


1 


VI 
P = z | P(t) dÉ = Umsrms COS À 
11 0 


La puissance active permet d'obtenir l'énergie fournie à un dipôle 
pendant la durée At. En effet, si la durée At est grande devant la 
période T' du signal électrique, on a 


At 1 F4 : 
£= | P dt — < P dt | At= P x At 
+=0 At Jo 


En conséquence, l'énergie se conservant, si un circuit alimenté par 
une source alternative possède N dipôles passifs consommant cha- 
cun une puissance active P,, alors la puissance moyenne délivrée par 
la source vaut 


Exercice - l'emballage d'une ampoule «basse consommation» indique : 
230 V - 150 mA - 20 W — 50 Hz. En déduire l'expression de son impédance 
complexe. 


Rép. Z = (889 + 51249) Q. 


43 


44 | 4 RÉGIME SINUSOÏDAL FORCÉ 


4 : C'est le cas d'un conducteur oh- 
mique mais ce n'est pas le seul cas. 


5 : Bien entendu, le dipôle reçoit de 
l'énergie ou en donne mais comme il 
passe autant de temps à recevoir de 
l'énergie qu'à en délivrer, en moyenne, 
le bilan est nul. 


Facteur de puissance 


Par définition Le facteur de puissance d'un dipôle passif est Le rapport 
de la puissance active reçue P sur la puissance apparente U,slime 
(en V.A). En régime sinusoïdal, 


| F 
Facteur de puissance = = = cos® | © (4.9) 
Urms1rms 


Rappelons que le déphasage s'obtient à partir de l'impédance com- 
plexe du dipôle : 


p = arg(Z) 


Ainsi, pour un dipôle dont l'impédance est réelle“ (Z = R),on a b=0 
soit un facteur de puissance égal à 1. Dans ce cas, Le dipôle absorbe 
une puissance moyenne 


D 2 
P = Urnslrms = Rlms 


On peut d’ailleurs donner un nouveau sens physique à l'intensité effi- 
cace : cela correspond à l'intensité du courant continu qui produirait 
la même dissipation d'énergie dans une résistance. 


Pour un dipôle purement inductif ou capacitif (on dit réactif), l'impé- 
dance complexe est un nombre imaginaire pur d'où © = +rx/2. Par 
conséquent P — 0 : Le dipôle n'absorbe pas de puissance électrique 
en moyenne”. 


Dans le cas d'un dipôle passif linéaire quelconque, c'est-à-dire pré- 
sentant une impédance avec une partie réelle non nulle, on a 


R 
Z=R+jX — ou me 


La puissance active s'écrit 


. R 3 

P = Vrmslrms [7] = Rlrms 
Finalement, en régime sinusoïdal tout dipôle passif linéaire reçoit une 
puissance moyenne 


P=Rln où R=Re(Z) © (410) 


Importance du facteur de puissance - Le distributeur d'électricité 
facture généralement la puissance électrique moyenne consommée 
par l'installation concernée. En revanche, la puissance gaspillée par 
effet joule dans les lignes de transport est facturée globalement. C'est 
pourquoi les distributeurs d'électricité appliquent une surfacturation 
lorsque le facteur de puissance d'une installation est trop faible. 


En effet, une installation industrielle présente en général un caractère 
inductif important dû à la présence des moteurs (bobinages) d'où un 


4.3 Puissance en régime sinusoïdal forcé 


cos » qui peut être faible. Si l'installation consomme une puissance 
active ?, alors Le courant d'alimentation a pour valeur efficace 


1. = P 
MES COS D 

À cette intensité correspond une puissance dissipée par effet joule 
dans la ligne de transport qui vaut 


où R représente la résistance des lignes électriques. Ainsi, une faible 
valeur du facteur de puissance entraîne une perte d'énergie élec- 
trique en ligne plus importante ce qui explique pourquoi le distribu- 
teur d'électricité facture le coût d'électricité d'autant plus cher que 
le facteur de puissance est faible. 


Si l'on veut éviter cette surfacturation il faut alors procéder à un rele- 
vage du facteur de puissance. En général, adjoindre un condensateur 
en parallèle de l'installation permet de remonter la valeur du cos ®. 
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Dans une chaîne d'analyse et de traitement du signal, il arrive fré- 
quemment que l'information intéressante soit dissimulée au sein 
d'un signal plus complexe, voire parasitée par du bruit. On peut sou- 
vent l'extraire par filtrage, en agissant dans l'espace des fréquences. 
Les premiers filtres étaient de nature analogiques, et sont encore 
couramment employés en instrumentation, en électronique de puis- 
sance et dans les systèmes haute fréquence. 


Actuellement les filtres numériques programmables ont tendance à 


remplacer les filtres analogiques, mais dans ce chapitre, on se concentre 


sur les filtres analogiques passifs. 


51 Fonction de transfert 
Généralités 


Pour extraire un signal utile, on aura en général besoin d'un système 
qui transforme un signal d'entrée e(t) (de nature électrique, méca- 
nique, acoustique, etc.) en un signal de sortie s(t) (de nature élec- 
trique, mécanique, acoustique, etc.). On peut penser à un capteur, un 
amplificateur, un intégrateur, un correcteur de phase, etc. 


On appelle filtre un tel système si : 


> Ses caractéristiques sont invariantes dans le temps; 
* Son comportement respecte le principe de superposition!. 


La réponse d'un filtre peut alors être modélisée par une équation 
différentielle linéaire à coefficients constants du type 


d de d d” 
de(t)+a a +..+a, _ = Bos(t)+B _ r+Bn Lsuo 


Les filtres font jouer un rôle particulier aux signaux sinusoïdaux, puisque 


lorsque l'on envoie un signal sinusoïdal en entrée d’un filtre, il en 
ressort un signal sinusoïdal de même fréquence? Si l'on pose en no- 
tation complexe e(t) = E el“! et s(t) = S el”!, la réponse du filtre est 
entièrement déterminée par la fonction de transfert H : 


V (51) 


IQ 
€ 
IE Ita 


La fonction de transfert est une grandeur complexe qui dépend de 
la pulsation w et des caractéristiques du filtre. Elle peut toujours se 
mettre sous la forme d'un quotient de deux polynômes en jw : 


(5.2) 


Hu) = À 
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FIG. 51 : Filtre. 


1: Siles signaux d'entrée e, ete, pro- 
duisent indépendamment un signal 
de sortie s, et s, alors la combinaison 
ae + be, produit en sortie Le signal 
a S1 +bs. 


2 : En effet, dériver un signal sinusoï- 
dal redonne un signal sinusoïdal dé- 
phasé de —x/2 de sorte que l'équa- 
tion différentielle a pour solution (sauf 
cas très particuliers) en régime perma- 
nent un signal sinusoïdal. 
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Entrée Sortie 


[ue Quadripôle “| 


FIG. 5.2 : Quadripôle électronique. 


3 : comme c'est le cas lorsqu'on y 
branche un voltmèêtre où un oscillo- 


scope dont les impédances d'entrée 
sont suffisamment grandes pour être 
considérées infinies. 


FIG. 5.3 : Filtre RC. 


On appelle ordre du filtre Le degré du polynôme D(jw) situé au déno- 
minateur de la fonction de transfert. 


En électronique, dans une chaîne d'analyse et de traitement du signal 
électrique, on rencontre couramment des filtres sous la forme de qua- 
dripôles, c'est-à-dire d'éléments possédant deux bornes d'entrée et 
deux bornes de sortie. Les grandeurs d'entrée et de sortie sont Les 
tensions ou les courants. Le filtre est passif s’il ne possède que des 
éléments linéaires passifs (R, L, C). Dans ce cas, la puissance moyenne 
en sortie est toujours inférieure où égale à la puissance moyenne en 
entrée, car une partie de l'énergie entrante est dissipée par le qua- 
dripôle. Le filtre est actif quand il contient au moins un composant 
électronique actif, c'est-à-dire alimenté, tel l'amplificateur linéaire in- 
tégré (ALI). IL est, dans ce cas, possible d’avoir un gain de puissance. 


Dans ce cours, nous nous limitons à la réponse en tension des filtres 
électrocinétiques. PLUS précisément, la fonction de transfert corres- 
pond à la réponse en tension en boucle ouverte, c'est-à-dire lorsque 
la sortie ne débite aucun courant? : 


Exemple : filtre RC 


Étudions Le filtre RC formé par la mise en série d'un conducteur ohmique 
de résistance R et d'un condensateur de capacité C. Le signal d'entrée 
sera la tension aux bornes de l'ensemble et le signal de sortie la tension 
aux bornes du condensateur. Nous reconnaissons un diviseur de tension, 
de sorte qu'en régime sinusoïdal on peut écrire 


7 1 


s(t) = ————e(t DR = Lt Ze 
= 7 70 ee ZAR & Z 


On en déduit la fonction de transfert de ce filtre 


Se ni 
H eff) 1+jRCw 


IL s’agit d'un filtre du premier ordre. 


Dorénavant, nous notons systématiquement e et s Les tensions d'entrée 
et de sortie. 


Bande passante 


Le gain en tension d'un filtre s'obtient en prenant le module de la 
fonction de transfert : 


CORDES (54) 
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Souvent, le filtre présente un gain relativement constant pour un cer- 
tain intervalle de fréquences alors qu'il est quasiment nul pour les 
autres fréquences. Le filtre élimine alors certaines harmoniques du 
signal. 


Passe-Bas Passe-Haut Passe-Bande 


el 


> 


Gain G 


FiG. 5.4 : Types de filtre souvent rencontrés. 


Suivant l'allure du gain avec la fréquence on distingue différents types 
de filtre : 


> Le filtre passe-bas laisse passer Les basses fréquences et coupe 
les hautes fréquences; 

> Lefiltre passe-haut laisse passer les hautes fréquences et coupe 
les basses fréquences; 

> Le filtre passe-bande laisse passer les harmoniques situées 
dans une certaine bande de fréquences; 

+ Le filtre coupe-bande* coupe les harmoniques dans une cer- 

taine bande de fréquences. 


Par convention, on appelle bande passante l'intervalle des fréquences 
(resp. pulsations) pour lequel Gest compris entre Le maximum G, 
et Gax/ V2. Les fréquences (resp. pulsations) qui délimitent la bande 
passante sont appelées fréquences de coupure (resp. pulsations de 
coupure). 


Exemple 


Le filtre RC étudié précédemment présente une fonction de transfert don- 
née par 
il : 1 

De ——— ON Ce ——_ 

7 1+jRCw 1 + (RCw)? 
Le gain diminue avec la fréquence; il s'agit donc d'un filtre passe-bas. Le 
gain est maximum lorsque w = 0 (G,., = 1) et la pulsation de coupure 
w. est telle que 


L : soit Ê 
2e Me 
CNRC 


D VENIR 7 


La bande passante correspond donc à l'intervalle [0,w,] en termes de pul- 
sation où [0,w,./(2r)] en termes de fréquence. 


Notez que dans l'exemple précédent, la bande passante a pour lar- 
geur 1/7 où r est le temps de relaxation du circuit RC. Un filtre RC de 
grande bande passante est un système électrique de petit temps de 
réponse. On retiendra cette relation assez générale : 


RAPIDITÉ <> LARGE BANDE PASSANTE. 


Coupe-Bande 


- 


4: On dit aussi réjecteur de bande. 


d 
is 
= 
Lo 
n 
n 
T 
[ai 
(o] 
TS 
[= 
Lo] 
(a 


wi wo 


FIG. 5.5 : Bande passante. 


Un filtre du premier ordre possède au 
plus une fréquence de coupure alors 
qu'un filtre du second ordre peut pré- 
senter deux fréquences de coupure. 
On peut alors rencontrer tous Les cas 
de la FIG. 54. 
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r définition, 1 bel (1B) correspond 


à un gain de puissance d'un facteur 10. 
Autrement dit, G3 = log,, P,/P, où 
P désigne la puissance. Comme 1 B = 


10 dB 


, On à Gas = 10log,, P,/P. ce 


qui redonne (5.5) car la puissance est 
proportionnelle au carré de la tension. 


6: Inventé par Hendrik Wade Bode, in- 


génie 
ry. 


ur américain chez Bell Laborato- 


Ga — f (w/uw) 


-20 En | 
20 dB/décade —> 
-40 ln =] 
RE OT ET RS RE T 
1072? 101 1 10 100 
Psle =. F(w/uw.) 
Il LR A 5 7] TITI TP TTENT LR 5 
0° | _ 
-45° : 
-90° |- - 
D pou ren à popup 
102 10 1 1 10 100 


FIG. 5.6 : Diagramme de Bode d'unfiltre 


RC. Les traits oranges correspondent 


aux comportements asymptotiques. 


Diagramme de Bode 


Afin de pouvoir étudier Le comportement d’un filtre sur un large do- 
maine fréquentiel on étudie le gain en adoptant une échelle logarith- 
mique pour la fréquence. Par ailleurs, pour visualiser l'efficacité du 
filtrage il est plus commode de porter Le gain en décibel* défini par 


def 


Gas = 20l08,,G | © (5.5) 


Le diagramme de Bodef est constitué de deux graphes : 


* celui du gain en décibel G4 en fonction de la fréquence en 
échelle logarithmique; 

- celui du déphasage sortie/entrée 4 = arg(H) en fonction de la 
fréquence en échelle logarithmique. 


l'échelle logarithmique simplifie La lecture du comportement du filtre 
car l'essentiel du graphe est constitué de tronçons linéaires corres- 
pondants aux comportements asymptotiques. 


Dans une telle représentation, les fréquences de coupure correspondent 
à une diminution de 3dB du gain par rapport au maximum, puisque 


Gina 
v2 


G= donne Gas = 20108, Grmax—10 108,02) © Gas max 3 dB 


Exemple : diagramme de Bode du filtre RC 


Reprenons la fonction de transfert du filtre passe-bas RC: 


_ À 


He = 
Ro 


—— avec w 
L4fe É 


Le gain en décibel est alors donné par 
Gas = —10l08,, [1 + (w/w,)°] 


On peut distinguer deux comportements, un à basse fréquence, l'autre à 
haute fréquence. 


À basse fréquence (w & w.), Ga © 0 dB : le graphe est assimilable à une 
portion horizontale d'ordonnée 0 dB. 


À haute fréquence (w > w.), Gas = —20 log, (w) +20 log, (w.) : le graphe 
est assimilable à une portion de droite décroissante passant par Le point 
(w,,0) et de pente -20 dB/décade ou -6 dB/octave. 


Quant au déphasage sortie/entrée, on a 


.w w 
Psje = — àrg fi + j ) = — arctan (2) 

we we 
Ainsi, à basse fréquence, le déphasage tend vers 0 alors qu'a haute fré- 
quence iltend vers —rx/2 rad; la tension de sortie es alors en quadrature 


de phase par rapport à la tension d'entrée. 


4 Une décade représente un intervalle [w, 10w] . Sur une échelle logarithmique, ce- 
la correspond à un intervalle d'une unité. Une octave désigne l'intervalle [w, 2w]. 


Réponse du filtre soumis à une excitation périodique 


Comme on l'a vu, un filtre a la particularité de produire un signal 
sinusoïdal lorsque l'on injecte en entrée un signal sinusoïdal. Certes, 
l'amplitude et la phase à l'origine peuvent différer, mais pas la forme 
du signal! Ça n'est plus le cas lorsque l'on envoie un signal périodique 
non sinusoïdal : Le filtre produit une déformation du signal, et c'est 
bien là l'intérêt d'un filtre : nettoyer un signal du bruit, sélectionner 
une harmonique particulière, corriger la phase d'un signal, enlever 
la composante continue. sont autant de possibilités qui rendent le 
filtre indispensable dans une chaîne de traitement du signal. 


Cette déformation est Le résultat d'une transformation différente des 
harmoniques par le filtre. En effet, rappelons qu'un filtre agit sur une 
harmonique en agissant sur l'amplitude et la phase : 


A cOS(wt) ne G(w) x AcoS(wt +9) avec D=argH 
iltre 
Soumettons le filtre à une excitation périodique de période T = 2r/w 
et décomposable en série de Fourier : 


e(t) = ao + S (a, COS (nwt) + b, Sin (nuwt)] 


n= 


En vertu du principe de superposition, chaque harmonique subit une 
amplification par le gain correspondant à la fréquence de l'harmo- 
nique et un déphasage 6 = arg H. Le signal de sortie s'écrit alors 


s(t) = Go ao + Se [G, a, COS (nwt + D) + G, b, Sin (nwt + ,)] 


rl 


(5.6) 
avec G,, = G(nw) et D, = p(nw). 


5.2 Filtrage passe-haut 


Filtre du premier ordre 


Imaginons que l'on souhaite éliminer la composante continue d'un si- 
gnal périodique. C'est par exemple ce que réalise un oscilloscope sur 
le signal d'entrée lorsque qu'on le place en mode AC. Un simple filtre 
passe-haut permet d'éliminer la composante continue’. Il faut juste 
veiller à ce que La fréquence de coupure soit suffisamment basse pour 
éviter d'affecter Les harmoniques du signal. 


Le filtre passe-haut le plus simple est un filtre du premier ordre dont 
la fonction de transfert prend la forme 


ec D © (5.7) 


où w, est la pulsation de coupure et |G;] le gain à haute fréquence. 
On vérifie que G = 0 pour w = 0 et G — |G,] pour w — co. Dans 


M) 
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7 : Composante qui correspond à la 
fréquence nulle. 
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un oscilloscope, un filtre passe-haut de gain G, = 1 et de fréquence 
de coupure z,, + 10 Hz réalise une telle opération comme l'illustre la 
simulation de la FIG. 5.7. 


Entrée : 0,50 V/div FILTRE PASSE-HAUT 0.12V/div 


Le Filtre Co? 


Go=1 


Fréquence de coupure = 10Hz 


v=100Hz Vavg=0.5V Vmhs=0.50V Vpp=0.2V V=100Hz Vavg+0V Vrmg=0.05 V [Vpp=0.19V 


FIG. 5.7 : Élimination de la composante continue d'un signal triangulaire à l'aide d’un filtre passe-haut de fréquence de coupure 
fixée à 10 Hz (simulation ©J.Roussel). 


Établissons le diagramme de Bode d'un tel filtre. Le gain en décibel 
vaut 


2 
Gus = 20 log|Gol + 20 log (2) 20 log 4/1 + (2) 
À haute fréquence on a le comportement G#E = 20 log |G,| alors qu’à 
basse fréquence on a Le comportement GE + 20 log |G|+20 log (2). 
Cela donne deux tronçons rectilignes, l'un horizontal et l'autre de 
pente +20 dB/décade, se coupant au point (log{(w.) ; 20 log|G,[). On 
vérifie que w, est bien la pulsation de coupure puisque 


Gt) = Cl soit Guolus) = 201og(|Col) — 3d8 


v2 
Gœ = f (w/w,) Pate = F(w/w.) 
LL LL LL LL LL LL LL LL LL 
20 log G5 |- | œ | 
8Go 20 log G, — 3 dB * 
0 dB - 
45 | 
-20 dB f- <———— +20 dB/décade . 
(ue 
Du port put put 1 ru Long end nt ot + und + run 
107? 0,1 L 10 10? 107#107? 0,1 1 10 10? 10° 


FIG. 5.8 : Diagramme de Bode d'un filtre passe-haut du premier ordre avec G, = 3,2. 


Quant au déphasage introduit par Le filtre, si G, > 0, on a: 


= 5 —arg(1+iu/u,) 


blu)=T et #20 


On peut très facilement réaliser un filtre passe-haut à l'aide d'un 
conducteur ohmique et d'un condensateur ou d'une bobine. En guise 
d'exercice, on laisse au lecteur Le soin de vérifier que les montages de 
la FIG. 5.9 correspondent à des filtres passe-haut de gain G, = 1 de de 
pulsation de coupure w, = 1/RC pour le montage CR, etw, = R/L 
pour le montage L-R. 


Comportement dérivateur 


Dériver un signal est une opération qui se réalise aisément à l'aide 
d'un filtre. La tension de sortie doit prendre la forme 
de(t) 

dt 


s(t)=7T 


où 7 est un paramêtre homogène à un temps. En notation complexe 
cela donne 
s(t)=rTjwe(t) soit H=jwr 


Par exemple, si l'on reprend le filtre passe-haut précédent et que l'on 
règle la fréquence de coupure à une valeur très éloignée de la fré- 
quence du signal d'entrée, on peut écrire w & w, et 


ju /ur 
1 + jee 
ce qui correspond à une dérivation avec un paramètre 7 = 1/(w,). La 
F1G. 510 illustre Le phénomène avec un signal triangulaire d'amplitude 


1 Vet de fréquence 100 Hz envoyé sur un filtre passe-haut dont la 
fréquence de coupure est fixée à 1 000 Hz. 


H = & jw/uw, 


Les premières harmoniques - celles qui ont le plus de poids dans 
la série de Fourier - se trouvent dans un domaine fréquentiel où 
H = jw/w,. On s'attend à obtenir un signal de sortie correspondant 
à la dérivée du signal triangulaire, à savoir, 


1 de(t) 1 +2 


= dé — 20007 * 0,01/2 = 


(e) 


-64 mV 


On prévoit donc un signal carré de fréquence 100 Hz et d'amplitude 
crête à crête 128 mV, ce que confirme la simulation de La FIG. 510. 
On note cependant que le signal de sortie n'est pas tout a fait carré, 
car le basculement entre la valeur maximale et la valeur minimale se 
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FIG. 5.9 


: Exemples de filtres passe- 


haut du premier ordre. 
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Entrée : 0.50 V/div R PA A 0.06V/div 
0 
Filtre 
0 
000 
v=100Hz Vavg=OmV Vrms=577mV Vpp = 2000mV v=100Hz Vavg=0mV Vrmb=62mV |Vpp = 128mV 
FIG. 510 : Dérivation d'un signal triangulaire à l'aide d'un filtre passe-haut de fréquence de coupure fixée à 1000 Hz (simulation 


©].Roussel). 
Gas = f (w/w,) 
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--- Ordre 1 ——— Butterworth 


FIG. 511 : Diagramme de Bode d'un 
filtre passe-haut de Butterworth 
d'ordre 3. 


“| 2 R 10 


FIG. 5.12 : Exemple de filtre passe-haut 
du troisième ordre. 


fait sur une durée finie de l'ordre de 7. Du point de vue de l'analyse 
de Fourier, cet «adoucissement» du signal carré est lié au fait que 
les harmoniques haute-fréquence se retrouvent dans la bande pas- 
sante du filtre passe-haut et ne sont pas dérivées (H — 1 au lieu de 
H = jwr). Or c'est précisément ces harmoniques qui jouent un rôle 
important dans la synthèse d’un carré au voisinage des discontinui- 
tés. En résumé, un filtre passe-haut présente un comportement déri- 
vateur d'autant plus fidèle que la fréquence de coupure est grande. 


Filtres plus performants 


Les harmoniques situées en dehors de la bande passante sont d'au- 
tant mieux filtrées que la pente de la portion rectiligne est impor- 
tante. Si une atténuation de 20 dB/décade n'est pas suffisante il faut 
se tourner vers des filtres d'ordre supérieur à un. 


Le filtre de Butterworth d'ordre trois est couramment utilisé dans les 
sytême d'amplification audio. Sa fonction de transfert se met sous la 
forme 


| (jæ)* w 
H — n . ——_— 5.8 
HU) 1+2jx — 2x2 — jrs on w, 54) 
Le gain associé prend une forme simple : 
x x 


VA 2 + Or Vite 


On voit ainsi que 


CELL OPEL Cal. &t D Er 

æ—0 
La pulsation de coupure correspond à x = 1 Soit w = w.. Par ailleurs, 
le diagramme de Bode comporte dans la partie basse-fréquence une 
portion rectiligne de pente +60 dB/décade (GE = 60 log x). 


Une manière de réaliser un filtre de Butterworth d'ordre 3 consiste à 
fabriquer un pont en T avec deux condensateurs et une bobine que 
l'on branche sur une résistance de charge R (FIG. 512). En choisissant 
correctement les valeurs de C;, ©, et L, on trouve une fonction de 
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transfert de la forme (5.8). Pour Le vérifier, calculons la fonction de 
transfert de ce filtre : 


où u, est la tension entre le point N et la masse. Le premier facteur 
s'obtient par la relation du diviseur de tension : 


8 R JROw 


un  R+1/jCw  1+jRCw 


Le deuxième facteur s'obtient à l'aide du théorème de Millman : 


ejCiw + 0/(jLw) + sjCow 
jCiw + 1/(jLw) + jCow 


À partir de ces deux relations, on peut éliminer un. Tout calcul fait, 
on obtient 

: RC,C;L(jw)* 

7 1+)jRCouw — L(C, + Cou? — jRC, Co Lu 


H=* 
€ 


On constate qu'il s'agit d'un filtre de Butterworth d'ordre 3 à condition 
d'imposer 


ROC =l RGu,=1 € LG +0 7=2 


Dans une chaîne de transmission audio, la résistance R correspond 
à la résistance d'entrée des hauts-parleurs. Si l'on fixe la fréquence 
de coupure, alors les valeurs de C:, C, et L sont imposées. 


5.3 Filtrage passe-bas 


Introduction 


ILarrive couramment que l'on veuille lisser un signal pour en éliminer 
le bruit haute-fréquence capturée lors de l'enregistrement. Parfois, on 
désire simplement calculer la moyenne d'un signal périodique. Sou- 
vent dans une chaîne de conversion analyse-numérique on élimine 
les composantes haute-fréquence pour éviter le phénomèéne de re- 
pliement de spectre. Toutes ces opérations se réalisent à l'aide d'un 
filtre passe-bas. 


Le filtre passe-bas du premier ordre est Le plus simple d'entre eux. Sa 
fonction de transfert se met sous la forme : 


File) = a [passe-bas ordre 1] | © (5.9) 
Le gain associé s'écrit 
cel. 4e 222 


VI+a? we 
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On voit ainsi que 


ÉRIC] CPI Cut 1Gol et G = IGol 
V2 æ—00 % 
Le gain |G,| est appelé gain statique, car il correspond au gain à fré- 
quence nulle. La grandeur w, désigne la pulsation de coupure à -3 dB, 
et le comportement à haute fréquence se traduit dans le diagramme 
de Bode par une droite de pente -20 dB/décade (cf FIG. 5.6). 


Le filtre RC vu en exemple présente ce comportement avec G, = 1et 
w,. = 1/RC. On peut aussi réaliser un tel filtre à l'aide d'une bobine 
et d'un conducteur ohmique; dans ce cas la pulsation de coupure est 
donnée par w, = R/L. 


e(t) oo s(t) e(t) R | st) 


FIG. 513 : Exemples de filtres passe-bas Eee = Besse nil _- 
du premier ordre. TZ ZZZZ 


Si l'on cherche à obtenir la valeur moyenne d'un signal périodique, 
il suffira d'envoyer le signal à traiter sur un filtre passe-bas de gain 
statique G, = 1 et dont La bande passante sera choisie de façon à 
exclure toutes les harmoniques. Ainsi seule la composante continue, 
c'est-à-dire la valeur moyenne du signal, sera transmise. 


Comportement intégrateur 


Expérience 


Envoyons un signal carré d'amplitude À = 1 V et de fréquence v = 100 Hz 
à l'entrée d’un filtre RC. Ajustons la fréquence de coupure à 10 Hz. La 
8 : Voir Simuler pour apprendre sur simulation ci-dessous donne le résultat® : 
femto-physique.fr 


REMISE FILTRE PASSE-BAS 0:25Y/div 


Fréquence de coupure = 10Hz 


V=100Hz Vavg=0mV Vrms= 1000mV Vpp = 2000mV V=100Hz Vavg=0mV Vrmk=890mV |Vpp =311mV 


Comme on peut le voir, Le filtre se comporte comme un intégrateur, puisque 
le signal de sortie est, à une constante multiplicative près, l'intégrale du 
signal d'entrée. 


Pour interpréter cette expérience, adoptons tout d'abord un point de 
[2] : ROUSSEL (2020), Séries de Fourier vue temporel. Rappelons [2] que le signal carré est constitué unique- 
ment d'harmoniques impaires dont les amplitudes décroissent en 


1/n. Plus précisément on trouve 
4A 1 1 1 
e(t) = — [cos(ur) + 3 coS(3wt) + 5 COS(Suwt) + 7 COS(7uwt) + | 
T 
avecw = 2rv. Le gain et le déphasage introduits parle filtre s'écrivent: 


G(w) = — et Je — — arctan (2) 
1 + (w/u.) É 


avec w, = 1/(RC) la pulsation de coupure ajustable en modifiant les 
valeurs de R et C. En vertu du principe de superposition, le signal 
filtré s'écrit 
4A 1 1 
s(t) = >» x — COS [nwt — arctan(nw/uwr..)] 
Le impair 1+ (ce) Fe 


we 


La fréquence de coupure étant fixée à 10 Hz, toutes les harmoniques 
se trouvent suffisamment loin de la bande passante pour assimiler La 
réponse du filtre à son comportement asymptotique. Autrement dit, 
on a G = w,/w et = —r/2 de sorte que la réponse est approxima- 
tivement donnée par 


UE 22 5 Sin (nu) 


TU A. 
n impair 


On obtient une série d'harmoniques impaires dont l'amplitude dé- 
croit en 1/n°?. On reconnaît ici un signal triangulaire? d'amplitude : 
= FT W 


A soit À,+157mV 


5 24w 


A 


résultat confirmée par La simulation!®. 


On peut aussi adopter un point de vue spectral. En effet, lorsque 
w > w, la fonction de transfert est bien approchée par H = w,./jw. 
La tension de sortie s'écrit e(t) = + jw s(t) ce qui signifie en repré- 
sentation réelle e(t) = de(s) soit 


s(t) = 2nv, | e( dt 


Un filtre passe-bas du premier ordre réalise donc une intégration 
mathématique du signal d'entrée si les harmoniques du signal se 
trouvent suffisamment loin de la bande passante. 


Filtre passe-bas de Butterworth 


Un filtre passe-bas est de type Butterworth quand son gain se met 
sous la forme 


G Go avec 
=. — T—= — 
VI+a2 we 


où n est l'ordre du filtre. 
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9 : Un signal triangulaire d'amplitude 
A présente des harmoniques de fré- 
quence impaire et d'amplitude A, = 


#3 -L [] 


10 : La simulation donne une tension 
crête-à-crête de 311 mV à comparer 


avec 2À, 


— 314mV. La différence 


est due aux approximations du calcul 


théorique. 
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FIG. 514 : Filtre passe-bas d'ordre 3. 


11: Ilsufft de choisir L, = R/(2w,), 
Li =3L, et C = 2/(Liw,?). 


Ainsi, les filtres RC et LR sont des filtres de Butterworth d'ordre 1. On 
peut réaliser des filtres de Butterworth d'ordre supérieur en asso- 
ciant «en échelle» des bobines et des condensateurs, l'ensemble 
étant fermé sur une résistance de charge R. Illustrons l'exemple d'un 
pont en T similaire au montage de la FIG. 512 où l'on remplace les 
condensateurs par des bobines et vice versa (FIG. 514). 


Calculons la fonction de transfert : 


H = 


IQ IG 


où un est la tension entre le point N et la masse. Le premier facteur 
s'obtient par la relation du diviseur de tension : 


FRS 
un  R+jLw 


Le deuxième facteur s'obtient à l'aide du théorème de Millman : 


. — #iu + s/ilsu +0 
——  1/jLiuw+1/jLw + )jCw 


En substituant s par uyR/(1 + jLw), on obtient 


UN R+jLuw 
e R+)j(L + Lo)w + RLiC(jw)? + Li LC (ju) 


Finalement, la fonction de transfert, s'écrit 


H — : X — À 
OU € 1+ jo + LC(ju) + ET (ju)s 


Pour une résistance de charge donnée et une fréquence de coupure 
fixée à w,, il est possible de choisir correctement Les valeurs! de Z;, 
L, et C pour mettre la fonction de transfert sous la forme 

1 


(0) 
H = : = = avec = — 
2 1+20x) +207) + (x) 7 


Dans ce cas, le gain vaut 


1 1 


Len VA 222) +72) Vita 


IL s'agit d'un filtre passe-bas de Butterworth d'ordre 3, qui présente 
une coupure à -60 dB/décade. 


5.4 Filtre passe-bande 


Introduction 


Que l'on cherche à isoler une harmonique particulière cachée dans 
un signal, où que l'on souhaite ne conserver qu'une certaine bande 
de fréquences avant de procéder à une démodulation, on aura re- 
cours à un filtre passe-bande. 
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Le filtre passe-bande le plus simple est un filtre d'ordre deux. Sa fonc- 
tion de transfert se met sous la forme 


Go 
IH ie %) 


H= [Passe-Bande 2nd ordre] | © (510) 


où w, est la pulsation de résonance du filtre pour laquelle Le gain 
est maximum (Gax = |Gol). Le paramètre Q est un nombre positif 
sans dimension, dit facteur de qualité, qui permet d'ajuster La bande- 
passante Aw. 


On détermine aisément les comportements asymptotiques du filtre : 


GËF re 


G | | G 
et Ge 0 
Quo/w Qu/w0 


Ce qui se traduit en échelle logarithmique par 


GE = GTX — 20 log Q + 20 log(w/ws) 
et GE = GT — 20 log Q — 20 log(w/wo) Gas = f(#) 


ce qui donne deux droites de pentes +20 dB/décade qui se coupent 0 dB|- 
à la fréquence de résonance à la hauteur GX — 20 log Q. 


. ns -20 dB | 
Les pulsations de coupure w, sont définies par 


Go] _ [Gi -40 dB | 
1 + Q2(w./09 — wp/w,)? _ v2 


Après avoir posé x = w,/w,, on aboutit à l'équation Q(x—1/x) = +1 
dont les deux seules solutions positives sont 


k bande-pàssante 


102 10 1 il 10 100 


FIG. 515 : Diagramme de Bode associé 
au filtre passe-bande du second ordre 


VI+4Q2H1  w, pour Q=5etG,=l. 


u 2Q W 


Finalement, la bande passante vaut 


u 


PsJe = (w/wo) 


NON TIE = o où Ar = e Q (511) 90° L TS LL BL 7 

45 | » 

Ainsi, plus Q est grand, plus le filtre est sélectif, c'est-à-dire à bande Gel | 
passante-étroite. Q est, de ce fait, aussi appelé facteur d'acuité à la 

résonance. as | | 

Quant au déphasage entre la sortie et l'entrée, dès que l'on s'éloigne 20} a | 


de la bande passante, on à d = +7/2. Les signaux sont en quadrature 0,01 0,1 10 100 
e phase. En revanche à la résonance, le signal de sortie est en phase 16. 516 : Déphasage introduit par un 

de ph E heàl l Ld t t h F 6 : Déph d 

avec le signal d'entrée. filtre passe-bande avec Q — 5. 


La simulation de La F1G. 517 illustre l'effet d'un filtre passe-bande sur 
un signal en forme de rampe de fréquence 100 Hz. La bande pas- 
sante est centrée sur 200 Hz et le facteur Q est fixé à 50 pour avoir 
une bonne sélectivité. On recueille ainsi en sortie la deuxième har- 
monique du signal : on peut constater qu'il s'agit d’un sinus déphasé 
de x. 
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Entrée : 0.50 V/div 


FILTRE PASSE-BANDE 0.50V/div 


— Go 
Ho) 


v=100Hz Vavg=0OmV Vrms=577mV Vpp = 2000mV 


Go=1 


Fréquence de coupure = 200Hz 


Facteur de qualité Q = 50.5 


v=100Hz Vavg=0mV Vrmb =225mV| Vpp = 656mV 


FIG. 5117 : Sélection de la seconde harmonique d'un signal périodique à l'aide d'un filtre passe-bande (simulation ©J.Roussel). 


TI7777 
FIG. 518 : Quadripôle RLC. 


7777, 
FIG. 519 : Quadripôle RLC avec un si- 
gnal de sortie recueillie aux bornes du 
condensateur. 


Filtre RLC 


Un dipôle formé d'une bobine en série avec un condensateur et un 
conducteur ohmique présente les propriétés d'un filtre passe-bande 
du second ordre. Si l'on recueille La tension aux bornes du conduc- 
teur, on obtient un filtre passe-bande du type (510). Si l'on recueille 
la tension aux bornes du condensateur, on obtient un filtre passe- 
bande à condition que la résistance ne soit pas trop importante. 


Intéressons nous d'abord à la tension aux bornes du conducteur oh- 
mique. On a 


1 
R 1 % 7 co 
H — = = avec 
 R+j(lw—- +) 1+jQ (æ —-#) oi = VE 
RVC 


Ainsi, les valeurs de L et C commandent la fréquence de résonance, 
tandis que la valeur de R permet d'ajuster l'acuité de la résonance 
sans modifier la fréquence de résonance. 


Si l'on recueille la tension aux bornes du condensateur, on obtient un 
comportement sensiblement différent. Tout d'abord, la loi des mailles 
impose 

e(#) = jLwi(t) + un(t) + s(6) 


En divisant par e(t) on obtient 


H' = s() _, ur(t) ;Lw ur(t) 
e(t) e(t) R e(t) 
Or, le rapport u(t)/e(t) est donné par la relation (510). On trouve 
finalement . 
jo 


_ RG) 


Avec Q et w, définis comme précédemment. Le gain vérifie Les pro- 
priétés suivantes : 


2 
BF D HER (#0 
G&1 G(w)=Q et G = (®) 


On remarque que le filtre laisse passer les basses fréquences sans les 
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Ge=f(z 
atténuer. En revanche les hautes fréquences sont plus efficacement L fs) 
atténuées que dans le filtre précédent. Le diagramme de Bode fait  [2dt@@ |" "7 | 
apparaître une asymptote oblique de pente -40 dB/décade. Notons 
également que le signal est ampliñé d'un facteur Q lorsque w = w. 
On peut montrer que la courbe de gain ne présente pas toujours de 
résonance : il faut dépasser la valeur Q = 2/2 pour que ce soit le 
cas. On parlera donc de filtrage passe-bande uniquement si Q est 
assez grand. 


0,01 0,1 1 10 100 


FIG. 5.20 : Diagramme de Bode du filtre 
RLC avec un signal prélevé aux bornes 
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Relation différentielle 


Rappelons que la réponse d'un filtre peut être modélisée par une 
équation différentielle linéaire à coefficients constants du type 
de(t) d'e(t) 


+ 


ds(t) 


dt 


ds(t) 
min 


ao e(t)+a = Bos(t)+B FR 
Cette équation différentielle est étroitement liée à la fonction de 
transfert du filtre. En effet, si l'on adopte la notation complexe et que 


l'on se place en régime forcé, on a 


de(t) 
dé 


— jue(t) avec w=2rv 


Dès lors, la fonction de transfert s'écrit 


H = ap +jw a +..+(jw)"a, _ N(w) 
 BotiwB+..+(u)"B,  D(w) 


avec m l'ordre du filtre et n < m pour des raisons de stabilité comme 
nous allons le voir. 


Un théorème de mathématiques stipule que l'on peut toujours dé- 
composer un polynôme à coefficients réels en un produit de poly- 
nômes à coefficients réels de degré inférieur ou égal à 2. C'est pour- 
quoi la fonction de transfert peut toujours s'écrire 


H=TT# 


où H; est une fonction de transfert d'ordre 1 ou 2. 


Condition de stabilité 


Pour qu'un filtre soit stable, on doit s'assurer qu'à tout signal d'en- 
trée borné corresponde un signal de sortie également bornée, ceci à 
toute fréquence. Pour cela il est nécessaire que la fonction de trans- 
fert reste finie pour toute pulsation w € R. Il est donc impératif que 
le degré du dénominateur soit supérieure où égal au degré du numé- 
rateur, sans quoi |] diverge quand w — oo. 
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12 : Si tel n'est pas le cas, il suffit de 
multiplier l'équation différentielle par 
-1 pour se ramener à ce cas. 


13 : Rappelons que le produit des ra- 
cines est donné par 85/83. 


Étudions plus spécifiquement Les filtres d'ordre 2 de la forme 


LT ju ai + (jw)? 2 
ET Bobo + Qu) Re RP 


Que dire des coefficients 5, et 5, ? 


> Si PB, = 0, il existe une fréquence qui annule Le dénominateur 
et fait diverger la fonction de transfert. 
» Si = 0, la fréquence nulle fait diverger la fonction de transfert. 


Autrement dit Les coefficients 5, 8, et 8, sont non nuls. Regardons 
maintenant la dynamique de ce filtre lorsque l'entrée est nulle. l'équa- 
tion différentielle s'écrit 


?s(+) 


(t) , d?s 
+ Bo dt2 — 0 


t 


0 +8 % 


Supposons que B, soit positif ?. Démontrons que B, et &, ne peuvent 
pas être négatifs. Rappelons que pour trouver les solutions de l'équa- 
tion différentielle il faut résoudre l'équation caractéristique 


Bo+Bir+Bor?=0 dediscriminant A= 87-488, 


Si B < 0, le discriminant est positif et les solutions - appelons-les 
r, etr, - sont réelles. Or, si 3, < 0, Le produit" des racines est aussi 
négatif ce qui signifie que l'une d'entre elles est positive. Par consé- 
quent la solution diverge : 


s(t) = Cie'it + Cer2t >. © (512) 


Le filtre n'est pas stable si 5, < 0. Fixons maintenant &, > 0. Le 
produit des racines est donc positif. Deux cas se présentent. 


> Le discriminant est positif. Les racines sont alors réelles, et la 
solution s'écrit comme (512). Pour que le filtre soit stable il 
est nécessaire que les racines soient toutes les deux négatives, 
comme leur somme S = —8,/8,. On en déduit 8, > 0. 

> Le discriminant est négatif. Les racines s'écrivent r, , = _- 4 
j et la solution est de la forme 


s(t) = Cie t/282 cos(Qt + v) 
solution qui diverge si B, < 0. La stabilité impose alors B, > 0. 


Pour résumer, un filtre d'ordre 2 est stable si tous les coefficients 
du dénominateur sont de même signe. L'étude du filtre d'ordre 1 est 
analogue et aboutit au même résultat. 


Conditions de stabilité 
Un filtre d'ordre 1 ou 2 est stable à condition que: 


1. le degré du dénominateur soit supérieur ou égal au degré 
du numérateur: 

2. Les coefficients du dénominateur soient tous non nuls et de 
même signe. 


Exemple 


Considérons l'exemple d'un circuit RLC série où la tension de sortie est 
recueillie aux bornes de l'ensemble LC. La fonction de transfert vaut 

. Z1 + Ze 1 + LC(jw)? 

_ ZR+Z1+20 1+RCjw+LC(u) 


IL s'agit donc d'un filtre d'ordre deux. Ici le degré du numérateur est le 
même que celui du dénominateur, et tous les coefficients du dénomina- 
teur sont positifs. Par conséquent ce filtre est stable. On laisse au lec- 
teur le soin de montrer qu'il s'agit ici d’un filtre coupe-bande centrée en 


wy = 1/VEC. 
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FIG. 5.21 : Filtre réjecteur à l'aide d'un 
circuit RLC. 


STRUCTURES ACTIVES À 6 
AMPLIFICATEURS INTÉGRÉS 


À venir … 
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Grandeurs physiques et symboles 
mathématiques 


Constantes physiques définies par Le SI (valeurs exactes) 


h Constante de Planck 6,626 070 15 x 10%) Hz ! 
c Vitesse de la lumière dans le vide 299 792458 ms”! 
Aves Fréquence hyperfine du #5Cs 9 192 631 770 Hz 
e Charge élémentaire 1,602 176 634 x 107 1° C 
ke: Constante de Boltzmann 1,380 649 x 1072? JK71 
AA Nombre d’Avogadro 6,022 140 76 x 10% mol * 
R=kN, Constante des gaz parfaits 8,314 462 618] K-! mol 
K Efficacité lumineuse 683 LmW! 


Autres constantes physiques 


G Constante gravitationnelle 6,67430 x 10-11 m3 kg" s2 
€o Permittivité diélectrique du vide 8,85418781 x 10-/2Fm 1 
Lo Perméabilité magnétique du vide 1,256637062 x 10 6Hm ! 
Me Masse de l'électron au repos 9,10938370 x 10-31 kg 
M Masse du proton au repos 1,672621923 x 10727 kg 
Mn Masse du neutron au repos 1,674927498 x 10727 kg 


Grandeurs physiques 


7 Conductivité électrique (S.m-!) 

€ Énergie (J) 

P Puissance (W) 

v Fréquence (Hz) 

w Vitesse angulaire, pulsation (rad.s-1) 
B Champ magnétique (T) 

E Champ électrique (V.m-1) 


Phase à l'origine (rad) 
B Flux magnétique (Wb) 


C Capacité électrique (F) 


u OU U 


fé.m ou f.c.é.m (V) 

Conductance électrique (S) 
Intensité électrique (A) 
Auto-inductance (H) 

Masse (kg) 

Facteur de qualité (sans unité) 
Charge électrique (C) 

Résistance électrique ({) 

Période (s) 

Temps (5) 

Tension électrique (V) 

Potentiel électrique (V) 

Énergie stockée dans une bobine (]) 
Énergie stockée dans un condensateur (J) 
Admittance (S) 

Impédance électrique (Q) 


Permittivité diélectrique relative (sans unité) 


Symboles mathématiques 


Relation de définition 

Égal en ordre de grandeur 

A très grand devant B 

A très petit devant B 

Moyenne temporelle de f(t) 
Amplitude crête-à-crête du signal f(#) 
Valeur efficace du signal f(t) 

Dérivée première par rapport au temps 
Dérivée n-ième par rapport au temps 
Grandeur complexe 

Complexe conjugué 

Partie réelle de z 

Partie imaginaire de z 


Argument de z 


Intégration sur un domaine D 
Circulation de A le long du circuit C 


Flux d’un champ vectoriel 4 


